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P r 1..: i .:J (;;o 
Prefacio 

1 1, 1,1 ./., 1 ¡ ., • 

G~to .Iibrh, c~l[1 diri gi do a .. Jos .,cu1111nii, l:is., ~c~ cjp; ir, ,1,, m1ic:nc~., 1khc11 com.
premlcr In., , técn icas · ccono métricu~ moc.Jcr i¡ia'i , ,y ,1qt¡i7.,\ , qui oraf! , ,u1ili,zarl¡ts-:, y 
no :a .. los ,fu1u'ros ,cco 11,ip1 ctr¡1s- .qu c . pic11 , cL1 pnrt¡cipa r en . e1 1 ¡Jcsar,rol) o ,y ,p¡:rfc;\:
cionam icn lo de .su:Ji sc iplina .1 Su co ntcni clo ,cst¿í , pl,1nificadq para abarp r uq cur; 
so! an ual, de , introducción,. a , .la. econon,1etr.ia , c¡,l)e , 111uc!1as , Ur;livcrsidadq o_f q:c.9n 
11 ,J~ , ,d tud iaritcsl de <rco1mmía en o! . p,1i111cr , ,aiío ,de po, tgrad1,ia9,o. , Sin .. 9n?,~1;tr; 
1go, , 1ambién , lp ucd<t serwir ,como,, tex to para . U(ll CUí SO J de. c; st,¡dí,tica , económiF~ 
,lb crnpre.1ar ia l1pam .estuc.Jiantes rro graduados .d~ nivel , ava~zad ,1, ,o c111¡1q ,lib.~<¡> 
,do , rckrcnciaJ , pam, 'eco nomi~tas de, cua lquier especialidad , que ,l]\licran estar al 
c0rri~ nto de los, ,tra bagos .actuales d,e, .inve, tigaoión . cGpnqn¡ ic;a . apJic;1da .. , 1., , 
" ' , Ta nto IM 10:J tudiantes corno Jos .. profcso rcs ,dD :ccnnom¡a,1ncc.;~i t;in·, .:,1qa ¡,Y.CZ 
•más . . esta~ , familiari1.add>s. con los mét odos cuar,i Litqtivos,. , para c11~c¡1dq 1.la. ,1i\\:
ira:tura econóiln ica,,J,ctulll ,y ,$et , cfcc ti.vo~ .en su, pr.opias . t,¡rca,s r.l e1 ,ir¡ ~cstig:ic i9¡¡. 
•Mi" · intcnciú¡¡, ,h;:¡1.~ido a ba roa r la ma)'or .. paqc , <l<J: los ll/Gtodos1 G~tac,ljsticqs1,y, ccc;i.
'llomé1ric03 dfU <' ·lo~ ,cc ,¡,m.i111i s. tas · .modcrnm; . pLICQlcn1. r.cq ucrir.,1 .En n, i, cipipj (m,., s,e 
inecl:s it.a un ·b-bro - ljuc I píoporcionc al , economista 1tanta, ci:;onomstría c9n70.1 fea 
-posiblo, sin que. c)lo , requi era "un a, , .gran¡.)1a\)ilidad . ma tc 111á.tjp¡ 1pc,r 11 .s.u , p~r.w. 
, \,.\ 'par1ir ,1d,¡;i mi •c:'ipcti'cncia con ; c,tllJiant.~s. pos tg;rnd uados1, cn.1 la ,\.]!;ii yf: rsi\1ild 
•dc•·Wisconsin 1y · ch · la I Universidad do.l · Eo~ado .,dc ,Mi chigan, he 1 ¡.lescubi~rl c;> í1UC 

, es 161a lm1:mc , posible , JXl rtir1 ,de uo ni"cl , de con l()cj¡11icnto:¡ ,J.<~!µ <J i~.ticos ,11rny, .í/!· 
, ducid.o ~· •pn:<;¡.r , 0011 , !'-ran, .r.1 pidcz I a . sofi,, ti ca1lo~. ,tc111a:- , m;m10.n¡<.'tr,icP~1 1'1rPm1l
mcnlt'ec1 . .cllu r<-'lllidc un t-; crí.o csf ucrW. ll'\í'\tn,11h: :.lo~. c; ~~uc~i~.1r,i,t,c :i ,<¡:oqw, R'tl, Pt:<? ffr· 

. sor. ! ·Por mi ; ,parte,, ·ha ,iJo, ·IQ, b:i1,t111tc ,,fn¡t,un:, 1\0 .. r,s1¡1¡r i1ia íil I il'lCfl\1\ra rmc, ,1=p.n 
' cstuuianlu s. 4p <: t<.:11i.;n , .lll\l p;11¡ . inq:1,c;;.;, y ·!qu e ,·1,r(yl ,lra\'f ,r/.11 Y1:rL! i1\\~ra i ,WI i_, f~s
,.ción 'ºª · t.:r ·anp.lll<:~ ,d.~ ·rct,o,hq , ,rrol¡l1·11¡;¡,,, f,i ,W ,i'·,1,,. ~1 11( ~tnnn:i :i ,ªP.\C \ fHf<:?iirn 
.cstiú: <totalmcatc fo c·,ra-. d.: MI ¡.k11n~c. f; ,11 ,¡¡11;q1¡r1, ,¡1 ) .tr ¡1 l'ilf' \ ¡<kl, tP\\1,Íi.:i',<1 \1, F.[-=.o / ¡!-le 
¡ •SU . obJ; ga,¡,:\ll. e:,; ,s,;i.l;,ra~ :i_n Cl)1 .l• ><)p1 r\\ (1\Jls \ ll< ' . ¡];\ 1/ .q~c;,i,J,;i t\ 1 p,c, alf;Lf'!~') f.i_ll,na , Cf/,n/· 
.,pr.rn.., iún i;hllul.,cn 1J¡1.¡;.H 1.1l<:, 111\ ;1r1ro¡d i~,ii, ,,¡kl1 ,1/P,.', .1\c, . J,h.r,1 1,1<; J.•1, ·,rp .,,_y ,n.o 
1. uhor.rur ,.ain¡;ún G~f.ucv, t. p'lr;l. h,1.: ,r~, 111,Jiq. 1.,n cLir ,, c, ,rn<l ~ca í"' "blc 1 \l.1 ~ 

la intención con 4uc s.: h.1 c-...:rito c,t c l,hrc• 
VI 

VI 
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e ·, . , <' l ! 1~' : ,, :, .1 · .. 1; ••_'!'. l e n l1 l: :._·ri .1 n1 c .. l id :\ h c~ te n ,._ ¡,·, n q u e n ri ~ ... i11 ;ll n1c ntc 

,.- :·: · ·, :1 !t ·,. 11,.., <e J::, n in clu idu :il~unns tcrn:1s . Un" de ellos es e l aná li sis 
t· ' ;'•-'~ t: ·, 1. qt1,: aun q t1e propo rciona una nu eva técnica de interés. a ún no se ha 
i11 1,-.: r ... Jn c.•• trcch:11m:11te con la teo ría eco n,m1ica, y resu lta has tanl c dificil de 
n, ,,nc ia r por qn no espec ia lista . Asimismo, un an á lisis del enfoque bayesiano 
d e h estadí st ica constituiría otro lema interesa nte (algunos de mis amigos 
diría n el tema interesa nte). pero para hacerl e justicia se requeriría un espado 
considerable. Un tercer tema qtic se ha dejado de lad o. sintiér,dolo hrncho, es 
el de la si mulación de modelos cco nomélricos. El economista interesadd erl 
p tos temas puede , consulta r textos , hiás especia li z.ados. El objetivó de t sle 
lihro es dotarle de las hei r:i mientas báskas que facíl itch y haga n m:\s cficíchte 
esta con su Ita. 

1 

En relación co~ este libro. debo hacer con star n1uchos agradccirhienios; ál~ 
~;mos <lircctos y o tr9s incli'rcctos. A Ai\\n'i\· GólLÍbcrgc\-, tll~·a txcclchlc chsc~ 
fi anza y devock,;; á la in vcs,!Igaciún - -as\ corno 'claridad er\ a mbos taihpos
han insp1racio g ral) parte dd espí , itu (l e ',ni obra , le debo 'un agradecimi ento 
consta.ntc. v~rios de .los 'temas Je Íos que 'me ocupo en el liuro hc1 n sido desa
~rollados ¡¡01

r A 'niol<l Zellner, \,acii qüieri 'me :;ícnt6 agrádccicio l'lo sólo poi' 
e ste mot ivo·, s iri'~ po rque ~icmpre si:; ]¡ ¡'¡ úióstraJ 6 generoso di sc uti endo rrobie
~a,s de ecpnom¡:

1

i'ría y p'r1st{1 nrlo
1

me la ayucla de sú exccpc ion:il visión. tam bi_én 
,~t' rc,c il-¡ido ,ayu,,a ~d/ tori,al y ,ali e'.Úo de La;vrcnce .~)~i1\ , qui,en a n1ablc'n\c1Ú c leyó 
et n¡anusc(ito en su to ta liJa<l y me c frcc iu g rirn ca nt idad de comenta rios y s\'.1-
~~r~ncias ~e /iran . 

1

1\tilid a;J: D c,grac,iadi.iincn'te. 
1116 1

hc sido ca paz de 'incM r ora'r-
11As ,tc¡qa~ _d c~i \J q ~ Ii/ 11 1t'.1c\cincs de ticn1po)' ~spad 1,. 'pero el lib.r6 ~ir: ''.lu,di :se 
¡llub:cra_, vi sto: .bc.i1cf1.c1a~? - de ha b_c r?e ~~.gu ,d \, ,ta les, .suge rencias en . su to'.:ll!~ªli . 
¡He 1:cc,b,do. la ayuda ,nd, rccta, ·pero 1mporta ntc, de Robcr t Basm:inh Y 'Karl 
,pr~~ii~r: q~ic ncs iinr )i icic1ci~ , penosa,iúer,i_e ·co n~~ i.'.:h \e de 'tiJL:c has ;l1Jrk1r 11,c!ªs 
,r¡1 ct9,do log1c.~~· y ~e , fan1cs Ra,r)?C,Y,, cut~s ,co ,¡oc,,11,1,cni os . técrnc?~ e imag 1tó t1va 
,Jvi ~ión .s\c1¡1p~c i h~n .f Stad_o a rn i ,d,ispo,~tci(;)ll, D~hf agrad,ecirúie~tos e~pccí,ficos 
,a R.:p.Y Gil.,bcrt pc~;1. Sl\ , ªfu cJ~ CI~ , lf c~lc\lbt\~ra, ,ª I Jcf~rcy Roíh t¡ye :·c:_i fl c? .'los 
.Y!cqiplqs., y ¡i , W¡

1
1li:.n1;1 , ~t\ bk . ne r , ,su ayuda en J¡os . pr,ag1;a1,n a~ , de ccu1~,c,_oncs 

,s11nult~n,eas., La. i5,ra. ~li ~abcth B9lfc r, , d.e !!1~ , ~ l~~ n~1~I ,: r C:ompa hy, mercfc 
,f:SVicial I men¡:iSHl P? r ¡ SU .f?.~c,i~ 11 r uda ,ayu,d~,, ~ 11 la, Jectu ~.ª 1c '¡frve ba's. l Nttural-
1!11F'lte, r.', /llF~u.grnd,'rc,,,r:n 1c1:1,to 1,o deb? ~ ?11 ,c~posr , _q~e ha , s,fo <\1 1,cc tt~r ·de 

1 pr\lr~~\ls, Jpiá s, pa c1p~,t~ _ad~n;~~. de • c~'.ca ~~? ~~~ . ?e, l~dos los asU rltos farh:lia re~ que, 
de 1~~rº 11?1rcLC?· ~

1
~)! ~1,91~sc~.: .1~~1~~}1.,1~J,~/~- ~1~, ~~r~-~.·¡ ~ . . . . , 

1 
, , , .i / 

, .Po r ultim o .. qu,cro dpresa r 1111 áp rcc10 y ag r~tü d: nll, crllo a A~ll ó ltl ·Z ~llncr ) ,, ,.,,, 1,1 , . 1 .. , 1 , · ,, ., ... . , .. , . . '"' , , I " ' . , ,, ' J ,1 lb j · , · 1:1i· ,0. 1 
JY )\'?f :~',~ i<?_e,,~f 1 _ ,P '?;, , ~,~, .~ ut,~~,~~t'? ~ , p~r:a .~1ta,r .'.r, 1a¡o,. no i jlU 1ca ?s. -~ ·'a 
J_ ., Z11brzvc'k1 1 P'?.r su ' ,r.erm,so1 para ulil1 iá r fos dá to.s lk los ~JCmplos' th 1-ta 5ccción 
. 9-;~J 1a'A1'6~¿'r '1

á~ra'dezc
1
0 ·'J¡ 'alriiicca I li'tct'afio ·~e 'sir 1R ó'rráll:I I Fish~r, 1F.1R .:-S .• Yy 

., 'µ1'v~r' '& 1W,3 '!ci I r:t'ct. '1de 1r:-la,'~~)j'¿ 'go. 'sll "a\.l't~Kiáboh I p';ira ' rtptbdufü 11a 1tal,la 
1t:2 ,/de ' ~1u 1f'6rt '>(•¡t'¡¡i'iicliJ fl/..,tf~hj/¡¡:; 1'(&r 1'1f.J's'd&'rfh 1ÍV'6fkh's: ·\íJ l~tcife.für 1E. ~ 
! Pc1t~nY/a ~ós".t8rWi'¿1fü:\.1d'óiés'~e17'1/8Affü-?k'a ~su "al.l't'óKtitíóh lp".fra rt'~tbtfüfü 
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PRIMERA PARTE: Capítulo 

TEORIA ESTADISTICA BASICA 1 
Introducción a la 
1 nferencia Estadística 

lfa sta principios dd ., ig lo xix. se considcn·, qlJc: la es1adjs1ica se oc up:¡pa qe 
las cara c1cris1ica s d el L stado , p :i rticub.rm cn¡e d e Ja s relacionada s .coi¡ s¡.¡s 
i11 s1i1ucio 11 c , pulilica s y 111ilicirc,. La dcscripciú¡¡ ¡J e; tak, ca ra c tcri stic:is f,uc 
al pri ncipio d e c n ,íct..: r li1 c: rari<J , p ero con d ti c· mpo se hi c ieron cad:¡ ya p¡á~ 
nu rnériü s. La ;i dq uisic· iú11 de un car,íl'lcr cada vez m;"i s cuantita¡iyo ~e ~·jo 
acornpaiiad :1 P'" h c \ tcn, ii,n a ot ros call!pos di s1intos de los rc:Ja ciunados con 
los a sunlos d el 1 · , , ad ,1. Lo~ posterio res ad cl:intn s e¡¡ I;¡ teoría d e J;¡ p r.o ba,bilj
d acl p ..: rn1i1i eron cJ c.ie :,a rroll o d e la lcoria estadh tica, que ha ce posible J;¡ gcn e
rali7al'i•m c ientífica a partir ck informa ci<.J ll inco¡¡1pkt :1 -e¡¡ o tros palahr~s .. 
1.a i,ifc·rc ncia cs ladi si ica- . 

D c:li id o a cs lc proce so hi stt'>rico. la di ·,ciplina que se co noce cor¡ cJ nop¡brc 
d e «csta d h lica» cu 11 :,1a d e d ns p :1rtc , : la cs tad is¡iq pescrip 1i v¡¡ y la inferencia 
c sta.d í.s ti ca. L,1. cs1:1d i,1 ic 1 , jescr ip1i va ~e ncq pa ,Je l:1 rcrng i(Ja , o rganizac ió n y 
presen/a,ción d e J.o s cj a.1.os . 11¡i c111 ras q11e Ja infcrenc i~ cs/adi s¡jca rea Ji za gene
ralizaciones. d e una parl e a i;n ~od o . l-<1 jn fc rc1¡ c j_;¡ es1adís.tica. ,co¡no _ct¡:ij,¡u ier 
o tra .cien ci:i, se o.cupa .del .desa rro llo d e sus m é¡,odos /¡corí~ es/;¡<Jjs¡ jca) y cje 
su u!ili z:¡,.cjón (aplica.ci t') IJ de la .csi adística ). 

En h cconomc tria . b:hicoJ"C/llc ¡¡os intcrc s_;¡_ la inferencia .cs¡adjs¡jca. L,a 
estadística .d escriptiva sóio nos importa IJos t.¡, d jl/JMO en qu.e J.¡, s m cqjq as 
obtenidas por los .cs(ad isúcos ,dcseriplÍ·Y.os .con d fin .de res,1,1mir .dis1in.t ;¡.s ,q.rac
terístieas d.e ios .datos -pr.omcdios, m cdi.,fas d e .d isp ersión. c~c.- se ,IJ l iiizan 
también en l.a inícrnncia .estadi süq. La .<Jifere11ci,¡¡. b :).s¡ca radic:;i en .el /J echo 
ds: que, en el ámlbüo .d.e .es/adí slie.a dcs.crip,tiy_:¡._, dic/¡¡¡.s mecfol.as r.epr,cs_entan 
fin es en sí mismas, mjeJJ.JtJas .que .en ta iníerenci;,i ,es~.i..clisüca son sólo instrnm.en
tm en el proceso .el.e in ves,tigació¡¡¡. 

1.1 Corll'cptos básicos '-'.! fa .i.nícc.cnw .cstadís.tic~ 

, ~. · , de exp licar de .forma detallada tia ,natura:lcza .ctle ,la ln.foroncia ,c!;tad.ís
,. . r rc·c:i , o introducir algunos c0ncqp10s 1básicos. tLos ,más .ÍillJ)Ontantcs 

· · ,! .- l'"hlac,ón y el de muestra. 

a 
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Una población puede definirse como el co njunto de \odas las nb, cr\'aci<>ncs 
posibles de medidas o resultados. Eje mplos de el lo so n los 1ngrc~os de_ \," ha 
bitantes de un país en un per íodo de tiempo determin ado, la renta na c1n nal J e 
un país a Jo la rgo de un cierto número de períodos de tiempo, Y lodn, los rc
suilados obtenidos a l lanzar una moneda a l a ire repe tidamente. L 1, pohlac:io 
nes puede n ser finita~ O infini tas. Una pub/ació11 fi11iw es aquella CU) C) nu me ro 
de observaciones posibles es menor que infin ito. Sin embargo. la d 1, 11nc1o n 
entre poblaciones finit ::is e infini1:1s es más sutil de lo que pu eda p,_1rcccr a pri
mera vista. Po r ejemplo, una serie de las cifra s de b n: nta n,1c1ona l de los 
E stados Unidos durante un cierto número de aiios, po r e jemplo, 19-18- 1%7, re
presenta un conjunto finito de veinte observaciones_ y po r ta nto, puede par~ccr 
una población finita. Pero es to represe nt a ría una 1nterpr<:la C1< 1Jl mu y lurntada 
de los hechos hi stóricos, ya que implica ría que las vei nte mcd1c1oncs de la renta 
nacional era n la s únicas pqsiblcs, es decir , que la his to ria sólo pod ía ha~er 
seguido un d eterminado curso . Naturalm ente, muy pocas perso na s_ accpta n a_n 
una eo ncepeiú n de l mundo ta n e\lremada mcnte fatali sta: la ma yo r1 a_ ad1rn11ria 
la posibilida d de que se hubic, cn produc ido ,,tros _valores, a unq ue solo fuesen 
ligeramente distintos, de la renla nac1_ona l. . Este_ 11lt1mo. p~nto de v1sla :s . el 
subyacente en prác licamc nle toda la 1nvcs t1 gac1u n_ cconom1ca y cco no metrica 
relacionada con la polít ica ccon ,imica y scr(1 el utiliza do a lo la rgo de todo este 
libro. Así, pues, una pohlaci.:,n d e rentas nacionales en un inter valo Je tiem po 
determinado incluye no s(, lo la hi storia rea l, rep resentada po r los valores que 
se observaron, sino ta mbién la histo ri a potcnciaL que co nsiste en_ todos_ l~s va
lores que podían habe r oc urrido pero no oc urriero n . l _:1 po l, Jac1on dc[m1da -~e 
eslc modo es obvia men te una pohla ción infin ita . Del 1111 , 1110 _modo, la P~?la~1on 
de todos los resultados posibles :!l lan,a r una nwn ~da a l a_1re es ta mb1en 111f1-
nita, pues to que el p roceso p ued e gene ra r un n ú1rn:rn 111f1mto de resultados, 
en este caso «caras» y «c ruces». La mayor parte d e la s pohb c" 1o ncs de la s 

que se ocupa la eco n0111 ctría son inf ini tas: . , _ . , . . 
E n n: l:ició n con el c0ncc pto de p(1blac1,>r1, aparece ~1 cP11ccptu d ~ 11111,.1r ra, 

que es un co njunt o de medidas o n:sult_ad os _sc lcccio n:ido a pa rtir d_c 1~ p,1hla 
ciún. La sckcci,,n la puede efectu ar el 1nvest1 gado r, en cuyo cas,> h.1blamos _de 
un n peri mcn to mucstra l, O puede ocurri r de for ma i_ndcpcnd1 cnte_ ya _se~ 1n
ttncionada111cntc O por su propia nalu r::ilcza. E n el ult1mo caso, el 111 vcst1 gador 
e, un mero observado r y esta situac iú n es par 11cularn:e nlc fr ec ue nte en c,con~; 
mclría . i\unquc la s muestras que proceden de po blac1oncs 111[1n1tas pued ~n- Se; 

b
.. · f. ·1"s la ·1111 porla ncia de este tipo d e muestras es, como maximo. 

1am 1en 111 1m " , ' f · 
de carácter teórico. E n la pnictica, sólo nos enco nt ra mos con n~ucslras rn~m::: 
Y 

dcs"raciaclamcnle, mu y a menudo co n muestra s muy pcqucnas. ~o ., . 
' 0 1 · · t"r de una poblac1on uclcr

mucslras se obtienen mediante una se ccc1on a par 1 . , .1:x l 
minada, el principio de selección desempeña claramente un 1mpo rt~r~t ¡,;, ,_i, ., . 
en la determinación de la composición de la muestra . En econom: llll''-' " ' ' · 
mos nuestra atención a las muestras obtenidas de acuerdo con algun 
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mo casual determinado. Es tas muestras rec iben el no m b re d e mu<'stras probabi
!íslicas. Un tipo impo rlanle de muestra s probabi lísticas son las muestras alea
torim. En las poblaci., ncs finitas, el princ ipio para se lecci o na r una mu estra 
aka toria co nsiste en conced er a cada ind ividuo de· la po blació n h misma po
s1bd 1dad de ser e leg id o. E n el caso de po hlac io ncs infinit as , una muestra es 
aleatoria s i cada observación (de una medición o un resultad o) es indepen
diente de todas las demás obse rva c iones. El significad o de in,Í<'pcnd,,ncia se 
definirá de forma rigurosa más a d ela nte, y de mo mento ba sta co n señalar que 
dos sucesos (ya sea n m ed id os o contad os) son inJ epencl ic ntes s i el hecho de 
qu e ocurra uno de ellos no ejerce ning una influ enc ia so bre la oc urrencia del 
otro. 

Tanlo la s po blaciones co mo las mu estras se pu eden describir a través de 
sus característi cas. Las característi cas num éricas d e una p oblaci ó n se denomi
nan parámetros; ia s ca rac te rísticas de una muc, tra , expresada s en forma de 
algu na medida resumen, rec iben el nomb re d e estadísticos (plura l de «estadís
tico»). Estas ca rac terí sticas pueden ser, po r ejemplo. la tend encia central de las 
medici ones (la media o la m oda ), su dispersió n (po r ejemplo, la d esviació n 
stanJard), o . e n caso d e tra ta rse de kn <", mcnos cualitativos, la propo rción de 
observaciones d e un lipo d e terminad o. N a turalmente, los pará metros d e una 
poblaciL'- n infin ita no se puede n o bservar nunca; en cambio , los p::irürnclros de 
una poblacic"1 11 finit a teó rica mente se podrían observar a unque en la prác tica 
pu ed e res ult a r imros.ible. 

A pa rtir de lo que ll evam os di cho hasta aquí, deber ía qu ed a r claro que la 
estad ística se oc upa de los fenó menos que pu edan ser medidos o co nta dos. 
Cua ndo nos refe rimos a un fenómeno qu e se puede medir , hablam os de una 
variable para indica r un a cant id ad homogénea que puede to ma r va lores dis
tintos en di stintas observac iones. Si el fcnúrncno só lo se pu ede co ntar pero 
no medir (cada o bservación rcprc~cnta una unidad d e cuenta) , haccm n~ refe
rencia a un atribwo. Po r ta nlo, un a tri bu to es la prese ncia o la a u~:cncia de una 
característica d etermi nada. E l resultado d e un suceso 1:.1 1 como, por ejemplo, 
el nacimi ento de un niiio or ig ina una obsc rvac iú n respec to a un a trib ulo d e sexo 
(es d ecir, « va ró11>1 o « no varó n>i): e l resultado J e la nzar un d ad o se pucJe 
clasifica r atendi end o a la presencia o ausencia de un « 1 », un «2», etc ... En i: ierto 
sentido, el co ncep to de a tri bu to re3ulta red unda nte po rque p odemos a signa r 
simplemente el valo r I a la presencia d e una característica d eterminada y el 
valor O a su ause nc ia . E n es te caso, equiparamos el co ncep to de «atribulo» 
al concepto de variable binaria o cualitativa. E l mi smo concepto recibe también 
el nombre de «variable ficticia». 

La definició n de variable , y su propio no mbre, subraya la posibilidad de 
v~riacii',n en los distintos puntos de observació n. Por otra parte, las cantidades 
G"'e no pueden variar de una observación a otra reciben el nombre de cons
L;.r, ' " fOh~érvese que los parámetros son también constantes, puesto que no 
•• ru:'\ de una observación a otra.) Si la cantidad en cuestión no es una cons-

... 
t 
i ; 
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tantc sino una va riable, nos puede interesar conocer la causa gene ral de la 
variación. E n especial, es importante distinguir entre las va riacio nes que se 
pueden manipula r y controlar, y las que no se puede n controlar to ta lmen te. E n 
el caso de estas últimas, su ex istenc ia se de be al azar. Un ejemplo obv io de 
va riació n inco ntrolada serían los resultados de lanzar una mo neda a l aire (s in 
trucos , natu ra lmente) . pero existen muchos o tros ejemplos que so n menos 
obvios. E n rea lidad, tal como se analizará detalladamente a lo largo, d el li b ro , 
la mayo r p a rte de las va riables económicas están de te rm inadas siempre, par
cialme nt e. po r el azar . Las variables cuyos valo res no se pueden de termina r 
antes de ser o bservados. ni co nt rolar totalme nte, se denom inan mriables alea
torias o estocás1icas: su característica princ ipal co nsiste en el hecho de que 
toman di stintos va lores (o cst:i n en di stintos intc r-. ,Li os), co n probabili dades 
que no son la unidad . Po r el contrario , una vari able ,w a/caturia, o nu esto
cást ica, o fija, es aquella que. i: s to talmente con trolable o que. a l menos, se puede 
predec ir p o r completo . Las constan tes se pu ed e n co nside rar casos espec ia les 

de variables fijas. 
Otra clasificació n importante de las variab les es la que distingue entre va-

riables continuas y variables disc re tas. Una ,·aria ble co11tim111 es una variable 
que puede tomar c ua lqui er va lor so bre el eje numérico o una parte de él. Los 
ejemp los t ípicos son el tiempo y la temperatura. pero la renta, el gasto , y otras 
va riables similarrs se pueden considerar variabl es co ntinuas . En realid ad, la 
mayo r parte d e las variables econó micas so n continua:; o ca si continuas. Esta 
última pos ibilidad se añade para responder a las pos ibles objec io nes señalando, 
por ejemplo . que en la práct ica no se pueden obse rvar valo res monetarios in
fe rio res a un dó la r (o. posiblemente. un centavo). Con trariamente a las va
riables continuas, las rnriables discretas sólo puede n to ma r a lgunos valores 
determinados sobre la escala num érica . Estos va lo res están separados no rmal
mente (a unque no siempre) por inte rva los de la misma lo ngitud . E jemplos de 
este tipo de varir1bles son el número de hijos de una familia . el número de pun

\os. ob1e nidos. al laniar un dado. y todas las variables binaria s. 

Cuadrn l-l 

; N~r:M.o. d~ hiJio.s. 
~= 'lc' a.ti;i.Wii:~ 

()¡ 

h 
~ 
:31 
41 
~Q. rnái;, 

Numero <le facnilia.s. ,= f1=iacia. a.b6'iNIW,lla.) 

4: 
1:2' 
20, 
116, 

S; 

4¡ 

641 

i'1a.i,por,ció n de familias 
~= Fo~cucnc ia relativa) 

0.0625 
0.1875 
0.3125 
0.2500 
0.1250 
0.0625 

1.0000 

Im, i!ll>o t~h.hi¡¡o q¡.¡i:.: &jgi.e.n, ~ ha, utiliwdu, ali sistema, do puntuación an ,:' < ' ' .-
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l'I ül1 i1 110 C<'lle ' PI l 1 e o qu e le ic111os inlrodu c ir ah o r;, es el J e dis tribución . 
l:11 el ca so d e un . . . , . a 1mH::ara tene m os u na di stri b 11 c i(1 11 de frccue nc i:ts y cuando 
5~ l~at,t 

1
d~. una _pu b~ a~ to n ha cemos refe re ncia a una di strih uc iún d e probabili-

d,tU( , . Ln.i d1.1111b11ttu11 de frc·c llcncwy rcpreser ta L111··, o rd , · · · J J d de ta l f . . . . · · u c nac 1uu e os a tos 
. . , OI 111ª' q_ue n~_·' ,nd ,qu e e l número de observacio nes co rres po ndien te a 

CJd<l v,tlo r <le la v,1r1 ,1hk (en e l caso de variabl es di scre ta s) o a calla inte rva lo 
de _los _v,tlo rcs de la va ri ab le (si se trata d e variabl es con tinua s). E l núm ero ' de 
obse rv,i c ,n nes e n cada cb se (un pun to si se trata d e una va ria ble di scre ta o un 
inte rv.il o si es n b l · ·. ~ a _va na e co ntinua ) se d e no mina fr.:·c 11e11ria absolllta. E sta 
última ckbe d1 st <l J ¡ . · rng u1 rse e a rcc11<·11c i(I rela tiva qu e nos incii<:a la p ro po rciún 
d e observac iones e n cada c lase. y no su número. Po r e jempl o co,is id c rcmos una 
mu ···tr·, d , li-+ f· T J • " ··.: ~ ' . ,tm1 _,as. o J,c rva nJo e l nú111 e rn de hijos d e ca da u11a de elbs. 
L:º.' _1'-' ' 11~t.iJn ,_ p,,d_ri :_,'. 1 ser i<, , q11 e_ ap:1rc'l'l' II ,· n e l c ua drn 1-1. Otru c jc111plo, 
r~~a t, vo ~ 11 c, t~l oc,1,_1u 11 :J. una v_ar,ab lc co ntinua. v iene Jado po r la di strihu
c: un d e l:t rrn_i .i, f.rn11l 1a r C/1 los Lqados lJ 11 id os. e n 19(,2 (cua dro 1-2) . E n es te 
c~ so no ap,11 cccn la s frecue nci as a bso lu tas. y la s frec 11 e nc ias re lati va s se prc
Senta n . en forma de po r :~nta ies en luga r de p ro porc io nes. Los elatos de una 
rnu ~Str.t e n fn rni::i de se ri e tempo ra l. co mo. p o r e jemplo. b s cifras de la renta 
nac10_1~a J COm.:s po nd1cn_tes_ a U'.1 cierto núm e ro d e a iios. se p odrían prcseniar 
tambte n ~n forma de d1 s tr1 buc1on de frecuencias. pe ro . no rma lm en te:. no se suele 
hac~r as 1. E( hec ho de_ que las di st inta s obse rvac io nes se haya n efec tuado en 
d, ~t,nt~~ pe ri od os de t iempo sólo tien e impo rta ncia en la medida en que la 
Pb?blac,on de la que se ha extraído la muestra puede haber experimentado cam-

ios a lo largo Jel tiempo. 
E~ una poblac ió n, el concepto correspo ndiente a la distribución de fre

c_uenci~s de u_n~ mu c, tra s~ conoce co n el no mbre de distribución de probabi
ltdade.i. Considcrcsc . por eJemplo. la po blac ió n de las familias de los Estados 

Cuadro J-2 

Renta deducidos 
los impues tos 
( = Variable ) 

Me nos de $2,000 
$2.000 a $4,999 
$5,000 a $9,999 
$10,000 o m ás 

Total 

Porcent aje de unidades 
de consumo .. 

Frecue ncia relativa) 

12.7 
31.9 
39.7 
15.7 

100.0 

Fuent e : Statistical Abstrae/ o/ the u ·1 d S p{,¡: ina 3
4

1. 111 e tates, 1965, 

• Incluye famili as e individuos que viven solos (núme· 
ro tot;, I == 57 890 000) . 
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. . . . I· renta obtenida en 1962, ta l co mo aparece n en el Unidos cla s1f1cadas segun ª d 
1 

. , ¡ !2 7 <;{ de la s fami-
. d 1-"' Rcsulla ev idente que el hecho e e ec,r qu e e , o 

1 cua ro -:· . . f . "'000 dó lares eq ui va le a afirmar 4ue a 
lias obtuvieron una renta in e rio r a - . : a ren ta sea inferior a ~000 

b b ' J'd d d. selecc ionar (al aza r) una fa n11La c uy . 
pro a 1 1 a e: · . b bT<l d se pucd..:n con-d · ¡ O 127 Si la poblac ión . es infinita, las pro a 1 1 a es ·. . f . 

o a res es , · · . 
1 

. ( ·t . explican de n1 ma 
'd . como los lím ites de las frecue ncias re at1vas es o se . .' ' h· bTd -

s1 erar . 1 3 Si consideramos la distrtbuc1o n d e p ro ,1 , , . a 
nl'i s rwurosa en e l cap ,tu 

O 
) . • · · . ·b · · de f,·,·cuenc ,as 

' 

0 

1 . • 1·d· de la d1,tri ucHin ~ 
des de una variable como a contrapar lbla al'1zar .m:1s de una variable a la 

. de 110,· ve r nue es pos1 e a n · ' . . 
de una mues tra. po 

I 
J " • • l bTdad de fallec11111en-

vcz. Po r ejemplo. una di q ribuc ió n. que ind 1quel lavapr~~ºb~: ~es una tlistrilmción 
· · • · J· ·1 

· 1 ace referenc ia a una so a " . 
to a d 1s t111t,1s ce ,1ues 

1
• . . h· bT<l I s 

1
,a ra cada sexo . . s· ¡ . , s i ohtencmo, es tas pro .i 1 1 a te. · . . . . 

uml'<lnante-. in cm i.trgo, . . hl . bt ·n ' 1nos una di.11nb11c1CJ11 b1v11-
po r separado, consideranws dos varia es y º. e: e: cu. ·nta. mayor número de 
riantº Otra clasificaci <'i n en la que se tu viesen. en . e 

· · . ·. d ,e iría Llna tlistrih11ci,;11 11111/11 ,·cmallte. caracterts t1 cas p ro t 

La naturaleza de la inferencia estadística J.2 

. . . • . . brevem ente. a lgunos de los concc:p tos 
Tra s haber rntr_oduudo .• 11111quc sea ., . ¡,as·, r a descr ibir la natura-

. , . ¡ , I· · ·s t:Jdi sllca. pou u 110s · • · .. 
m;is ,mpor tan tv, te: a teona e:. e· S' l1a sc ii'ilad o a11 tc rinrn1cntc: , esta ulu-d 1 · f ·n ·ia est ·1dís11ca o rno " · ' l ¡ 
lcza e a 111 ere L • . . . . . • . cto a h poblacit'111. en ,a se a a 
111a se d cJica a ckctuar gc 11 c ral1 z~1c1 011cs_ 1c sp~ turah;, cntc, este p rocedimiento 
infnr111ac i,1n prnpo n:1onarla por Jf,1 muestra.g ··nª'n ii zacin ncs acerca <le la tcm-

. I· vid'l di ·iria · e cc tuamos e: ", · · 

1 es corn entc en •
1 

' .· ' · b· ., 1• b prim..:ra cuchara<lG, o re,pec to a a 
pern tura d0 nu es tra sop:i sobre la. '. is"ll ·l.., d 'e teni s ba sú ndo nos en la experienc ia 

cJ ·td ·1 cJ , UII p·u de z.1p.1t 1 ,I S • . . J 
cspcr,rnza e \ ' " ' . • 1 . . . e n h in fe renc ia es tacJ1st1 ca. sa vo l.. · ·ci .. , ,ncntc lo q uc se 1·"" ' · 1 
p;1sada. ::<;tn es pie .s, _1 f . . .·. e i ·ntífica. Lo que co nvi e rte a 
q llü. en est0 últi111t1 ca so, se hace uc t) J 11\ ,1 lll,1 s ,c. · í· nt if ico es el hecho de 

1 · f · estad í•· tH:·1 en lln pr,,ccso ' e 
aplicac ión de a 111 crcnc,"'. .... . . fc~rma d e: sc: k cc ionar b mue<;t ra, y de que 
(1qc toma 1110\ en con s1Jc1.1c1" n L1 . . 1 p1· Jb"b·11 ·1cl·1dcs Po r c¡· emplo, en 1 

I' . • · Cll t •r1111nos Le l " ' · 
e)íprcsa mos )~s genera _1zac1c1 nc:\)S· J 'e t ' n's .duran CillCO illl (1S , especificamos un 1 l d ·c ,r qua la s z,1p.1t1 .1s l " " 1 . 
ug:lr e e c. . . . . ,¡ d robahilidacles corresp0 nd1ente. 

interv<1 lo e ind1can.10:·· el rn vc. e P_. s ara esta blece r ,iuicios respecto a las 
• En rc:su mcn, ul1l m 11110~ las muc, tr,L pt . . s· l:i poblac ió n es infinita. no 
, l l 1 ·o viencn hs mues r,ts. 1 , ' 
po blac iones < e as que ¡ 1 l '.; l~s juic ios respecto a ella sólo pueden 
se podr(1 o h, crva r nunca pn r comr e: º· y . ¡ .. . de que la población sea 

t ·1 Pc ro mcluso en e c.1so Proceder de una mues r, · b . t'in·
1
, .. 

1111
ente una muestra , 

b on ·s pa ra o se rva r " 
finita , puede ha ber ucnas raz d c. d 's \ruc tivas (como en el caso de pro-
pues \o que las observaciones puc .cn ~r 1 e:.' bombillas) o en el mejo r de J,, , 
bar la sopa o de medi r la durac1on e as . 1 lodo. r~spccto a una pnhla · 

l nos inte resa conoccr o 
casos. caras.. En genera · no - ¡,,

1
,"m· d~ sus carac1~ ri,i,c·.1•. 

' · d solamente en u C: ·~ ~ . r ión sino que estamos mlcresa os. . El bJ·c1ivo dd n:u. , . 
" , d . d nlinamos parametros. o ~. las. que, como s.e rccor ara, eno 
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tr eo. y d e todo lo rc lac io nadt, co n la inferenc ia es tadís tica. es efec tua r juicios 
a cerca de los par."1111etros <le la población. ba sadm; en los es tadís ticos <le la 
muestra. En rea lidad. estos juicios so n pron ós ticos do lados de un cie rto 
g rado <le confia nza . y p ueden se r d e d os tipos seg ún hagan refe renc ia a la es
timación de un parüm c tro, o a la con tra stací t', n de a lg una hipó tes is respecto 
a un pa rámet ro. La es timació n se reali za mediante los estimadores que son 
fórm ulas q ue descr iben un procedimiento para efectuar conje turas acerca del 
va lo r <l e un parümetro determinado de la población; el va lor espec ífico de un 
es timador recibe e l nombre de cs1i111aci,i11. Los juic ios que to rnan la forma de 
co111ras1aci,;11 d e li ipátcsis implica n un s upu es tn previo respec to al valor de un 
p ará metro. Si la info rmació n p roceden tc d e la mu estra p roporcio na evidenc ia 
contraria a la h ipi'itcsis. rec haza1110, es ta últi ma: e n c;1 so cn11trario , la seg uim os 
man teniendo . !'ara la CLlnt rastac ic',n de hip ,·lles is, la ev idencia p roporc ionada 
p o r las observacio nes qu e co ns titu ye n la mue.sira se res ume en un c.Hadístico 
de pr11cha; a travé, de e-t e: últi1110 se llega a una dccí,íi'1n re lati va a la hí p,·lles is. 

La s mues tras proporciona n ínfo r111 aci ,·111 ace rca J e !:.is po hlaci(lnes de las 
qu e p roceden . C ua nd o .se trata ,Je: un p rnblc 111a d e es ti maci c'H1 . esta info rmaci<,n 
se res um e en forma d e un es ti 111:idor, y s i , e trata de la con tra s taciú n de una 
h ipútes is. la info rmación se re, u111 e e n un es ta<líqico de pru c- ha. [11 ambos casos 
utili zamos a lgu na fórmula , aplic;'111d o la a los , ·,llo res ohser\'ado, en la mu es tra . 
Los valo res del es timador y del e,tad ís tico de prueba o btenidos po r es te 
p roced imiento están es trech:11 11 e11te relac ionados. lo c ual result a lúg ic:o si con 
sideramos q ue ambos pwcedcn de la 111í.s111a fu ente de información, es d ecir, 
la mues tra. En ambos ca sos . e l va lo r de un estimad o r o <le un estadístico de 
prueba representa un p ronCis ti co acerca del valor del co rrespondiente par;í
m e tro de la poblac ión . Ahora bien, es evid ent e que difercntcs mu estra s d a rán 
co mo resulta do pron c1st icos difere ntes , a lg unos d e ell os m ;is pri'l .ximos a h \'er
dad (al va lo r rea l del parámetro) que los ot ros. Na turalmente. en la práctica 
sólo disponemos en genera l de una mu estra y, p or tanto. de un solo pronós
tico. pero re :; ulta mu y importan te ~a ber qué o tros pronós ticos p odríam os haber 
obtenido si hubiésemos dispuesto de disti11ta s mu es tras. Si todas las muestras 
posibles conducen a p ronósticos que en todo ca so están próxi m os a la ve rdad, 
cua lquiera de e ll os r esu lta rá d e fiar. Po r o tra parte, si todas la s mu es tra s p osi
bles producen pro nós ticos que difieren ampliamcnt..,e, sólo algunos de ellos es
tarán cerca de la verdad y no pod remos confiar mucho en ning uno por sepa 
rado. E l tercero de los casos extremos ;¡ue se pueden presentar ocurre cua ndo 
todos los pronósticos p osibles son similares pero están alejados del valor real 
del parámetro. 

I.J Dí.\trihucioncs mucstralcs 
1 

' :"
1
rr,1fo anterior sugiere que la forma de saber en qué medida se puede 

- i " en un pronóstico consiste en conocer la conducta de todos los que se 
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p,~ic.1.en ,Qibtc,r,iq .íl p;;i.r,t,i.r <;le 1to<;l,1 s l,1 s m1,1c~~ras p os i,b.lcs. P odemos .imaginar que 
s,e .v~,r¡ ,Q1b,ten,ic,1¡_do ,r;i¡ 1,1 es,Lr;;i s , ,un ;;t ,qi c1t,,·;1~ ,i¡lc .o,Lri;i. y s1 ue pa.ra cada UJJa de eJlas 
~-e ,C\lk,t,1:I;¡. _e¡ va¡lr)r ~e Ja supo,ic,i.0n l/lO{ c,icmpJo . b estimac iúo de ,un paráme
U.Q ,qe l,a po.b)aciún ). ,orden:im;lo)as .C!J fonna de una ,d istrihucit'Jn . Si w vié se
mos .l/n númcm infini.to d e m1,1 cs lr:J s . ja d is.ribución result a nt e se d enomi n:.iría 
rf.mrih.I1r .ió1¡ 11111c.1.1r.al . Considérese, p or e jemplo . el problema de es timar la ren ta 
f;¡mi)i 4r ni c•J i:¡. en 1.os f: stat).os 1 !nidos dura n te un aiio d eterminado. a p:.i rtir 
¡j e un¡ 111ues1ra ¡je 100 familia s. Una d e la s posibilidad es co nsiste en calcular 
la rcrH;¡. fa111ili ;1r media d e la mu estra y usa rla como cs1i111ac iún J e la media 
¡je la pnhla c i<HJ . Natural111 cnt c . podríam os utili1ar c,>111 0 es timador la moda, 
J;i mediana, y cu,d qui er o tra 11 1cdid,1. S1 1po ng;1111os qu e esti111a111os la medi a d e la 
pob!acj(')J] LIJili 7a mlo 1,, 111 cdia de la l!lu cstra y quere mos saber en qué m edida 
podel]¡os confi<1r en e, tc estimador. l lna for lll a d e sabe rlo consist iría en obte
ner µn núm ero jr¡fin il o de 1111.lC '> Jras de este tip c, . c.d cu la nd o el .val o r de la 
m ec!ja de qda ur, ;:¡ c!e e llas y orclcnando estos valores e n forma de di s tribu ción . 
P bsérn.:sc llpe. pese a ~¡uc la población de Indas las fan1ilia s d e los Es tados 
IJ nicJos ¡;s J.llH po hl1ció n fipita. el pú111cro de nrncs¡ra s qLr c se pueden cx trnc r 
¡je cs¡a po blaci ó n e~ iflfini¡q s i ~¡:id ;i fan1ili;:¡ ¡i ene l,1 pus ibij jd,,cl de ;:¡ parecer 
!!íl f:ad<J pn.J qe I.Js n1q cs¡r,¡ s. F.ste p ruccdi¡njen lo d e ¡¡Hres¡p.:o se d c110111ina 
m11qfr, ·o ro1 ¡ r rpnsici1ín. l~s¡qq i; q¡d o j;¡ di str ihucj c', n mu cst ra l rc st1ltantc, cono 
¡:crj;¡mos por ,oniplcto l.i co nd11c ta posible de r,qestro pron t'>"lico. S i e n rc;1-
licJ ,1cl conoci ér.i n1os de a ntem,1no l,1, carncte rh ticas d e la po blac ió n. es te cjcr
¡:jcio se rvi rí a p,1ra ¡¡mpliar nu estro co noci mi en to rc, pcc to a h1 rc lac ii'1 n entre 
la media de l,1 mu est ra y la de j¡¡ poblaci<'1n , y c, te co noc imi e nt o pod ría se r 
utili7ado e n o tras ocasiones e n la s qu e nos viésemos limitad os a di spone r d e una 
sola muestra . 

Si rnda familia que aparece en la mu estra est.'t selecc ionada a l aza r, no po
d emos sa be r d e a ntcm::ino cu:tl es su renta y, p or ta nto , e n es te caso. la renta 
famil ia r es una variabl e aleatoria. Adc mús, la re nt a 111 /'diu o bt enida en una 
mues tra tambié n L'S una va ria ble aleatoria. Ello sig nifica que la di stri buc ió n 
mu es tra! el e la media de la mu es tra (ba <ada e n un número infinito de mues

.tras) es en n.:;ilidad una di stribuc i<'>n d e probab ilidad. E s ta distribució n puede 
; se r di scre ta o co ntinm seg ún la va riable de la po blac ió n sea una variable 

disc reta o co ntinua; en nuestrt) e jemplo, la di st ribuc ió n muestra! es continua 
po rqu e la renta es una va ria ble continua . N a turalmente. es ta id ea es comple
ta mente gene ral : 1111a distrih11ci<Í11 11111,·stral es 11na di.1 trib11á,í11 de probabilidad 
de 1111 csrimador o de 1111 cstw/Í.l'rico de pri1<·ha. 

Result;i evidente que bs mues tras d e di stinto tamaño propo rc io na n distinta 
cuantía de info rmación respecto a la po blación de la que p roceden . Por tantc•. 
los estimado res que utili zan toda la información contenida en una muc,1ra. ) 
sr.: basan en mucs1ras de distinto tamaño, poseerán un grado dislin1,, d, f,~. 
hilidad. A fin de evitar los efcc1os de los distintos tamaüos muc~1r« k ' " t-,: 

·· 1a calidad de un cs1imador, \odas las dislribucioncs mueslrnks , .: r,f .. , .. , 

·-"-·---~-- -~·~·~--- -·-·-~--:.~- ----.~ .!...::._~.._ 

HJTRO DUCr!ON A Ll . 
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,_1..:m¡~rc a mu estra s d el mi smo l,un:1 110. Lo, 
LJni ,rno d e la muestra se , · J · . .. 
d . . · cstu 1ari a Ira vés 

1slnbu cio 11 es mu cstralcs 

" 
cf ec to s ·' , J· . · · 

- u1.: ª" v..inacwncs en el 
d e la CO/lljJaracio' n d d . · e 1stJntas 

Su¡ 1n11g~imos ou c: c, t~mos ,·s tuJ ·. ú 1 
· 1. ' · , 1.J ll o a ¡J, fl ·- · · 

p osiuks d e una va ri.Jb lc: X' (j lt>r .·, 1 ' > au Llfl d e lL,dos los va lo res - ¡ · t.: ¡unp o h , r ·11ta · (· T 
a110 y LjUc nos inte resa estinnr t.1,1 . . '. . . L s ,1m1 •are, en un d e ter lllinado 

-d. ¡ . .. ' (>,ilarn e tn, O ,1, ,r .·, 1 Ol L ,a ¡. ';ira est rma r este JXJ r·ini ·t · .
1
. · ' lJ t.: lllp '- ' · la renta falllili ·ir 

J. . · . ' l: 1 O , UlT 1/ 'tfll <lS Lfll , · . ¡ · · · ' a te1111111o lrn.!la corri ·nt' o· ' . . ., . . t.: Sl,ll lsl ll'(J llllJ L'Stral o F n 
( b · ' . ' " · es un e , t1111 :1dor d , O . . · · 
o tcmdo a partrr de una n , .. d, . . " , y <1 11 v, tlor co nc reto de 8 

.·· . lUt: Stla d CTlll111ad ;J) . . , · .. 
convcnuon co rrr cute cnn si ·t, , ·1· es uru c: s t1111 ac10 11 el e O. (Una 

, . . · se u1 ut1 ll ar letra s ., .· , ,, . . . . 
m etr os d e b po blaci,úi )' . . . . . · c

11"~ª" para d rsc rihJr In, ¡n rá-
·11 . . ""ª' 1111., r11a s ktns " .· . ., .. , ' 

11 te , . etc .. pa ra rd,·r ir., c ·1 In . . 1· .,· , . " 1 lt.: '° ,IS u,n acento circunfl e¡·o 
. · ' S t.: , ITll,lu ll re s r ' S j ) , ·t . ) s· v ' 

cunt11111a (como en el ca so ¡ , /· . , . . _e el 11 , 1, . .. 1 "' t: s una variable 
t , d · l" ,¡ re nta (;11ndnr¡ I· ., · .1 . . 
en ra_ una ;,ip;1ric:ncia similar a la Je J. .. ·• · .. .'1 L rstrr i uu ,> n mu e.stra l d ..: Ó 

ha ,c:ua lado a nt erio r!ll entc C' t(J ' . l . J11,u ihu cion Je I;¡ l1 g ura I. 1. Com o se 
d . d ' ·' " " en rea 1d ·1d . ¡· · . . 

a . y como este tipo d e d1\t ··h .· ' una e is tr1hu c1o n J e probabili-
,. 1 . 11 ll CJOnes 11 0 s·• d ,f · · · j 

n.:s u t;¡ p osible en es te , , . " " lllJra ia s ta él ca ¡i itulo 3 
. . .. o m c: 111 0 es tudia r d e fo · . · . . · no 

n1ucs1ralcs. Sin embargo se jl ll 'd, . , d J ma n g urosa la s distnbucioncs 
íll " C ·¡ . ¡ · ' e e c:nk¡¡ er m 1c¡o r ,¡ , . . . 

" s r,1 Si, de momi.:1110 Jo co .·d " rnnccpto de di stribuci ón · .. 1 . • ns1 cr;1mos co mo " . d . . . b .. 
c1as 1e a11vas ¡;¡¡ Jc¡iJ¡¡da .1 ¡ia r¡ · d . ..na 1stn uc1o n de frccuen. 

·¡·, ' ' ir e un numero · r· · 1 es " ca so, <fo muc.s frn sl E J· f' . IJl 111110 ( e obsi.:rvacioncs (en 
den a lo largo del ek ·¡ ,o; ,1 ig ur,i 1- 1, las frec uenci.1s relativas de Ó se mi-

/(0) 

Figura 1-l 

Un procedim ie nto raz ,:i n ·, [i l" 
' · u ' Y gener·il111, t · ·¡ 

un pro nós tico con s i,., tc e n valor;1r h .. ,.· I· ," n e ut1 , para juzgar la ca lidad de 
obtenerlo . Su po nga mos, po r ejem ~ c,t ic :IL d i.' ] procedir11ierno Clllpk;1do para 
c,1nt1dad el.; ti e lllpo considenbl'• !)I o, qdu ~ un ho n¡ hre que ha dcJicado una 
¡¡ un 1i · ' d ' " " cs tu JO d e h s e · . .. d 

. ipo ro mo con su esposa e¡ . ' · ' 11 rcr .is e Ca b;,illos acude 
n1.11c'rn - · ue es tota lm ent e ie 
t . , ,, y supongamos que en la prim ,.. , . . - norant e e n C.'> t..; tipo de 
/ . Dll c' lllra , que SU m ar ido ]a pi e rd ' C~l carrera . la CS!)O.'>a acierta Cn <; IJ a pues
, • , _, r1. 1rnentc ]¡¡ conclu sión d e que cÍo . p,1rt_1r .J e este hec ho , no obtenemos 

· ·r.,I , . d, s p ronost1 cos de 1¡¡ es . . 
• , e que en la pró xima ca , , · · po.sa son m e¡ores · ,¡,·, ·11 ·¡· rn.:ra tenemos t¡ue ap ·t· 

. · ' .1. al conclusi(·>n . · ¡ . 0 5 .ir por el mismo 
,., r ' 1111.1,i,.,n fe.'> d,'cir nn ~ou o ~e puede alcanzar después de obtener 

' ') r numcro de ob~.:1Y1cio n , ·) ,, 
' c.s )' uC LjUC el 
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«sistema» de la esposa haya producido ma yo res beneficios (o m eno res pérd idas) 
que el de su marido. Lógica mente, s i sólo se permite una apuesta -la de la 
primera ca rrera-, el pron ós ti co de la esposa es m ejor s in disc us ión , ya que 
pr odujo un benefic io mientras que el ma rido o btuvo un a pérdida, pero es to 
es un ca so especial de muy poco inte rés. En gene ral, e l resu ltado de cua lqui er 
pronóst ico concreto se co nsid era de poco inte rés; lo rea lmente impo rtan te es 
con qué frecuenc ia un procedi mien to d ete rminad o produce ma los resultados, 
y con qué frec uencia los produce bu enos. E n otras palabras, debernos conocer 
los resultados de una gran ca ntidad de pronósticos , todos ellos basados en el 
mi smo p rocedimiento. Esta es preci sam ente la información que proporcionan 
las distribuc io nes mucs tral cs. Pa ra com parar la ca lidad de los pronós ticos. 
se com paran los res ultad os de los p roced imientos po r medio de los cua les se 
obtuvieron aquéllos. lo cual qu iere d ec ir qu e se comparan sus distribuciones 
mu es tra les. 

1.4 Propiedades de las distrihm·inn• ·s "''-' l'~lralcs 

La di ,c u, i<in ante ri o r no, ,:P 11 -'. , ,1 ·:1 de definir qu é es un bu en 
procedimie nto para efectuar pr, 11 1< · ,. ,,.. 1, , ,, . <1n buen es timador. En o tros 
términos, qu e remos sa her cu~!<-·, ,un lm ra ,gos espec if icos de una dis tri buc ión 
muestra! que nos per111it en ju1gar un de te rmin ado c, tiniador . E n .:1 cap itul o 6 
nos oc upa remos de es te rrnbl cma de manera detallada, pero ahora se pueden 
efec tuar alguna s o bservac iones. Podemos em peza r con e l caso m;',s s imple, 
qui! es e l co rrespo ndi ent e a un e tini :1d or pcrkcto. l.1n estimador perfecto es el 
qu e no 1ie 11e pns ih ilid ad de error. es dec ir, ,1q uc l c uya di , 1ri buci<'1n niucstral está 
co ncen trada to1a l1 ncntc en ua ,n lo punto, y e, tc pun to co incide co n el va lo r 
rea l de l parú mclro que se qui ere e,ti ma r. No es prec iso clc·c ir que los estima
clorc, pe rf.:c tos re, ultan mu y infrecuentes. l In ca so en e l que nns potkmos 
encontrar co n un c., tim adur p t: rkc to es aquel en el cua l no se prod uce. va ri a 
ciún en la po bl aciún. En e l cj,m pl o cor rc,p,rndie.ntc a l nrn c>treo rk la tempe
ratura d e un plato d e sopa a par tir de una cuc ha rad:i, nuc., tra conj t:tura sería 
perfec ta si la t-mpcratma fu e,.,: la mi , 111a en indas las partes del p bto , y usá-

• ramos como c , timad d r la tempera tura de la c uc harada. Normalmen te, esto se 
' podr ía nin,cguir bati end o cui clad osamc nt c la so pa an tes ele probarla . En el 

ejemp lo d e la rc·nta fam ili a r , tendríamos un e'>limador pe rfecto si tudas las 
famili :is tuviesen la m isma renta y us;iramos la m edia el,: un ;1 muestra como 
e'>li 111ac iún de la media de la pohlacit',n. Otro caso q ue pu ede producir csti
m:iciú n pcrfcc la es aqu el en que 13 mu c, lra es de ta ma ,io infinito. Pero dchc 
sciial;irs,: que l:i c .xi slcncia ele cua lquiera de estos dos casos no garantiza por 
sí so lo una estim ac ió n perfec ta; s i se ignora una parle d e la informació n fllU !.'.< 

tral o su totalidad , o se usa erróneamente, podemos equivocarnos. Por cjcmpl,>. 
si nuestro estimador de la renta familiar media no fuese la media de la mu,·, iP 

,. , sino esta última aumentada en un diez por ciento (quizá debido a la cr,·,-n- ·• 

INTR ODUCCIO N A LA IN FERENCIA 
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d,· qu e la gen te tiende a 1 , · . 
13 

s idacl ¡ , ¡ su JcS t llll ,ll sus , cnt ,1s ) 
¡ <.: 1acc r es te a um en to (si . . · s,n que hu biese n!IH!un ·i 

rrec r;_imcn tc ) ,1 ·t · 
1 

· en rc,il,d ;_id la f'Cn l J' , • ncce-
. . . . L es ,niat ll r no seria , f , , "' e 111 r ,caha su< renta s 

n ac,on en la po hl · . ·. . . pe r ce lo a pc , a r de la . , co-
ca -· . . c1c 1on , e rndepcndienlcmcn te d J in L\ 1stenua de va-

. s1 s iem pre, los es timadores no , e lama fío de la mues tra 

~:~o uvna,~:;1~~,/~~1,::n~~rc~u~1i:c parp~ prooxrc,-·nio, ~n c1:c~l~~c~o;_i';o,~~ocol/ ~'i id:o ~o~c c/ª:crtdipa~ 
m os e t · a mue 10 ·1 E IJ · .º n cntarnos con unos res ulta d . . . a e . . o un p lica que dcbcre-
resum, r cnu nc ia nd 1 . os inferiores . y estos últ . . . 
se _. o a g unas prop, eda clcs de 1 - . . 11110s se pueden 
, consideran desea bles E . . os es tima dores que norm · 1 
subyace nte en tres de· r·i· I·" , - n. es.lecl punt o sólo m cncion;iremns 1·1 1·d ·aª hmcn1e 
r ··· . · , . p1 o p1 e ad· - · · L as 1ca 
'.' ' ' a mpl ,n y c bborad,, d e es te tc11/ ' y en .º t~o c:1pi1ulo se CÍc'l'l ua r;i un aná-

d ¡_¡dc, que re,u lt a11 dc, eahks ' n ,ª ·. Our ,:.i l,1 mas cc,noc id :i d e b s pro . 
e.s t11 nado r i . , ,, _ ¡ e: un LS t11n:1dor e s J· ¡ , . · pie-

l . - . n , L,c,dl o es aquel c uya di , 1r ·b . . - a ¡ e: q ue sea 111,1c.,·¡::,"l o _ Un 
a p,U alll ct ro que SC prc· tc ncJe CS ti m- . 1 UCH> n lli Ues tra J ti ene una media i U 
p_ro nos t1 co pc•rfcc to en cada 0ca , it'11t .Jo\ Jn , ~s l11n;_ir.Jor p e rfc·L·to propnrcionag U~/ 
cio11an resultados p crfc·· 1os , . o rni.id,,re, ,n ,c.,~adn s sú lo 
rá ·t' , · ' · en p ro ni erJ,o L O . , . . ~ · · propo r-

n es imac ,oncs en a lounos ca s . - . . . ' c, t,m.idores ,n ,cs!/arlns prod ~· 
valor r.J c l · 0 , os supcri •)1cs y , 11 . , • u,1-

-par¡_¡1nctro. pero los cxc ',o 1, J . . e: o trns ,nk riore, al vc: rr.Jad ·'ro 
una ca nt, dacl · r· · . L ' Y n< efec tos «s, . , , .. L 
1 1 ui 11iJta dc es t,ma cioncs s· J· c1 · - .. e: L•Jm,ic nsa n » ;¡J efec tuar 

c. Jecho r.1 .c que un cs tima ~l,n sea in s· : ~.', d - 1.,tr1buc1t'1 11 11 1uc·,1ra l es simé tr ica 
c,ones pns,blcs es ma,·o r <JtiA ·J . 1 L.\,. .1 r o 1111pl1ca qu e la mi1 acJ de las e 1· , 
a ·1 E . 0 , e va or d ·J p· .- - s una-

e. ~n la f1 gur:1 1-1 'e' rcp rc , e11 1a un · e: _ . .ir:unc trn, y la o lra mita d es infe rior 
es t,maclor continuo¡ D ·b, 1 . . ª sJl u.Ju"n de c's lc 1i¡Jo (e n -,J . . d 

. . · e e: i,1cersc 1, 111 ·a : , e: (aso e un 
nos incJ1ca nada respec to a las :Ji stan~i· ~,<.:, en c J hec ho. de ljUC Ja in scsgar.J cz no 
p .1 r,11nct1 0, apar te dcl he-c ho Je , ue , -a . c1H1 e las cs 111nacioncs y e l va lo r r.Jel ;i~~ cero en to t;_il, Es p -: rfccta ,n c ,; te 1:~~¡'¡~lcrJ~; 1a,11c 1a s (posi ti \'as y ncg:ili\'as) s u-
¡ el nunca u.na estim ación igual a l v· j ¡ ,¡ uc w1 c'.'1n11ador in sco;_f_:ado no o ri

p o e la cs t11na c ión d e la renta fami~i ~r e e pa rame rro. C1nsidérc.sc c1 cjcm-
mues!ra_ Aceptemos ¡ . _. a r m edia a tra vés d e fa d 
1 . a proposJCion -qu , ¡ · · m e 1a d e una 
a. m edia d e la muc,t ra es u . . e: e cm o., rraremos m á s ad cbntc- d. 

cwn y · n cs11mador rn ,.: , ., 1 d e: q ue 
• supo nga mos que la renta ( · ·¡· - .' "' ª é t) e la n¡ ct.Jia de la p o hl 

lares· o b · ,1m1 nr m ediad,¡ b a-
. . • v1amcn1c. b p robabi/'d· J d.' , L a p o !ación es 6573 ,-16 d. -

f.'J:tl.('/11m,,111,: , ·ta ·r 1 ,H L que lllJ:J. Jl)erj' · . o 
O "'.' c1 ra es prá•:1ic;_im e11tc nu/;J . ,a mue.s ira/ proporcio r¡ c 

Ir.;:¡. p ropi eda d Jlll 1 · 
1·/1'cin1¡:'Í( . h· _ r r.ante ,¡uc resulta d esea ble , ¡ . 
, .. I . . I , y acc referencia a la di , ¡· ·. • en ns cst,macJorcs e~ 1~ 

·1 •Jr ik/ na .· · ,.inc,a entre los y ¡ - d . · · " . , , · ,, r,1mc. lro . D c.,gra ciada m • 1 . a o res e/ cs11 mat:/or y el 
L••.nc¡:¡ g,·n ·r;:¡I . . en e, no cx1'le ni d . 
-, ,., .e . m.cn/e 4ceptadJ qu b · nguna cfmi ci,i¡¡ de c f'-
' ., , · JC /c-r;¡ ¡¡¡0 ,; · ·, , e a a rque tod os los . . . . 1 
r " : : r.1/ 11 1c·n1 ·· . ~111.cam cnte los es timado res in sesg:idos _casos. S1n cmh,1rgo, s j 
,. - • ,, ., - _.:i u :pt .:i.d:i; en i::s lc caso u - · _ ' ·_, .51 cx is¡c un.a dcfini ciün 

, :-;;, :, ·::;t,1,~~-sj,'in,r. e~ dcc,ir, aq~d :i>:~,n~~~·;;h:~1~·,:ci1'. ~ e, .ª!Jlld q11e p ose~ 
' . /1 .. , l'íl /;¡ /1gura 1-? ' 1 IJ ' ,, .Ji ( lc'íll! h n -

. ' ·, 1 11111 ,· ·Ir :¡/ es ¡
1 

IÓI O -. ,i: n .: prcscn1;111 ,t. " , ,:; ,,.,.¡., ,.,, e ' '. 
Y i rn;a .J1w1hu1?i, ín mu. 1 . 1 :· . i ciua 

~\ r;.¡ e~ /, <O) . ,\mbo~ 

j 

l 
Ji r 
¡ 

f -

t 
i 
J ¡ 
! 

...,· 
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f (O) 

1) 

Figura 1-2 

. . . , 6 y ·s por tanto, 6 .. , nn yor d1 spérs11111 q u<: ' c. , estim adores so n in sc,uadn. pero J ti ene ' . ·st111no,ir in ,c,uadll cuya 
. . s·" i . . p1!s1hl.: oht.:ncr lllill e ' . ' ·r·,· . t· menos cf1c1cnll' .. 1 ílll 111.: se • . 11 ·1111 > seria un cst1111ador " 1c1cn e 

' la d i: O, es t.: u , . ¡· . s variancia (u .:s.: m.:no r qu e . . . . • ,. do Si no qu eremu~ llll>larno 
d d lo . ,, timad o res 1nsesga s. . h ·e 

entre !a familia e to os .' e. . _ . 
1
· •

1
- cum:cptu de efic ienc ia se a1.: 

1 l·nnd o rcs 1nscsu, ,, "'· "' ' . . . . ·,¡,
0 

y únicamente a os e, 
1 

• · · ' . . · 
1 
Tll' h n:lae1on éll trc sesP 

t ( Ca~O debl.' lll llS LllllSI( (; ' ' d e S 
ambiguo, puesto que i:n ª .'. . de este tipo : el estima or , e . . L · r· 1-3 rep resenta un c;,i so .. variancia . a igura . 

[(O¡ 

o 
Figura 1-3 

[¡(8 1 

1¡10 i 
I 

o 

. . . O, c's sc·,gadu pero su 1 . . • u1n 12.ra n v;n 1a nc1.1 111i c11tr;1s que · 1 l 1 . d is cs-in sesgadu p·~ rn ,en'- ' • _ J. 
1 

rkc ir cua , e ns ' · 
, . . . ·. ¡ .. n cq.: caso no rn '- 111,, . . ¡ , .· 

varian cia e, ma , pi:q 11 cn,1. - . ·1 1 · .. 11 ··111,is 11c"" relat1\11S (es e ec 1r. f . ' t • • 1)1 ' llllS lJ U \. ' S ~ ' · ' 
timado res es ni.i s e 1c1en e. ,1 _ es · 111 '· 11· .. , , · 1, ·,v ,¡ue séiial.1r que la va r1 a11c1a 1 . T n T I 111 él •, te • '. · d ·. Prc,; iu) al s.:sgn \ a ª '·11

" e '· · . I· 1 J. , .. ,l·k · .:n cis,i cu1 11rar10. po ria-
, · · l'\ un ·1 jl1'<1JJ1Cl ,ll ' L, ' ' 1 f ' .. ' n • mín ima no es, en s1 1111 · 11 ', , . , 1 . ·1 v·1ria11c·ia e, . por e e 1n1c10 . 

, tT ·ir ·d l'.una crn1't.1111c cu:,. , L · dis 
mos, s in1plc111ent c, u 

1 11
• ' -. , .· 1 , 11 ·i·i i rn lClrL'illnad;i Jlllí la muestra . a · -

cer,1) indq1c· 11 Jicnlé1111.: 11t c de l.1_ e \h e . , ,d ~ , \e tipn ,.: c,111cc11traria to ta lm cn lc 
.. , .. ¡ d, 1111 «és t1111;1Jn 1 >J " es . . ·¡ 

trihuc10 11 muestra e 1 . . . d ,11. s ·iú to t;dmcn tc 111u11 . . 
· ·n lnr<•o e c·s tim.i · " ' ¡ f 'nc1a en un punto y, sin c1 , "' . . . . · l ' sla propiédad iacc re ere 

· d 1 ¡ , · .. 1hl' es lit cu11.,, .ll,t1c ii, . ·· ¡ -1 de 
01ra prn p1 e ac L ese, e . 

1 
, ,d .J ·i ,¡u, aumenta e tamam 

. . · . ·b . · mucs tra a lll e 1 • '- . . . , . ¡ a lo
s ca mbios en la di

st
r, UL!tlíl · l .

111
,. ,.·

1 
'll di stribuc1un 111u cSlra 

· · . 1 es cnn , is e , · ·' -1 
la mu.:stra . Se dice que un cs t11n ,1c ,In ·d· d ·ro valor d el parámetro cuandn . e 

Ir 'dcdo r de ver ª e d ' t ihu ·i.,-tiend c a co ncentrarse a. e . (' ·t La figura 1-4 presenta las is r . '_ 
tamaiio de la muestra ti ende a 111 m1 o. orrespondicntes a di stintos t;111l,Jll •" ,.. . 1 d' un estimador consistente. c nes muestra es e 

... __ .. _____ _______ . ____ - ·- -

---... ,.,...c. .. .. _ __ ~----·-------· ... ¡~-·--···- -
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- - 11 = 1000 

Vigura l--' 
ó 

d e la 111ue 'ira. ¡\ 111 cd1c.!a que nos 111owrnos cli-sde 1111 ;1 mu es tra d e peq uciio 
ta111a1io hacia u11 a de men o r ta 11 1aiio, s 11cedcn do, co, a s : a) el sc.,go se hace 
n1 :í s p c·q uciio . y h) la s cs ti111 acit111 es c, 1;111 111cr111s d i, pcrs;1s l .a con"slc ncia es 
una p rn picd;i d i1npmtar1 te po rqu ,· 110, ¡.:ara 11ti1,1 quc las e"ti111;ic ioncs mcjPra n 
al ampli:ir el ta rll afio de: b 111u esira . hi c:, tc ca so, sic111prc que sea pn,ibli: au
m enta r él ta111 .1 ií o de la mue, tra, pndre mp, adquirir un mayo r grado dc fiabi
lid:id ga •, la11do m:'t s c 11 11 1ucs 1reo. lnc ltr , " las nbser\':i c ion c; d e la con tabilidJd 
nacin n:11 p11 ,·,.kn h:1cc r, e 111:i s n umcru, a, si se ca lc ubn In, dato, rara )'erilldos d e 1i,: 111 pn n, ,¡, co rtu,. 

La c,1i11 1:1 c ii'J11 tlé illl parün1c1ro a p;1r1i r cié una m11c ., 1ra se: JlllL'dc con1parar 
al ti ro ai bbnco co n fus il. En c<.te pJralcli , 1110. el centro de la diana rcrr,:scn ra 
el verdade ro va lor dél par,imé(ro. Cada disparo rcprcsen1a u11 a estima ci"n 
(muc, lra) co ncre ta, el Ít l\ il é ·· e l estimado r lés dccir, la fú rmula de· es timac ii',n ). 
y la dis1a nc ia ha sta e l hlancn rcprc.•:enra e l ta111;1ii,1 d e la mu eslra . Fn l;1 prüc
tica . nn n11 a l111 e11te s,í lo se di spn 11 c de una 11111,·s ira y, por ta 111 n, ~é J'l léde efec
tuar un a so la cstir11 :1ció 11; e, d ecir -en Csf (' par, d c! i, n10- i'rn ica111 c11 1i: ,e nos 
p crn1i tc éÍéCl11ar 1111 dispi!ro . Sin Clllh:1r.1co, :1 p;1rtir de b cali,L1d d e l fu sil. , e 
puede juzga r la calid;id d e c u;ilqui er di sparo antes d e cfcct11ar J0. E l Í th il se pt!e
d c juzgar scgi'1n s us rc.s ul1ad os réales, e·; d ,·ci r, dcc t11ando 11n gra n 111·Jr11cro de 
disparos con él. o bien exam inandu su cs 1r11c1ura, e l 1i po de 111 ;11 c rial 111ili /.ad o, 
e tcét era . El prin1.:r mét odo equ ivale: a la ob1c:nc1(in e111pírica d e las pro p iedades 
de un est i111adur, mi c111ras qu e é l .<,cg undo corrc,po rHk a su ob1e nc iL1 n Jct>rica. 
Un fu sil in sesga du es aque l qu e ri:a li / :¡ di sparo, L'IJ }<>s i1 11p:1c1"s se diqr ib11ycn 
de forma alea 1oria a lrededo r del centro d e I;¡ dia na . Si c,1111pa ra mos todos los 
fu siles in sesgados, pode mos cons id erar efi c icn1,~ aq1icl cuyos illlpa ctns se ha lla n 
m,is concentrados a lrcd .:dor del centro d él hlanc'n. Por úl!i1110, podemos cnnsi
ikrar que un fu sil es consis tcn1e si la probabilidad de que el impacto del 
di , p;1ro esté a una c ierta di s tancia (pcquéiia) dél Cénlro del hlancn aumenta a 
íll ,: dida que disminuye la dis tancia ent re el tirador y el blanco. Ohs0rvése que 
li Ld ,Jad dé un fu si l se evalúa a partir de su comportamiento repetido (real 
" , , pc r;ido) y no po r un simple disparo. Dando un único disparo, puede ocu-

l 
1: 
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rrir qL1c un fu , il de pm:a p rec isiún efec túe un impa c to di rec to cn el ccn tro dd 
blanro . mi entra s que un ft1 sil cla ra mente superi or y de a lta pn:c isiún pu ede no 
logra rlo. C la ram ent e, es to no alt erará nuestra s conclu sio ne, acerca de la s ca 
lid;1dcs rcspccli\a ,; de los dos fu sil es ,1 menos 4uc tienda a oc urrir rcpc1ida
m.: 111 c· 

H:i sta at¡LIÍ , no hemos rnn, id er;1d o el pro hlc111;! de l;1 rn nst ru cc i.-, n de los 
estimador.:, . Cnn1 n ,;e h<1 ,eiia l;1d n a nterior,ll cnt ,~. un estimad or e , una f, ,rn11il a 
pa r¡¡ generar cs ti111 ai.:i ,>11 c., . Crn1, 1,krc, c. po r ej,·1J1p l11 . la 11 1.:d ia de l;1 mu estra 
i::omo e, tim ador de 1;1 mcdi ;1 d e l:1 pohb c: iún: c11 ..: , te ca , o. b f.-,r111ula requiere 
que to 111 cmns lodo, lm va lo rc, de la 1·;iriahlc nh, nvacl n, en la mu estra . lo , 
~um ern ns y lns d ivida mn, por el 111'n11 ,:ro d ..: o h,c r1·;1c i<>n ,·, . 1111 ;1 11111 <.:s lra co n
cicla da r:1 co nw rc, ullado una e, 11111 ;1ci ,',11 c,ll1cre t;1. l'n c, ta oca , i,'111 . se ha 
elegido la med ia de la 111ue, tra .cn 111n e, ti111 ador de la med ia tk la pob l:i c i,',n, 
m.i, o menos debi do a qu o e ll o pa rece intui1i va 111 c11tc: plau , iblc. y é, tc es. e n 
rcalid ;1d . u1111 de lo , mcd in, para la o ht e1Ki t',n de c, timad o rc, - es dec ir. r cn, a r 
en un a id cJ pbu , ihlc y prohar con e lla- . lo cua l. en e, Lc cn nt cxlo . . , ignifica 
ohtcner la s propicdacl c, de e, tns c, timadnn:s. Otro proced imi ento consiste en 
di señar un .:: , timado r, de-;;1rrolla ndo un:1 r.-ir111ul;1 que sa1i , f;1 ga cierta , condi
cion e,, y a-,eg 11ra ndo a , i que se cumpla n al menos algun,1s de la s propi edades 
que re, ult :1 11 de,eJ hlc, . PPr último, se pu eden 11tili,ar alg11no, princ ipi os que, 
s1 bie n no ga r<1 nti za n d irec ta ment e la o btcnciún de las propicdadcs dcseadas, 
res ult:1n s in cmh;irgo a tra cti vos po r otros mo tivos. En l.i sc·cción ó.2 se a na
li za rá n <k la lladarnentc. 

1,5 Ohtcnciún de distrihucioncs mucstralcs 

El fin princ ipal del an,ilisis a nt erior co nsiqc en e xplica r b cr11ci;d impo r
ta ncia de: l.:i , di st ribuc iones mues tra!cs en la inferenc ia estadística . E l pn ,hl ema 
q11c ap:irccc a co nti1111ac i,'111 e, e l de o btener las cli s trihtll' innes m11cs tra ie, de 
1= ie rt ns cstimad mcs. lo cua l, en genera l. puede h:1ccrsc e xperim ental n tet'1rica 
me11\c. f .. .:i ¡,h1,·1¡cici11 c.r¡,cri111, ·11tq/ se basa en la s i1111!lacii1n : se cre,1 una pn bl .:i
¡:ión qc\er¡ninaq;:i ((1ue. po r ta nto . se conoce to ta lm c11t e) y se ex trae ele e lla un 

."gran númcrn el e muestras a leatorias. Estas muestras nos per miten co nstruir unq 
1 

ctistribuci,'in muestra ! aprox ima da del estim ador que qu crcmos cxa min:ir . E l re-
sultado que o bt enemos es un resultado esr ccíf ico , en el sentid o el e que sólo 
tiene aplicacii,n re, pc·cto a la po bla cit'i n concreta (ca ra cteri zada por unos pará
metros determinados) que e, tamos exa minando , pero no rma lmente co nfiamos 
en que c, tos re sultados se pueden gcncr:1lizar, po r Jo menos en cierta medida 
y esta , generalizacio nes se pueden co ntra star a través ele nuevos cxpcrirnentns 
con poblaciones cuyos pará metros tengan valores distintos. La vhtc11ciú11 1c,;rirn 
de distribuciones muestralcs uliliia la teoría de la probabilidad; en lugar (k 
extraer físicamente un gran número de muestras, como se hace en el c·nf,,q ,,c 

··éllipilrimcntal, es posible conocer lo que ocurriría sin tener que h,1ccrln !'' ·' ' 11
• 

--·- . ·- ··· ··-----------------·--------
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)". I,, c: 11;tl cs una g ran i·c· 111 ·11· 1 () ¡ .. ¡ el nut c ali o 1-rar una g ra n ca ntid íl d / . b 
Jn , ·x . · • . · · Id l cn t,qa J e J· . . ·. , t e tr,1 a 
tr ·; , L. ~e~1111 cnt os nn podcnHi s prod ucir . nun .:' t,011 ,1 _es q ue· es lll; i, prec isa: en 

· · pu1, en la IL'n ria , ca 1111 nu111 ern i f' · 
)id,1d . y . p, lr ú lt ii 11u. pe~~> l~',',c~1~c:11,11a, nc·j;1 r e l co ncept n de in fin¡::, Ir~-~~ i/1111llf~ cc·s-
con cl 11 , I 1111po r1 ·1111 , . · ~ • " 1-lel 11t u cx p,·1,111 c111 ,¡J 1 . , ' e, Lo 1111 .<1·1:1111 ,·111 e a lo l • . 

ple ta mcnt e !!cncn l . . . 1 os ' " llltado , de la o btc nc i.-,n 1. . . . 1uc ou1rrc 
t· . - . ' e,. pn , u menos de l . ¡ , . . u >r 1ca , un com
:i nto. l,1 obtcnc, .->n k 1i ric·;1 d . d . . 1 .n ,o e e 1111 ," )11111t cs hi c· n ddinid . p 

; .1~;~s<l~l.ei1ici,
1
.>11 . c,p,: ri 111 ,·ntal: \ 1 \~::ic: '.''/,'/:~~;,.///.'.' c ~t-r;¡J,:, es d1ra111 cn1 c , ~;;c ri~; 

' . " 1,1 ' ªJdl' co n d h F . 1 ' e s que no s1en1pr , . , 
pli c:ado.s , 1 . . . ' . _- 11 ,¡ ~una ' oc·a, iune, l<1 , . 1 • . . " ,u111os ca-
. / J lc llll c., 1, ., L'<> nou1ni c· lltll ¡·' I . . p10 1/cm,1 , ., on tan L'O lll -

'" '' ,· J c-1, , • · " 11 l,1 s1111¡1h11 · l · · · . ' . e l! L'spc·ua l. , ·., 11 1 . . 1 L L ll C llhl )ÍlCIL'/JIL' -,-. 1 1 
n10J , . " ' p1 u 1J ·111 ·1 · J · .t 1a 

, e l n;'. · Cll lll tl se dc11, , Js 1r,1r,i ;i l e, 111d i;i; I·, , . '..: _,·, 11111:1,·i,·,11 . L'II /;¡ CC<l ll ll /ll c'lria 
I·. ~-n e l p r_" x11 11 , , c ipi tu lc , 11 til i1:i re 111n, .;" . 1~l,1 , 1,, n.:, ,·cu n.,n,i c " , i11111l1 ,i11 .:a , 
.• 1s JS !nh11u " ne, niuestr;1Jc, de d , , : e cll uq uc e \p c· ri11, e111 ;¡ / para n bt , , . 
el n1 0 11 vn p;i ra haccr/p a , i ll ll e·, , .' l'> IHJJ :td tlrc, d.: (IS <l l'P r ri c111 c. h1 esi , .c ncr 
de b p ro hahilid ;1d . sin,, . ¡_, d ifiu d1a d para po n.: r en 1 .. ·, ., · .. ·. e L.t , o , 

q ue llll c' st1 · . . p ' L IL;J l 1, ) ' ) ' ' S 
ma yo r Jll c'did ;1 Jlllsi hlc c: ,111 ·/ . " lll lc' nc: ,.,n c's fo111iliar i1ar ·ti kct >'r " "¡ · 
en , . . e Lll ll cc:pt" ,¡ . ¡- .. 

1 
. . ' < en a 

que p1o pn rc1o n;1ndo un cont enid o fí , i . c. l ,, 11' 111c·1,,n IJJ 11t.: , 1r:1l. Confiamos 
;:en_l'.lS, l;i idc•a (Jll cchr;j lllllC/i o lll ;i, c·h .L<1.,,_1_ J,¡ teo r1 a, ;i tr;i1é, de los C\pcrj: 

c~;:;)~\'¡/\'. 11'i~~"~~ .P~~hl_cm,
1
a. co111parit;1;;,\10 ·~~

1

,:
11

~
1
/ ~

1
1~·;:::;~':ª:c'.m'.1s c'I enfoque 

mento, b·· . . . " in ent ,1 r ;i o bten ció n tcó ric;i . ' . , . e npcr1mc111a/; sin 
. ,l.'>IL Os prupo rc 1onad o . I· . . ' " de ben rntrod11cir Jo ·· . . 

s por a tcorn d , I· . b b. . , 1nstru. 
' e ,l p1 0 a d1dad. 

E.IERCICIOS: 

En la npn,ic1·,ín I ¡ · ' e o, principios ¡ .· .· , . 
qu,· el lector posee un en .· . l,Viico, de la 1nfer,·ncia estadi s · 
cort as dt= In, ~icn:icios I nl"L~ml,~Snt~ . a_dccuado dd Jlgehra elt'mct~~:I hemos supuesto 
~upuestn. e, t,rn destin ada, Las preguntas 

a comprob:ir )¡¡ valrdcz de: tal 
1-1. 

M. 

1-.l. 

.... 

Rcpri:s rni<1r 1mífic¡¡ mcn1e 
la s funciones sigwientes : 

14• Y = -r + J. t, 

Hallar x e y : 
. y= ,1;, 

e, lo¡¡ Y = t Jo¡¡ x. 

ax+ /,y = 1,2 

SimpJific;ir /as 
C)(presiones siguientes : 

y • 
X +y= a. 

x• a, _;:,· b. V'x6. 

lfallar If.1 x, en los c~sos siguientes : 

c. ( x/y) - (y/.,:) 

(x - y)/(x + y)° 

a. x, = ¡, b . . r, = 1 + 2i. 
C, X¡ 

·~ 
,.,..;,• 
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1-5. Reso lver la ecuación: x' -- 5., + 6 = O. 

1-6. Halla r e l valor máximo de y sa biendo que : 

Y = 1 + 2x - x 2 • 

1-7. Obtener la primera y segu nda derivadas de y en las ex pres io nes s ig ui c nt es: 

a. y = (x + a) 2
• 

1-8. Suponiendo que x > O e v > O. prn1'a r que 

(x/y + y /x) '.::: 2 . 

a - X 
c. Y= i, - x· 

A lo largo de la cx pn,ic ión se ha .s upuc , tn tambié n que el lec to r está familia r iza
do co n los co nc c: p!os hc'isicos de la estadística dcscriptiva. E n lo~ ejercicios 1-9 a 1- 12 
se de ber:í n poner en pr,icti ca- estos corwcimicntos. (Recuérdese que en e l Apéndice A 
se propo rc, nnan la s noc iones b:is icas del álgebra de sumatori os.) 

1-9. La surna de d ic1. números. x,. x 2 • ... • x ,0 es 60. y la suma de sus cuadrad os 
es 396. H allar los valores siguien tes: 
a. Su m ed ia a r itmética. x. 
b. La dew iac ió n standard (.1·) de x (utilizando como d enominado r 10). 

10 10 

c. ¿ (x, - x) /s. d. 2 2cx, - 5>. 
, . 1 , _ l 

e. La media aritmé t ica de z, sabie ndo qu e z, = x, - (x, -- x)/s. 

1-10. Tra zar un d,:,grama correspondient e a cada una d e b s si guientes d is tribucio
nes de f recuencia s: 
a. La frec uencia es la mi, 111a pa ra tod os In, va lo res de la s va r iables. 
b. La , ·aria1'1c tnma el mi,1110 n lor e n cad:i observación . 
c. La di stanc ia entre la prim era cuartila y la m ed ia na es el doble de la dis

tanc ia entre est:i última y la terce r;; cu a rti la . 
d. [ I valu r el e la desviación s tanda rd es cero. 
e. [I val o r de la media aritmética es infe r ior a l de la moda . 

,. 1-1 t. Suplln f:_as c que quc rt· m o-.; dcte rmin!'lr la c<la d n1 edia de una poblac il)n de in
di v iduPs dctermin .1 da . Supóngase. ademú,. que una cu:irta parle de los indi
viduos ind ica n t:n el censo u n añn m e nos de su verdadera edad, la mitad de 
los indi vidu os propo rcion a n su edad co rrecta. y una cuarta pa rte añaden dos 
años a su verdadera edad . Dete rminar la relación e n tr e la edad media correcta 
y la edad m edia ob tenida a pa rt ir de l censo. 

1-12. Las distribuciones de frecuencias en térmi nos percentua lcs de los salarios mc n· 
sualcs de los obreros in clustr iaks en la Unión Soviét ica du rante los años 19:Q 
y 1934. es dt-cir antes y después de la reforma sa la r ia l d .: 1931-l<J:13. se pre 
sentan en el cuadro 1-3 1• A este respecto, se ha afi rmado que 

-----·--- ----·· 
.. .. -- - ----------------------

INTRODUCCION A LA INFERE NC": IA 
- ESTADISTICA 

« i~h ,aJ:irio'i <.'1Jr,cspo11J il"n tes a 1 
. o•, g rupos ele menores rngresus 

ml'11larn n ,os ma_yorcs aume nt os. y los menores . • cxpe n -
il lo , grupos de ingresos rncJios A aumentos cor respondreron 
f .. - · · · pesar de que Sº r d · 

r; ~~'i:':n~';:r~~~,ss: ;~~;~~s dn1'i
1
s bajosby los sa larios ~eiec~ot: ul~~e ~~i~a 

1
~}~: 

. . e os t ra aJadores de . 
ingresos e levados .» , rngresos m edios y los d e 

Compruébese s i los d a tos 
apoyan esta aiirmación . 

Cuadro 1-3 

Sa lari os 111cnsualcs 
c:11 r11blos l\fo rzu 1929 Octu bre 1934 

M e nos de 30 2.3 
JO 0 .0 a 4'J 15.2 
50 a 6'J 0.6 

23 .6 
70 a 89 2.6 

21.1 
90 a 109 7.9 

15 .0 
110 ;r )29 12. 7 

9.4 
130 a 149 14.3 

5 .8 
150 a 169 1 J.J 

1. 8 
170 a 199 10.6 

200 
4 . 1 i 1. 9 a 249 1.3 

250 a 299 12.0 
0 .4 

300 y l ll tÍS 6.6 
O.O 7. 3 

100.0 100.0 

' - /\ . J\ ga nbegian. «Methods 0 ,- A ¡ 
<r. anu Employces bv thc Amount o¡'~Jsing nn/~ Calcu lating thc D is1r ibu1ion of Work-
1 '::O. ¡, _ :?4 . . ;iges» . rublc11,s uf Cco1101nics. vol. :;, octu bre 
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Capítulo 

Obtención experimental de 
distribuciones muestrales 

2 

La di strihu ci,-,n mu c:s tr ;d de un estilll ado r se pu ,·ck con,ickra r co1110 una dis
tri buciún d e: frcct1<:ncias rc:lativas d e: J"s \'alcm:, Lie l e, iimador. oblcnicla s a 
partir de un núm c: ro infinito de llluc-tras aka to ria ,. toda s cl c: I mi smo tama iío , 
y procc:d cnt cs d e; la mi sllla población. Expc:r imcntalmcntc, lo podemos hacer 
de la forma siguiente: en primer lu ga r. dc:bc mos crear la P'J b!ac i,-, n d,Hitnd ola 
de unas carac terística s determinadas (par.i 111 ctros). A continu aci0n. eleg illl oS 
el par;imetro que queremos es tima r y i::t f(1r111u la para es tima rlo a pa rtir de la 
información propo rc ionada po r la mu estra . D.:: , pués se cx tra,· n un gra n nú
mero de muestras a h:ator ia s de igual ta maño. calculando el valo r de l estimador 
para cada muestra . Por último, se orcl cnan los resu ltad os c- n forma de una 
di stribuci ón de fr ec uenc ias rd1 tivas. Esto nos dará una a prox imac ión J e la 
distribuc ión muestra ] del estim ado r e leg id o, y dec illl os «aprox imación» po rque 
sólo tenemos un númau finito de muestras (aunq ue s.::a g ra nde), 111i entras 
que una distribución mues tra ! autén tica está basa da en un nú111 cro infinito de 
muestras. 

El problema de crea r o simula r una población es generalmente muy senc illo. 
Por otra parte, algunas poblaciones no deben exi stir po r fu erza fí sicamen te pa ra 
que podamos ex traer rnu cstras ele ellas. Un eje mplo de este caso lo constitu ye 
la población de los posibles resultados en cualqu ier mecani smo de azar, como 
por ejemplo la poblac ión de los resulta dos al lanza r una moneda al aire. Su
ponga mos que qu eremos es tim a r la probabilidad de o ht cner ca ra . y usamos 
como estimado r la proporc ión de caras obten idas en JO la nza mientos. En es te 
caso, podemos tomar una moned a con una· pn,ha bili dad dad a de obtener cara 
(por ejemp lo, una moneda perfecta , en cu yo caso es ta probabilidad es una 
mitad). lanza rla treinta veces y anota r el res ultado. Si repetimos e, ta opcra
ci <'m un gra n número de veces, podremos construir una aprox imación razonable 
de la distribución muestra ] de la proporción de caras obtenidas en muestras 
de t.i maiio JO. Es pos ible que para otras po blaciones sea necesario que ex ista 
~n-1 rq, rcsentación material de cada unidad antes de que podamos extraer 
""· , , :r.,, Por ejemplo, la población de las familias de los Estados Unidos se 
; ·.--.!~ rep resentar mediante fichas que contengan la información adecuada, con 
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una ficha para cada Fa milia . En e, te caso. una mu es tra aleato ria d e fam ilias 
vendría ciada po r una mu estra a lea to ria ele las ficha s. 

E n este capítu lo se es tud ia la ob tención expe rim e nta l ele di s tribuc io nes 1~rnes
l1ales en d os casos simples. E n el caso A co nsid era mos la s muestra s ele atri
butos. En pa rticular, estam os inte resad os en e stimar la propo rció n d e indivi
duo s (o resultados , obje tos, cte. ) q ue po seen un atributo d e term inad o . usa nJo 
como estimad o r la propo rci ón obteniJa en la muestra. E n ta l caso. nues tra 
tarea co nsiste e n obtener la distribuc ió n mu ..:; tra l J e este es ti mador. !'ara que 
se vea 111:1s c laro. po d emos ima g inar e l probl ema de l es timar la pwpo rci ú n d e 
individuos que to man caf.: e n una po bla c ió n d e te rminada . Fn e l caso 13 no s 
ocuparemos de l muestreo cr>r rcspo11cli c ntc a una va r iable (no binaria) y nos 
interesará obtener la di s trib111.:i(,n mu es tra ! J e la media d e la mu es tra co mo 
esti mad o r d e !a media d e la poblaciú n . A mo rfo de ilu ~trac ió n, pod e mos pen
sar en u;ia variabk que ind i4ue e l núm e ro d e vis ita s al d enti sta po r adulto y 
año . considerando e l pro b le ma d e es timar e l número medi o de visita s al den
ti sta po r p erso na, co rrespondi ente a la po blac ión. 

Los a spec tos m ecánicos del ex pe rim ento de mues treo que d e bemos rea li za r 
son los mi smos en ambos casos. Tenemos una urna que co ntiene una g ra n 
cantidad ele bo la s con ano ta cio nes di stinta s, que re presentan la s l'nidad cs d e 
la població n. Se agita la urna y se escogen a l a za r un núm ero el e bo las ig ual 
al tama iio de; cablc de la mu..:s tra. Se a no ta e l rc , ultado y se d evue lven la s 
bo las a la urna . repitiénd ose la operac ió n gran núme ro de veces. Como después 
de cada extracc ió n las bo la s se re integra n a la urna y ésta se Z! gi ta a ntes ele 
extraer o t ra muestra, cada mues tra t iene la mi sma probabilidad de se r elegida . 
Sin .embargo, e xiste una pequc iia com plicación po rque nu est ra po bl .1c ió n , aun
que sea grande, es finita y, adcmús. las bo las no se d ev uelven a la urna hasta 
después d e forma r to ta lme nte la mues tra. Es to s ignifica qu e la segunda bo la 
ücne una posi bil idad ele se r elcgiJa ligera mente mayor que la primera . la te r
ce ,a una pos ibilidad mayor qu e la segu nda. etc. ya que . a l ir di sminu yendo el 
lil.Úmero el e bolas en la urna. au menta la pos ibilida d de se r elegida para cada 
una de las que quedan . Pero s i la po bla c ió n es g ra nd e. e l ca mbi o e n las pro
babilida des es tan pequ eño que pu ede d ejarse d e lad o . D ebe seiíalarsc qu e sólo 

; se ¡¡uccle simula r una po blac ió n. represe ntando las unidades a través de bolas 
o , cualq uicr o trn. o bji:10, cuando la, var iable no es co ntinua. Si la po b lación es
tu viese form ada por to cio s lt,s valo res posibles p ..: ncnec icíltes a un intervalo 
clc tcrniinaclo . no . se podría re presentarla po r un conj unto de o bjetos ele ca
r;i¡;tcr. di sc re to . y. en tal. caso, tendríamos que usa r a lgún otro medio de simu
l¡1ci 1> n. liJn , ar,tdacto que dar.ía , buen , re sultado, y permitiría con seg uir una si
JTlU)ació n ra ;:onable de las variables cuyos valores estén en un intervalo finito. 
ser,ía u¡¡ disco con una aguja girando . libremente en torno a su centro. Ex isten 
liilJlbién, otros métodps, y cabe destacar. los basados en calculadoras ckctr;,n,· 

.. . ca¡;, pero en lps casos que se estudian . aquL no . se plantea este problema Y3 q u: 

r¡p , yiil/µ¡nps varjables "°nijr¡µ¡¡~ . 

------·- -···- ~ 

()B T[NCI \/ EXí'r:H/MENTAL O[ D 
. ISTRI BUCIONES MLIE STRAI.ES 

23 
.2.1 Dis trihuciún muestra! de la 

proporci6n de ncicrtos e n la muestra 
Cu n, i,k re mos la propo rc ió n el, . 
1 d c aci e rtos (po r CJ.' lllpl 1 h.: mes ele cafo) ele la mu -s tra . . c.: o , a prop o rció n de be-
• 1 . c.: ' como un e, t ,mado r el - J· ·. 
e n a po blae1ú 11 . Querem o s obtene r b. di st r i . . '-' ,t pro po rc ,o n d e aciertos 
mcd,an! e s uces ivos mu es treos L· b l .". bu c wn )l)Ucs tral d e este es timador 

· d p o ac,on es un ·¡ · 
mero de bolas idén tica s en t el . 1 . . ' urr. a cu nt cn, cnclo gra r1 nú-
.. · o os o, aspec to s cxc ·p to ¡ 1 c1o n concre ta e l 70 el< el · las h 1 . . · . : c.: e co or, y en es ta po bh-

p d . 0 '-' · 0 a s snn roJa s m ,,·ntras qu ¡ 10 r1 0 em os con s ,cl c r:i, que las bo la s ro.. . · · ' e e · 10 son blancas. 
de café) y las ho las blancas rc prcsc ni~~ ~~re:cntan lo_s .ª_cie rto s (los bebedores 
tos con es ta po bhc.: ii",n. e l , J .· s fall os . R ea li cemos cl ,)s c .xpc rimen-

- ' · 1 '-' JJ 1 ,mero de e llos ext ·· 1 J 
mano 4. y e n e l se[! undo 100 , . . . . . 'acmos t O mu cs tra s ele la-

. , · 11111<.:s tras d e t·imuno 16 OI . 
ca so ut,Jí za m os 100 m , t .. . . . · . ' · Jscrvesc que en cada 

11 uc., , as como apruxrnnciú n d . 
e as, y. p o r lo ta nto. los res ulta d el .·' i.: un numero infinito ele 
el . , .· . . ' os co n ten ran errare·· de · . . . 

cscar,1mos. pndr, ;rni os reducir , ·t . ' aprox1 mac1o n. S1 lo 
l e, ns er ro res ampliando el · d 
ra s, pero, p .11,1 nu cst,o s ohJL' t1 v,1s ' i el ., nume ro . e mucs-

1 L g ,a o ue ·1pr · , .·· . 
po r a s 100 mucs t,a , r·,· , ulta s r· ·. p . , ox 1mac1o n proporc ionado 

' u 1c 1cnte a ·a d . ·b · l 
remos la no tacicin síQ uicnte. · ' 1 e,cn ir os res ultados utiliza-

:' .': pro po rc_i•! n de ac_icnos en la poblac ió n ; 
it - p1 o po1c1o n d e ac ie rtos en la muestra (un . 
f = frecu e ncia relativa: estunaclnr de it): 

n = lamafio de la muestra . 

En l~s experimento s, r. to marü lüO valo res 
lra. Observese que en la població n = O 7 . . es decir, uno p;.;ra cada ornes-

' it •. 

EXPERIMENTO A. ! : 100 mues tras de tama· 4 E 
que cada muestra s,ílo puecie dar uno d no . n este caso, n = 4, de modo 
to, un acierto, etc.) . Es tos resultados e entre 5 resultaúo.~ posibles (n ingún acier-

, a pa recen en el cuadro 2. ¡ y la figura 2-1. La 

Cuadro 2-l 

Aciertos 
Frecuencin 

Número Proporción : fe Abso luta• Relativa: I 
o 0.00 
1 0.25 O.O! 

6 0.06 2 o.so 
3 28 0.28 0.75 42 0.42 4 1.00 23 0,23 

100 1.00 

4 z. .... :µ;c; =..,-;,\\§1!.;4;.9; 

í 
¡ 
,¡ 

' 

1 
¡ 
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,y,\tii;n;t ,c,0,\1,1,;iwi\ ,Qe,l cuadro 2-.I ,ind.ica ,las ,f.r.ccuencias que ,proporcionan .una apro· 
<'iÍWí!.C,ÍQ,\l .íl ~i\ ,,J.i~~r,i,b,1,1ció,n ,\nucsv¡i¡I ,'ílue ,r~ote,nc¡le.naos 1b,~1l;i.r. Las ,caracter.ís.ticas 

p,rAr¡,_c}p~\es ,<;!.e ,e~ti\ ,Gl,i~t,r~b1,1ciq,i;i ,m1,1ewa.l so,n 

4 

MA9Í'1, = 2 f.#., = -0,01 x ,O t- ,0.06 x .0.25 + -0.28 x.0.50 
r=r1 + /J.42 x0.75 + 0.23x i.00 = 0 .700 . 

pesv¡q.cilÍíl s¡q. ncj q. rcj = J ± /¡(fi¡ - 0.7)
2 

= 0.2233. 
/ • P 

¡pps~ryesc 9L!C, ~r¡ es)\! c.¡sq. f:o == P. fc 1 == 0.25. fe¡ == O.SO, etc., y / 0
, /

1
, /

1
, etc., 

~~íl \ii~ f r~q.¡,¡icj;¡s r~l<1li:·,1s corresponllicn¡cs.) t::I exa men de la distrihución mues
l[a,\ ~R\ericl'l jnc\ic;¡ f\He sj. hHhi~r;¡mos iililizaclq la propori;:ión de acier tos de la 
mH~S\F\ qc l<\fT1.'\~Q 4 WIT\Q ¡:s\im<1ciÁn ¡.\~ la prr¡iorción ¡.\e aciertos de la pobla· 
~\\S.n hP.\:>iése111os. S\\\:>~S\imaqo, sni<1mrnl!! fS,I<\ \'.l l\ ima en el 35 % de \os casos 
{íl,PI t p,,P.P. t íl,28. == p,35), \<\ 1111 \:ii{:semm sp\l.r\!es.\i!W\QO en el i3 % de \os ca· 
~?.~· r P,\\\:>,j~s~mp,s, ~s\a,~q 11:'W \:H~a. ~\ti ymja¡.\efQ ya\Ar \.\íl 42 % di' las veces. 
f-~\?.~ p,?S~~\1.ll\\~~ ~PXI·. 11,":\\l,(8<\rnrnl~: at1rnllim..\c\íl,s ~mq11e ¡rnes\rn eweriencia ~e 

Pc~~tf \\ \AA mm:s.\f"t~· 

. • 

\H!LllL Q.30 

Q.20 

í\ 10 
Q Q.:lS. Q.50 o.,s \ .00 • 

figllnl l-1 

f:XP\:RIM\:NTO A.2: \00 rn11~~\rns de \amaño \6. Cn esle caso. 11 = \6 y, por 
1an\l'.I, e'li•l~n l'1 rl!sultac\os posibles. i::s1os resLt lladu.\ aparecen en el cuadro 2-l 
v, la fi~11rn ;¡.;¡. \..-4• carac1er\s1ica, princip~le~ d"' la dislíibución muestra\ son 

Figura 2-l 

Media == ~ j¡ff1 = 0.7006 , 
i~ 

Desviación standard== J,lJ.(fi, -0,7006? = 0.1191. 

.~~ 1 QIOt~~· 11 '~\ \~ 
O 0 .2S O.SO 0 .1S 1.00 i 
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{ t )r, , L·r \ L"i t: 4uc. e n t' \ ll' C3"10 .;:. - O ,.. . \ f - ' · '· ü -- · TC 1 = 1 / 1 6 f; -- , 1 1 ( 
'"· '. '-'' rec uenc,as rcbti,as correspondi entes 1. ·l ~~ ~ / '·. _ele., y fo, !, , / ,. etc ., 
rndi.·a una c.:k,:.ida concc· ntr:.ici,ín l · l · . . - - - :) .· -ª dl\ l11huc1on muestra ! obtenida 
.<,il 'IS " 1 1 . - '< :.is cs\1111aclllllc\ alr ·J ·J . d 1 

• tJ <..C ~t'- c s11111a c1011cs ..;e halla n ~n d intc rval . e c..: ~H . L' \';ilor correcto: 
~ un all0 p,llccnlaje esl:Í. . , . • 0 comprend ido ent re O 5 y o 9 

. · lllllY p1ox1111 0 a l padll! ·l r d 1 . . · , , 
mcnl i: a lo q11c <)Currí a c' ll el e .s pcrim ·nt l · . c.: o e a pobbc.:1011 . Conlraria
caso que la población está - e o an c.:rior. b mues tra no sugiere en ningú n 

- <.:Ol!lpucsla lola lm enle de aciertos o Je c~rores. 

Lo5 princ ipaks rcsultaJ<1s· J , e l . . · · ' , te s os c,pe r1111 · nt · , d 
s1gu1entes puntos: 1) en . b _ · ". os '"' puc e n resumir en los 

, . 
1 

ª 111 os ca sos. la 111cd1a d• 1 d ·- 1 ·h ·· 
r<.:s ll la ser pr;it.: ti ca mcnte i~u· 1 . 1 . 1 . "' a is r, uc1on muestra! 
dispers ió n de la di str1 bL1 . .-. ,1 a v.1 o r del p;Lra111.:lro di: la publacii1ll' 11 ) la 

· uon 111u cs tnl ')' , . d. · 
maiio 16 es inkrior a h d' I· J' ' : u' 1 rcspll n IC!llC: a las muestras de ta-
lamaiío 4, y la dc:svia1::i0n ·et_ ,di , ·d1stdr1iJtKlt1n correspond iente a las muestras de 

d 1 
' ,in .ii .: la pnn1cra · 

e a de la segunda · y 111) 1 d' ' b . es aprox1madamen\e la mitad · ª is tri ue1ón muestra! e d. 
tras de tama,10 16 es considera b le t .- . , _o rrcspon icnle a las mues
de tamaño 4. mcn e mas simetnca que la de las muestras 

Cuadrn ¡.z 

Acic r\ os 

Número Proporción: * Absolul~ 

o 0.0000 o 
l 0.0625 o 
]. 0.1250 o 
3 0.1875 o 
4 0.2500 o 
5 O.J 125 1 
6 0.3750 o 
7 0.43 75 1 
8 0.5000 5 
9 0.5625 JO 

JO 0.6250 17 
11 0.6875 21 
12 0 ,7500 20 
13 0.8125 15 
14 0.8750 7 
15 0.9375 3 
16 1.0000 o 

100 

i.t§.t;14t.tP45.W&h$JiS&H9t4A !QQI .-

.. 

Relativa: / 

0.00 
0.00 
0.00 
0 .00 
0.00 
0.01 
0.00 
O.O! 
0.05 
O. JO 
0. 17 
0.21 
0.20 
0. 15 
0.07 
0.03 
0.00 

LOO 
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E stos resultados se ha n o btenido a partir de repetidas muestras procedentes 
de una población dico tómica (es decir, que sólo conti ene dos ti pos de indivi
duos) cuya proporción de acier tos es 0,7. Unicamcntc se han obtenido dos di s
tribuciones mucstrales. co rrespo ndientes a las muest ras de tamaiio 4 y de ta
maño 16, pero. a pesa r del ca rác ter específico de los experimentos. los resulta
dos perm iten claramente realizar a lgunas generalizaciones acerca de la di stri
bución mues tra! de la proporción de ac iertos observados en una muestra (ñ) 
como estimado r de la proporción de ac iertos de la poblac ión (1t). Estas gene
ralizaciones son las s iguientes : 

l. -ft es un estimador insesgaJo de 1t (es decir , la media de la di stribución 
muestra[ de f. es igual a l parámetro de la población 1t). 

2. A m ed ida que aum enta el tama rio de la mues tra, la di stri bución mues
tra ! de -ft se concentra cada vez más a lred edo r de 1t. Ello imp lica que ft · 
es un es1inwJor c,~nsis1en1e de 1t. 

3. Las di stribucio1i-.:s muestraks de -ft basadas en muestras g randes tien
den a ser má s simétricas que las basadas en muestras pequeñas. 

La c uarta generali zac ión resulta menos obvia y presenta un mayor grado d e 
incertid um bre que las o tra s tres, esta ndo re lac io nada co n la generali zación 2; 
como 1·a di spersión (o , su co ntraria, b concentraciún) se mide a través d e la 
d esviaci ,rn s tandard. es d e espera r que ex ista c ie rta re lac ió n entre la va riac ió n 
en el tamaiio de la mues tra y la var iac iún de la desv iacion sta ndard. Si o bser
vamos que, a l a um en ta r c uatro veces el ta ma ii o de la mu estra . 1.i d es viac ión 
standard se ha reducido a la mitad. podémos pensa r q ue se cumple también la 
proposición siguie nte : 

4. La desv iación sLa ndard de la distribuci ón mu estra ! ele -ñ: es inversa mente 
proprocional a la ra íz cuadrada del ta maño de la muestra . 

Es t;i última gcnerali zacii°Jn resulta m~LS arric,gada que: la s otras tres. Po r una 
pa rte , la d.:sv iac ión standa rd co rre , po ndi L,nte a las mu es tras de ta ma ño 16 sólo 
es aproximadamente igua l a la mitad de la de las mues tras de tamaii0 4 ; por 

.; o tra . sú lo pod i.:1 11u s g~ 11 c rali zJr a partir de dos ta 1nailos n1ucs \ra ks (es de .. 
cir, de una so la prnporc iún) . La prim era dificultad se pu ede e li111í11a r utilizando 
más de 100 mu es tras y au mentando así la exac titud , y la segunda rea li zando 
un mayor número de experim entos. 

Quízú se ha ya obse rvado que nuestro e xperimento mues tra! no nos permite 
efectua r ninguna genera lización acerca de la eficiencia de ft. Aunque, desde 
Juego, sería interesa nte ver si existe a lgún otro es timado r insesgado cuya va
riancia sea menor que la de ñ. nuestros experimentos no pueden dar respuesta 
a esta pregunta, ya que sólo se considera un estimador y, por tanto, no se 

... pueden efectuar comparaciones; pero, aunque se considerasen varios csuma-

_______ ______ ,, _______________ ____ _ 
-.. ----- ·-----
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d <'rc·, altérna ti vos en IL1 °ar de uno so lo 1 · 
n 1. 1 - . 1 " • • en e meJn r de los casos los experi-

LII '" muestra es reso lverían ún ic-tJJt ent c e l bl el 
·I· .· · - ' JJro c111a e la , f1·c·1en · r, .1u<1n co 11 la p eq uc na c lase de 1 _ _ . d _ . " c1a en 

. · os es tima o res utili zados 
t" d" ' los e'1 1111ado res (in sesoacJos) como ser1··1 d d - . y no respecto a 

T . " · , e esea r. 
_enemos qu e confia r en qu e la s ge 11 e rali zac io ncs an te rio res se c um 

todos los va lo res d e l parúmetro el e la pobl· .·. · · plen para 
m ue<;tralcs n . E n e l ca pítulo 4 el ,. b . .JC Jl rn 7t, y para todos los tamaños 
1 d . · 1. • • cscu nremos s i e llo oc ur re o no al l , 
a 1s tn ouc1on muestra! rn cd i·iJJt ' u .. d · · . . . , 01 tcner 

' e 11 p1 occ 11111 ento teonco. 

2.2 Dislríhuciún muestra! de la media de la mueslra 

Co nsid e remos a ho ra el pro blcnl'l d b . . . 
media d e I· . . . . e o tener la d 1stn buc1<·, 11 mu estra! de la 

a mu es tra co mo cs t1111 ado r d e h rn ed i· el I· bl .. 
ci i"J n qu e c, iam os si mula nd o e s , · . , , ,1 e a po. acw_n. La p o bla-
cl c una l·i,· rt a rcgic'Jn i::eo••r-'tfi :.; pyo r cdJunp lo. dla de lodo s los i11 d1v1duos adultos 

- - · "' • L , · e;¡ •1 uno e e llos se c·1rac te · 1 
ll1éru d e visi tas a l tknti .\la en un ·11io d e . - . . . . ' .• r1 z.a po r e nú-
pu cs, el núm ero ele vi, ita s al d ·ntiq · IL1n1d1n.i_dd ,J. La var iab le X rcprcscn 1a , 
d. . 1·r· L " r o r in J\, uo adul to en un a ñ A e· e s1mp i ,car la co nstrucl·ii'111 d. I· 11 · .· . o. 111 
to ma r los va lo res o 1 2 

9 
e .i 

110 1 ;_iuon . Su pu J1Jren1<is que X sólo puede 
· · , ... , , Y q ue c-1 d ·1 uno el· ·st J · 1 t igua l p robabilid ·id U n· c1 · t _. 11 .· . ' ' . e c. < s va o res se o 1serva con 

. . a 1' ll UCJ<l ll ele csle ti ' 'b 1 
b11ciú11 1111iform <' Jii cr<' /(1 La JJ bl· . . · _ po n.:c i e e no mbre d e dis1ri-
. · · ' 0 ac1,rn se sunuh mcdi ·rnt , 

tiene un g ra n número de b ~I· _ .d , . , . ' • e una urna que con-
. l '15 1 cntica s e n todos los sentid 

num ero qu e llevan im¡ncsas L.- · tci s n . . . os excep to por el 
. · · · ' umeros so n O ¡ -, 9 1 . 

una carll1d ad ioua l de bo la s con .. 1. d · · ~·--·· · Y a urna contiene . . º · cat ,I uno e estos nume ras E I d 
se propo rc10na una dcscripciún mús ela horada de ·t bl : . n e cua ro 2-3 

Cuadro 2-3 

Valores de 
X 

o 
l 
2 
3 
4 
s 
6 
7 
8 
9 

Frecuencia relativa 
en la poblac ión 

0, J 
0.1 
0.1 
0. J 
O. ! 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 

1.0 

es a p o ac1on. 

Med ia de la pobación: 
., µ = 4 ,5. 

Desviación standard 
de la población: 

<r = 2,8723, 
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Al igual que en el caso A , r ea li za re mo s d e nuevo d o s e xperi m entos mues
tralcs_ E n el prime ro de ellos , e xt rae rem o s 100 muestra s d e ta maño 5 y obten
d remos la distribuc ió n muestra! d e la mrdia d e la muestra . Para o btene r a lg una 
idea respec to a su ef ic ienc ia. o btend re mo s ta m bién la di st ribuc ió n mu estra! 
de un estim ad o r a lte rna ti vo . en este caso la m ediana de la muestra . Po r ta nto , 
cada muestra se ut iliza rá pa ra produc ir d os es timacio nes d e la m edia de la 
població n. 

En el segundo ex per imento , se e xtraerá n 100 muestra s d e ta m a iio 10, ob
teniendo una dis tri b ució n d e la m ed ia d e la muestra. Al ig ua l que. en los ex
perimen to s d el caso A. nos d a remo s po r muy sa ti sfec ho s co n la aproximación a 
infinito p ropo rcio na d a por la s 100 mu c~tras . Para d escribir los resultados se 
utilizará la sigu iente no tac ió n: 

µ = m e.dia d e la po blació n; 
e; = d cwiac ió n s ta nda rd d e la po bla ción; 
{ = ¡nedia d e /a mu es¡ra ; 
X = m ediana de la mues¡r~; 
'¡ = frec ucnc i~ rcla\ iva: J , , , , t 11 1 

'.\ = puna0o ~e \a 11w,est~a, . 

EXP.f ~ IM\:' Nl;~ ~ \ : \9,0, '.1:'ues\~as ~e \~11:1A~,o. 5. ~011 sid,qei:no.s e1s píirneí lu
t a~ 

1 
la ·~i/'\~i,?~.~1

1
0~ .. i;n.u,est, '.ª\ ~~ \a, i;i;i~~i,a; ?i<; \<\ \'\1.Y,CS\F\, \\Y~ ~9,ns\1\l\XI; m1eslío 

tr1 :i.x1~ 0 1?,te~es. '\'.?g1ca_'.'1,e~t': , ª ,Y,n.~y,~ \a, ":ª,Wl:9.lf! ~~ · po¡¡ \ai;i,\9'. l¡a,s 9,l¡,seí".sl.C\OJ,1,es 
ln'di',11(/~'a ~es)' s'ó.'1º P~,e<l t: \º ~:.ª .~ \~,li'?i';'S rnt,7w ,s % <;l, ~. 9, 1:1.s r;r;,,ed;i,;¡i,s <;lt !,a,~ l,'l;l,W:S\ísl,S 
i'i'ó' \ 'e'r'~ /1' géhefa lml, ntc en teros v . po,r \an\<¡)1 't, <¡li~\~11~)il,<;:J,9~ r,i¡,w:s.~r,a.~ si;~a, \l,QA c;ijs,-
11\1 \ L l.lll F,L l lll ,dt, ,1 1,\ , ,, 1l , I " ' · ) , 1·• 1 . lll . ' . 

'i~.ª,df.?, 2,-41 

Valores de 1~ media 
<l e' la rriuesir,( " x'· ' l;r_~C,4~%ia, 

Ir ter_va lp, l14íl!f? r¡¡i;~iR. J\.,Qs Q!¡¡J¡,, ij.cl11 ti Y-<1 ;. /¡ 

915., a, 1,. 499, I¡ l¡ 0 ,01¡ 
11.s, ~. 2.499, ~ 5, 0,05, 
2.5., a, 3,4991 3; 1141 0 ,112• 
31 5., a, 4¡ 499, 4. 3J¡ 0,311 
4¡5., a, 5.499; s, ~!!; 0,28; 
~5. a, M,99, ~. 1¡5; 0,115; 
~5., a, 7,,499, 1¡ 5; o.o~ 
7, 5., '!, %4,9.91 ~ ~ 0,03¡ 
%,,5., l!, ~4:9))) ~ Q¡ 0,QQ¡ 

\~ t .QQJ 

- - - - --- .. ~-- ~-,--.......:...,. _____ _ 
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tribución de frecuencias c uyas cla ses t -: - -
lcls . Natura lmente, pa ra representa r c:sd aran def inidas por interva los Y no por pun-
e¡emplo el centro de ca da . t 

I 
a c lase podem os e legir u 1 . 111 erva o . La dist .b . . _ n va or, como por 

experimen to apa rece en el cuad 2 4 . -_ n uc wn o btenida como resultado del 
ro - y se Ilus tra median te la figura 2-3 . 

Las principales caracterís ticas de esta 

9 

Media== °"' r L., -"x, •-1 

distribución son 

4.60. 

Desviación standa rd =J +, f,(x-, 
L., - 4.60)2 = l.3638. 

, ~ 1 

f 

0 .25 

0 .20 

o. 15 

O.Jo -

o.os 

x 

Lo~ res ultad os indica n qu e tu- 59 % d e -
e; tan comprendidos en el interva lo + 1 ali°s d va lores. es ti ma dos (0,31 + 0.28 = 0,59) 
del las est1mac1ones es tá n comprendidas ;e ef o_r del va lor rea l 4,5, y que el 86 % 
va or. n e interva lo ± 2 a lrededor de d icho 

A continuac ión se prcse t I d ' . . 
Como el !a ma no de la ·_ n a a is tnbuc1ón mues tra ! de 

r · 1estra es un · 
entero. La distri bución . numero impar, la 
de esta d istribución son a pa rece en e l cuadro 2-5. t as 

9 

Media = °"' r ¿_, .11x, = 4.68. •-o 
De,viación J 9 

sta nda rd = ¿ f,(x, _ 4_68)2 
••o 

la mediana de la mues tra. 
mediana será siempre un 
características principales 

1.8758. 

~ 464,&4!!4A>.t;SM{-%. I· ;zg, ~ ;;cu;w.@$@$Jt AAP ~w.w Aij xe Ak #!&f¾ QIUIP.4JJGW.IP .4pa¡¡,n>JOl!_..lil'............_ 
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Cuadro :?.,~ 
(. ., .. , .. . . . . . 

f,\<;_C,\l,e,,:ic;ia 

Hlíl 

- - --

,Q.01 
,Q.01 
f) .01 
f).1<; 
l). _2~ 

fH4 
fl-17 
íl-l 1 
fl .PS 
f).f)2 

J.00 

f. 2 4 A fin de faci litar 
, f' . te en la ,gura · · 

lA Ais\ribllci~n se repr~scnt_a ¡¡r;'. ,ca m:~tnil de la media de la n:iueslra, en esta 
\,1 H•mp<1rncion con la ,l_1stnbuc_1?n :ul figura 2-3 mediante la linea de puntos. 
fiaurn ~t: reprodm:e la d1s1r1buc1on e íl 

I 
0.2S 

0.20 -

0.1 S 

O.to 

o.os 

o 

r--1 __ 
1 1 , n 1 1 ____ J\\ediana de la muestra .X 

\ 1 ___ Med ia de la muestra (x) 

L_ -=~ 
1 1 

r->--J 1 
1 1 
1 1 

r( Le-.__h L-

6 7 8 9i'yi 
2 3 4 

figura 2-4 

. ue tas dos c\istriht1,ianes san muy distintas. y que 
A primera vist<1 rest1\la evidente q ·q titemente más dispersa que la de X-
I 

ele X es mm:ha menos regular Y cons1 ern 
a e\ d c, lc - 10 Los resulta as e 
EXPERIMENTO B'.! : 100 mue~rn\_:e y 1:;;i;~ra 2'. s . Las principal~s caracl< 
e:,¡perimento ~e resumen_ ~n el cua ro 
rísticas de esta distnbuc1an son 

OBHNCION EXPERIMENTAL DE DIS1Rl8UC10NES MUESTRAlES 3l 

7 

Media = 2 J;,"~4 = 451, 
( : ~ 

Cuadro 2-6 

Valores de líl niedi11 
frecµen,cia de la muest_p1: ~ 

Intervalo 

0.5 a 1.499 
l .5 a 2.499 
2.5 n 3.499 
3.5 
4.S 
5,5 
6.5 
7.S 
8.5 

¡¡ 4.•199 
n 5.499 
íl 6.499 
u 7.499 
u 8.499 
a 9.499 

I 
0 .30 

0 .25 

0 .20 

0 .1 5 

O. IO -

o.os .. 

o 

Punto mediu Al>sPhHil 

1 o 
2 l 
3 14 
4 34 
s 32 
6 16 
1 3 
8 o 
9 o 

100 

2345 ,67 8' 

figur:i i-$ 

Relatiy,1 : 

OOQ 
001 
0.14 
0.34 
o.n 
o. 16 
om 
(l.00 
0.00 

1.00 

x 

' 

En .el .caso ij. los r.esu)ta.c/os .e/e ¡¡.lJ es,tros ,expcrimen1os mues tr;,iles se pl!ec/en re
,u mi r (/e la f.orm.;¡. sig1,1i,..:ntc : 1) I;¡. me.<Ji;¡. eje );¡. ,clislri/-lució.n r¡iuesira) _de ¡;¡. medi;¡. 
de la mues/ra ,es .il-pr.oximacl¡¡men/.,c ¡g,u_;¡.¡ ;¡. li/ me)Ji;¡. ,el.e )a po b)ació¡¡ par;¡. /qs do~ 
u ,na,ios m1,1,es.tr;¡.~~ ,cpn~icl.era,cl_os ; 11) /_;¡. .Jis¡iersi9¡¡ ¡;J¡: /;¡. cjis.tri.b.l/ciór¡ mfli:s,tra/ el!! 
4 mcJi;i. Qe l.a m¡.¡._es/r.a ,et.e (;¡.m_;¡.f¡..Q UJ ,e~ inf.eri.or .a /.a lJ,e /;¡.s fll.l/!'!SIPI-S e/e ¡;¡m_¡¡.i¡.Q $1 

¡( 
; t·. 
it 1. 
! í' 
1 ;, 
1 

' ' 7,. 

! ¡ 
' \ 

(' 
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y la variancia de esta última (1.3638 2) es casi el doble de la de la primera (1,04162): 

y 111) la media de la distrihución muestra! de la mediana de la muestra también 
es aproximadamente igual a la media de la población, pero para muestras del mis
mo tamaño su variación es mayor. 

Estos resultados. a unque se basa n en un caso espec ífico. permiten clara
mente efec tua r alguna s generalizaciones: 

l. La media de la muestra. :?. , es un es1i111aJur inscsgadu de la media de 
la poblac ión, 11. 

2. A medida que a um en ta e l ta maño de la mues tra. la distri bución mues
tra! d e X se va conce ntrando cada vez más en to rno a la med ia de la 
población. y, por tanto, X es un estim"'l or ro11si.l'len1<: de i-L-

3. La media na d e la mu estra X es un estimador inscsgado de µ, pero su 
variancia es mayor que la de X y, por ta nto. X es un est imado r ine
ficiente de µ . 

Estas generali zac io nes se deriva n d e forma· inm ediata de los resultados 
principa les de nuestros experimentos, pero la genera lización que se efectúa a 
continuació n resulta menos obvia y algo más arr iesgada. 

4. La desviación sta nda rd de la di stri bución mues tra! de X es inversa-
mente proporc io na l a la ra íz cuadrada del tamaño de la muestra . 

La ge neralización 4 sólo se ve aproxi mada mente confirmada po r nuestro 
experimen to. ya que para ello debemos considerar que 1,3638/ 1,041 6 = 1,3093 
es «aproximada mente igua l» a .,/2 = 1.4142. 

Cuando estudiemos la obtención teór ica de las dis tribuciones muestrales, 
consideraremos nueva mente estas cuatro genera lizaciones y, de momento, las 
ma ntendremos de forma provisional, confiando en p oder confirmarlas o re
chazarlas más adelante, pero a ntes debemos dominar los instrumentos básicos 
de la teoría de la probabilidad y éste es el tema del capítulo 3. 

EJERCICIOS: 

2-1. Utilizando 100 mueqras, construir distribuciones muestrales experimentales de 
la proporción de caras obtenidas en muestras de 4 y 16 lanzamientos de una 
moneda, respec tivamente. Calcula r la media y la desviac ión standard de am · 
bas distribuci ones y comparar los resultados con los obtenidos en el caso A 
de, este ca pítulo . 

2-2. , Cpn una población consistente en los números 1, 2 y 3, en iguales propo< 
ciones, 

--------···----., _. ' 

2-3. 

2-4. 

- -· ---·-··- --~-·--- .... 
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R. 

b. 

f'11nst1uir toda , la, mues tras .bl 
f . ' · r osi es de ta ma - 3 b rccucncia rela tiva de cada · . no , o servando que la 

. muest ra es la nusn E . 'b· . res ultante de la media de 1 
1ª · sen ir la distribución 

d . a muest ra y la d l d ' 
me ias y las desvia ciones standard de r e . a _me _1a na. Ca lcula r las 
esta población se puede as dos d1Stnbuc1 ones . (NOTA . de 
Ef . n ext rae r 27 mu es tr d . - · ec tuar las mismas o¡ . . . as istinta s de tamaño 3) ' · Jerac iones para las . 
parar la razón entre la dcsviaci , ·• mues tras de tamaño 4 . Com-
dia na con la de la med ia y la º: .. st~nda ,d d e la media y la de la me-

me iana obten idas en el apartado A. 
Considérese que · 1 1 . ' si a a nza r tres m onedas i ua le . 
cruz, se obt iene un «ac ierto» Ef . ' t . g s _se obtienen dos caras y una . 
el número de acie rtos. Repe.t1·r cct ua r _I O lanza mirntos de este tipo y anotar 
1 O l . es a rrnsma o . , 

anzam1cntos ca da vez y an ot d .1 . perac1on 100 veces, efectuando 
a n o e numero de ac iertos . 

a. ~-r~se~ta r r la distribución muestra) resultan te 
b. a cu ar a media y la dewiación standa rd .de 

la proporción de aciertos. 
Util iza ndo la tabla de dcwiacioncs 
truir una distribución muestra) . n~rmales aleatorias del Ap.:ndice O 
muestras de tamaño 5 ext 'd emprnca de la media de la muestr~ 

ra i as de una población normal. 

cons
para 

I 

1 
l 
t 

f 

1 

/ 

1 



Probabilidad y distribuciones 
de probabilidad 

_1 _______ ; , 

Capítulo 

3 

l\ :se a qu e e l con ce pto d e probabilidad se utiliw muy a 111 °: nudo e n muchas 
d e la s ra rna s d .: la c i.:ncí:.t y en la , ·ida co tid;a na . se tra ta de un c,,ric,·pl o muy 
dific il , :_, J di 11 ir, \ .lixr,·a ck l cua l c .\istc g r,111 c·,.111t wvcr., ia . \ ·anw ,; a h,1cc r 
111 c 11 c i.-,11 ,k 1,,., p 1111tu , de vi, t;1 m,is i111p,nt ;111t c:, y a indica r la 11a1ur.1kza rk 
dicha s difi c·u lt ,1,k, . s _-g ú11 e! c11í,1 qu ,· dc n11 11ri11:id,, cl,i .--irn. b prn b;,b i!i da d de 
un res u ltad" fa,·,nahk vi ,·11 : d ,1da ¡1nr e l coci ,·11 tc f 11 . en e l qu .: 11 e, c l nú111t.: ro 
de resuliaJns p,,·, ibk, , n111tl' :1n1c·11t c: :.: .-. c luyc11tcs e ig 1.1 :1l r11 c r1 k p ,, .• ihlc :, m ien tras 
qu e f es e l número d e resultad os q11 ,: s,: cc, 11 , id ,: ra n faq,ra bk s. Dns re ,: u lta dos 
son mutua 111 e11tc exc lu ye ntes s i la a¡,aric iú n de uno J e c ll <1 s e li 111i11a la pos ib i
lidad d e que oc urra e l otro: por ejemplo. s i a l la11 1a r 11na 111 01H.:d a a l aire ~;e 
obtiene una cara , n,, se prrcci c o htc11c:r un:i c ru z e n d mi smo l.in1,1111i c· nto . Ad e
más, los resuilados so n «ig u,1 lrne<1te pos ibles,, s i se esp era de antemano que, 
a largo pla zo, cacb resultado oc urrir{¡ con la misma frecuencia. Po r t.:into, al 
la nza r un dado d e se is e.iras (s in truca r). la prnhahilid ad d e o [,tcnc r un 3 es 
1/ /í ya que existen se is rcs ultaJ o , pos ibles y. supo ni end o que el ciad o no esté 
trucado, todos ellos son ig ua lm ente p robabl es. Pa ra ver o tro ejemplo, consi
dérese la probabilidad de obtener do~ caras al bnzar dos monedas insesgadits . 
Los resultados posibles so n 

1 .ª mo neda 

Cara 
Cara 

·ruz 

Cruz 

2. ' mo neda 

Cara 
Cruz 
Cara 

( · 

Cr úz 

Po r ta nto. existen cuatro (no tres) rcsuliados posibles e ig ual 111e ntc proba
~k, . Y la pr()babilidad d ,~ obten er do, car.:i s es, pues, 1/ 4 . Obsérvese que esta 
.l _- f,ni, i.-111 de probabilidad se puede adaptar ta mbi é n mu y facilnr cntc a los casos 
,., ,, , ,n:, ,is Por ejemplo, co nsidérese la esfera de un relo j (s in el mecani smo) con 
" · · un., de la s agujas, qu e puede g irar lib reme nte. E n es te caso, si hacemos 
l ' · L, .,,: uja , ésta puede pararse en un número infinito de puntos. Como los 

36 { 
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rµp¡ os po tiepl' ll ni11gup;1 di111en si,in y. por ta nto. J]U ti clh' ll l,ingi tu d. la pro
h<1l1ilirl ::l( I qe ljl-le la qgµja ,e dctcng,1 cn un punr,i co11crct<) ,:s cerll . Sin cm
p~rgo. cqq¡rariarncn¡c ;¡ jll, p1111tri s. i.:ualquicr i11L crv,Ji ll pu, ee 1111 a 1, ,11gi111d di , 
lÍIH<l ¡je cerp y. C!l cp11 ,

0
n 1e11 ci,1, l:1 proh;1hilidad dc qu e l,1 agu¡:1 ,e det enga 

tll ~I jn\qior de cpall jll!cf° int ervalo es positi va y Sé pt1, 1k cah.: 11 1:,r . La dd ini
~h>íl ~je prpli:1\)ilid a, j ¡pepc i,in,,d :l an tcrinr11Kil lc ,,e: pu.:,k rcf,ir n111l ,1r en tér
rninm µe ]u11gj p1¡jCS (q Vll ll!iJl efl CS, C(C. ) CI] iil ll ' ll" ¡f ..: 1)111/lLl°Cl ,; por cjctllpin , en 
~¡ ¡;;¡ , q ,¡uc a..:c1\1,1111u, Lk 111 epc i, 11 1.ir. l:1 pp ib:1li ilid ;1d ,k q11..: l:1 .ig11ja , e lkl<.:11· 

ga ~nire i.: I 111i11 1-J\O \0 y el rni11LH <l \l es 1/ .1 1J . 
· 1:\ 11s<1 (\<.: \;¡ c.J ..:f i11ici,in cl :°1, ic;1 de pr,i h:1hil id:11I pl:in\ c·:1 dCls i111pn r1 :i n1cs difi-
rnl\ :¡¡\e,. \ .:1 pri111 cr:1 de cll ,h 1ie11c , u ,nig, n en cl hc·-: l1<i de q11 <.: la delinic·i,in 
~lqh.: 11d ..: de 111ml,1 ~rucia! del , 11p11 c... t,i ,k q11 <.: 1" d" s h" r,·, ull ad,i... , un igual
rnentc proh:ihks. Si se nu, prcgu111ara <.:11 :°il es la proh.ibilidad dc uh1 cncr una 
car ,1 cuando l:1 moneda c, 1:1 ,e,!!ada de un mnd o nu espccificad,i. no seriamos 
~ap,1c c, dc dar una rc, p\.1c, 1a . La sc¡! UIHla d ificultad es de 1ipo , i111ilar . Ex is
ten .ilgunns su<.:csos pa ra lns cu;dcs n.:s11lla impn, iblc -a partir dcl co noci
miento ac1ual- obtener l,1, prnhabilid ac.Je s a pri,iri, como por ejemplo, las 
tahl ,1s de 1nurtalida d, las 'ª"'' de pa rticipaci c°, 11 en la fu erza dt.: 1raba jo, las 
va ri:1cio11s:s de la renta. y nn1,h:i s o tr:i s. t\111has dificult.id cs se deben ,ti hecho 
de q,1c \,1 dcf i11 icii111 c\;·1, ica se b:i , a en el an:d isis a prinri y las prubabi lidadcs 
pt,1 epiJ:1'i ¡¡ \rav.:s de \a dcf inic jt',n ch1 sic·a se ll aman a veces «probabilidades 

;\ prio ri>) pa r,\ rc,a\1ar su nall\f ,¡\ez¡¡ ¡céirica . 
f, s posible cvi\ ,\f las d ifi cullades a, nciada s al cnfnque c lú sirn si u1iliza mos 

l!I concepto o hjc/Í\ 'O o J e /rt·r11,·11ci,1 de b prubahi lidad. Esle énfnq u.:: repre
~cnl;:i llll dc, a rrolln 111{1s reciente en la \enria de la pro h:i bilidac.l y ddi nc a las 
probahii .1dadcs co mo los linii1es de la , fr ccuencias rel:ltiva s. cuandn el número 
de obscrv:1cillncs 1iend c a infini \O. Co mu aprü:-. imac it', n de la s probabilidades 
6e pu c'.dcn usa r \;is frec ucnci;1s r..: l:11i,·c1 s cnrr cspn11dicn1.:: s a un grn n núrnero 
de pruebas, y si lanz,11nos muchas veces una mo1wd a in, c,gada observaremos 
que l::i pr0porci,1 11 de caras (e, Lkcir, la fr ecuencia rela1iva) 1i..: nd e a ser cstabk 
y pr,1xi111a a 1/ 2. En cstc enfoque ohje1i vo, las prc,bahilidadcs se cnnsid eran 
dcter111in ;1d,1, c111piricamcn1c y por ello ¡¡ veces se denominan «probabilidades 
posilivas». La dificultad de este cnf<,q ue es su dependencia J e las observacio-

; ne, ; rn1110 no se puede nbservar un 1111111cro infinito . las probabilidades J etcrrni
nadas empírica1m:nte son nccesa ria rncnlc aproximaciones de los valores limi
te. Ona dificultad cxis1en1e es que. en cierta s ocasiones, la frecuencia rela tiva 

pucdc no trnder hacia un valor lin1i1c. 
Un 1crcer enfoque para definir las probabilidades es el que las considera 

¡::rudos de creencia rucio1wl. Esta definición abarca arirmacioncs de carúc1cr 
probabilístico hechas a menudo, a veces e.J e modo implíci10. que no se pu,·,kn 
jusü[icar por medio de las definiciones clC1sica o de fr..:cuencia c.l.:: prob,1bil iJ.1J 
Nos rcf.::rimos a los ca,os en qué no es posible con\ar (o rncdir) lns rc , ull ,

1

•

1
·' ' 

favorables ni los posibks, es decir, las afirmacion..:s como «..:s ca,i , cl! "
1

" ,¡ .. : 
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,t1-,¡1..: 11d \.: r~ el cx; 11ncn d.,. r . -.. .¡,, ·t ' . . 1· i " n,1n,1na » o «es 111u y ¡J111 l,.1!1J, , 4u . 
' · -' , .1 v-.. 1 U, ll rc·s¡Jc ' LA . ¡. · - " nu , e¡ d. . . . , ·J .1 . , 111u crt c Jd . , . 1.1111n, nunca 

... . c., t<,, c:isc>s , t.: ¡iu c·LIL· llt1·11·z,·1r pr, , 1Lk1ll .: i..;, cnn ..:dv» F . una tc,ir ia l · · . , · ·
11 

n11H!uno 
hil 1L_ta_ des a prinri ni ¡h: 11 Sc1r J1.: 11 dd 1111da para o blc.:11cr pr-o ba-
1 1 ¡ en rcpclic io ncs 11 L 1 1.1 i1 ,,bdc, " 11os1aic1ri. a ura cs a fin de con ,<.:g uir pro-

L a di vc r, idad dc enf()qu cs plcJllS. p<.:ro. af,1r t1111 ad ·1111 1.:· 11t ' respecto a la pro ba bilidad p11c·dc d 'J·a r .. · . · .. ' " · ,n1g1na r , ¡ t. e • nos pcr-
p1,1 ct1 c.1. f-11 par!..:. t.: llt1 e"· li ' I). 1 . "a 1Yam ..: 111c p,,c .. 1s Jifi . 1 . 1 s ., " . tL ,i ,1 quc h . 1 . l . . , . cu t,1L ..:s en la 
uc.:, o por c,da un o d~ los cnfn, ucs ' S , ¡H u 1,11il1dad cuncrt.:ta a signada a un 

p<.: rso na rc , pc·ta hk nns c11":iía u'n , . " ª.n,cnudo la 1111 sma . Por cj<.: 111plo, si una 
qu ,_ h pr, ih.thilidad d e.: ,ihl encr e·¡: .. 11\~m~ /d~ qu.: par<.:ce nn rmal. s..: l'Llll , iJ crará 
l,;1hil1<L11l q« c , ,. utilir , F 1 . ~ .1 " ~ ~. s<.:a cual sea la ddinici t111 d 
¡ J ·r· . . . c . .n '" ca sr,s .:n qu .. . · . J e pro• 
., . , ' 1111 , ,.,11 c-1 .,, i,.i ll " n,is lh 111 . e c:~1 , 1c csac u.:rdo (o en il >S que 

C1<'. 11 ,k la l'' " h;,hili.LiJ t,,...,a :l.i e'.~' ;; ' fuc::, t~) .'~ ¡rn.:de u1ili1.ir la i11tc~rprc ta
cuand ,i rc"1ltc, ncc:c , ario. rccucnu,1 . y cslo es lo que haremos 

3.1 Conjuntos " es .. · .) ' Jl,lllOS IIIUl'Stralcs 

Los princip ios d, ¡ . f,' ,· ¡ · e ª t..:o ri a ti c la pr,,bahilidad au mcnlc' por mcdiD d 1 .·. . se pu l'dcn J cs.1rro lla r n1u 
de · bl d b e a sl,l lpl..: ' "''"" clt' cu11iu1111•, Y sea e e_ idll a qu..: la teo ría de en , . . . . [llo p.ircce lambi.:n 
en la estad1suca mod erna y. en cicrt lJll'.ll º'. h,1 ,1dq~111 idn gran popul,trid ad 
co 111.11t110 es una colccc'ón el· 1 . a m1.:d1d.1. 1a 111b1 c.: n en la ccono111 ·~ U 

l 
.. , . t L O 1JC\OS (O m· , b . In. n 

e a 1<1111 c. nte d1fcrenci'a tl is p . ,cm ros. o ek111en1os) d , 1· ·ct . 

1 

' · or eJcmplo · · " m1 os y 
os números l, :! y 1 

1 
• un COIIJUnto puede es tar fo . d . • · , Y o reprcscntarcn ios d , 1• f .· . rma o por " ª nrma s1gu1e111c 

S ={ l,2,3} . 

Nó tese, sin embargo, que un conjuntü dc lns 
representa tambi6n cin<.:o números 1, 2, 2, 3 3 , , se 

S = {1,2,3) • 

ya que sii lo tres de los c·111co r1 . q I um ero'· cst.. d'f . 
Uune e orden en que se esc riben los ~lc1~1;,n .' c rc 11c1ados. Ob.sé rvesc también 

indicca~:~~11\0 se' p'.1cde especificar ya sea c,;~~)r~1c~~n~1cne ninguna importancia. 
o no a él upna r"g l,1 que nos pe rmita decidir si u b .º toe.l os ~us elementos, o 

· or tanto poC.: · · n ° Je to determinad 
L1, familias d l E. .nos unn ginar una rcgla qu d f . o pertenece 
lup r e.le e os :s tados Unidos en un momcn • e . e rna el conjunto de 
t,~ nc . t~ner una li sta completa. Un conj1 to , de tiempo determinado, en 

rungun elemento y Jo expresa mos co1:1: vacro o nulo es el que no con-

S = 0 . 

\. el ckm~nto a pertenece al eonJ·unto S, escribimos 

aes; 
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1 1 l i.\l!l l •• ' 11\ 11 ,, • . 

Pe rtenece a él, escribimos 
ysi no , , i, ~· \, ~ ., L I •. ~, 11 , 1111,, ~ 
~ .' , l I I • 1 \ J • : a $ S . 

ti .¡ \ 

d e \ so n ta mbién rle -?· S, ,es ,HP 
S. todos \os eleme ntos . e ~-'' 1.º . . ,. ,, 1 ..... 1'"·" ,¡; •, 

I ~ \ ' " " '" \ ., 1a s·o u1 cntc "" ·\'L" l·s·,, ·x· presa de I a io rn ~q .. . ,,, .· · 1.:s , .., . , 1 .\ , . , 1 , 1 , · 

1 ., .• •· · ' 1" · ·' . S1 <; :; . ., 
.rnbco,njw¡to e.~;r,icto 

. 5 - 11 2 }LS1 <; ~ - ~ 1 es ,\\\l e I se 
Po r ejemnlo. s i ,S1 = l,J,I 'f . - ,'1, • :¡.'-i1c1,t9 q~e n e;> l\llilrc~e c; \1 v,,: es_ o 
1?· ,, , 1· ·" •,1 't1· ' c~ nú' ·ne 'npr 

1
\o meno, ,\IN '1 .'-,\, , ., · , · ' ' e::, si es c , , ,

1 1 1
1,...11 ... 1r:. 1 · ,... 11 1 1,, 

l · > b 1 ' ,.¡ ~· la forma , 1gu 1c;n,te ~~c1r1\ ,J ,T\.· L 1 \ , , 1 11, , 1 . 1 ,. 1 11 

. 
' 

\\, 2, 3\, S= _S 1 uS~ ~ 
Por e ·cm \o, si S, = la. b, e, 2 1. y. _S2 :na representació n diagran~at1ca 

J p 1 " 3 1. En la figura 3-1 se cfectua I teoría de la probab1hdad = la, b , e, • -· • to importante para a 
de este concepto. El otro concc:p 

---------i 

figura 3-1 

Figura 3-2 

. . -·-···------------------
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. e , <:I , de ,it11 ursccciá11 de co11j11111os . 1La ,intersecc ión .de 1los .conjuntos ·.s, ,y -S2 cC6 

. <:I . ,on¡unto de 1los olcm<.:ntos r1ue 1poll<:mcca n .a .ontbos .,onjuntos ·.s1 ,y ·-s2. ·Si 1llo
,m,1mos \) .a .es te .conjunto ,tunamos 

,Por ojcnw lo . s i S., = ,lu, :b . . e, 2 1. y $ 2 = :111. 2, 31, S = S, rYS2 = ;{2}. 1En na. 
1tig ura 3-2 se ,rqprcscnta gráficamente -es te ,c0ncc,p10. 

B I .álgdbra .ale .c0 njunt0s -está 1basad.ta 011 ,1111 JJ')Ci¡uoño -númoro de ¡postlillados 
¡básicos y .ale 1lcycs. iEslos 1p 0!'lL'J1laal0s ,vndl1i1yon. ,cntrc otras, ~a s 1Vlarna,das 1/cye& 

,<,1sociu.1.i1 :<,1 y .r:r,1.1,N,ll.ll0.1 i .vu . <Co1,1~ick.r,~nsc ~os .c01J,Ílllil1L0• S1• S1, S3, ... , <todos Oos-01,1a,1cs 
,~<>.r.1 ~,libcw¡¡ J,untu~ (J).c -wra .cic:.i11<, u,njw.nt<> :5. E P e!.1-e aso. la pr.0,piedad ,()@ll)~U-ta• 

,~i;v,t ~c,1J¡i¡la ,<;!,llC: 

S, u S 2 = S 2 u S,. 

S,1 n S2 = S2 n S, . 

y 1.a pr.opi .:<fad asociativa indica que: 

(S1 u SJ u S3 

. (S1 n S2) n S3 

S1 u (S2 u S3). 

S1 n (S, , S3) , 

E s ta s propiedades nos permiten ex te nde r las definicio nes de umo n e intersec
ción d e conj un tos a l ca so en qu<.: te ne mos má s d e dos de clios . 

El conjunJo m:is impo rtante en la teo ría de la probabilidad y en la teo ría 
d el mues treo es e l llamad o es¡wcio 11111cstral, y se t ra ta de l conjunto c 11 yos c•le
mcntos represe nta n toJos los n.: sult ad os posibj cs y dife renc i;ido s d <'. un expe
rimento (experimento que se pued e haber rea lizado a 1,ro pó, ito o pu ede hab.c:r 
ocurrido p or ca usa s naturales). Por tanto , c-1 espacio mues tra! correspo ndiente 
al expe rimento de lan zar una m o neda a l · aire consis te en lo s d os e lem entos 
cara . cruz, el espacio muestra! concspondicnte a l experimc r11 0 de lanza r un dado 
consta de seis elemento s. l. 2, 3, 4, 5, 6 . etc. Los espacios mucst ralcs que 
co nstan d e un núm ero finito de elementos (o de un número infinito, pero cuyos 
cimientos se pueden co ntar) s.e deno mina n espacios muestra/es discretos y to
d,,s los demás se llaman conti1111os. D ebe observarse que el espacio muestra! 
c,• rr, , pnndiente a un experimento no es necesa riamente único, es dec ir que dos 
0 ni.i , espacios muestrales distintos pueden refe rirse a un mismo experimento. 
I' •r ej em plo, supóngase que el experimento co nsiste en lanzar dos monedas al 
' '~ l ·n c:.pacio muestra! correspondiente a es te experimen10 es 

!ninguna cara, una cara, dos carasl, 

1. 

J 
.#" 
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y otro espac io mues tra ! es 

!ca ra en amba s monedas, c ruz en a mbas moned as, ca ra en la primera 
y cruz en la seg unda, cruz en la primera y cara en la seg unda!. 

La dife rencia entre e l primer espacio mues tra! y el segund o es que un e leme nto 
del primero (una cara ) se div ide, en el segundo co njunto, en dos elc mcnlos. 
En genera l. resulta desea ble utili za r espac ios mues trales cuyos e lementos no 
·~e pue~cn su,bd ividir_ por úl_timo, ep r clac_iót:i con los espaci~s ¡nuestralcs dis
,c,re,tos, o1bs_érves.e ,9,ye 1/,í/ suc_eso ,es si¡np,lc~ep,te UI) s 1,1,bcol)ju n.to del espacio 
mues tra/ . 
11111 · \ 1 1 

H ,~~!!~!!!/:i.c/.(!!~~s r .co_ri!/l!.n:1~i!111~~ 
~~' esp~c¡C/s 1)1.l/es,lra!cs di s_cre¡os se pu cl/ cn .l/.cfirlir ~on fm.: ionando 1,na li , la 
c~!'.1 p/ cl:~. ~ sHs ck11¡c11 1os /J.l/Cdcn cón1 ,w,c c!e ¡~ 1n is111::i forma . pe ro ta m
~Í~~ · es p?sf p¡c c¡ c,arro ll ar !°irmu!qs ~,ue s i111p lif ic¡i1 cn cs l,¡ ¡¡¡rea , en cspci.: i,d 
~~arqc1 se ¡r,iH ~e HIJ gr.rn r.Hmcrq eje clcqJ<:n Jqs j::s Ja s fóp11µJ ,1s hace n rcfc
ff~C!·( :q 11~!11 e:o cJ ,~ fi! ºf(II U/(1cio¡¡es :i1 romhi1u1c¡o1ws ¡_j e Jqs di s\in tns res 11Jta dns, 
~ ser::11 espn:\q.Jr11c~\C t'¡¡i\cs ¡:;ira I•! (1btenc i~i n \e1íric::i J. c J.i slr ibllCÍ(ln.::s mues
\['\\cs ~t~a:1c\~ f!?,S OC\ IJ)Cn\OS eje \os <\ \\Í\l\\lqs. 

p:i,m¡~\~fCl:~?,S ~íl \1f\\11Cf l\\gq r \q s. pcíl:\l\\:ICÍ0.[1CS f:íl\Cl]l\cmos por ficr/llH

f~CÍ<Í1\ r111a ~gr\l pac¡ó[l eje p \1¡ c\os rn \1íl P.r\Jen 8C\crmin<1clo . y nos inlc resa a b
lfner ~, llllmC\P eje f1 Cf!11\1\q<::iprn:s. Cj\lC SC .pL\eqen (OHllé"\f con los c lcmcn\OS 
gf Híl c::onjYíllP q ctqminqcjo, P.o.r cjemrlo., can ~icl~rcsc e l canjtinla A. 8. C. En 
\?s\e eorijtrn l9 !'!xistep \re~ lipns. pe p.rnmll:icioncs pas ibles, las que tienen un 
1:lemc11tc:i. \11s qe qps ¡:\emrn\os'. y \qs íle m:s. S11 1! n11 mcrnción co111ple1a es la 
§i~11ic1M: . 

\ . j>ern1y¡acio n,es pos \\:ilcs qc mi 1!lcmen10 : ,1, P, C (es d cdr. lrcú 
2. Pcri1w1:1cio.ries p.C\s i\i.lcs ele ~º-~ elcmc n1os.: A8. l.U , AC, Crt , BC. CB 

(es ~\eeir .. se is). 
l Pc rn111 \acioncs posi\Jlcs de IH'~ \'!lemen\os: rtBC, l¾AC. rtCB, CAB. 

fü~,1. C4M (es clecir. S\'!ÍS). 

~ ?.ns iclcremos ahora e l ~so general de un conjunta formada par 11 ele· 
rncn\os ¡,1 , a .... , n 

\. Pcrm\\\ac io nes pas ihll'!s. de 1m elemento :. rt , 8 .... , i . EJ1is1cn abviam.:n· 
¡e n permt11aciancs d i! cs.\c \ipo. 
Pc rnrnlaciones pasibles de ,lo:; clcmon\as: AB. 8A. AC. CA .. ... Al 
ZA , BC, CB, ... , YZ. ZY. La cons\rucción do estas permutacion,, .1 

dos elementos se puedo ver Cllplícitamente do la forma siguiente : 

: 1 
- ---4 ·- 4·-~- -

PROBABILIDAD 
y 01STR1Buc10NES o 

E PROBABILIDAD 

B 

/ 
A--c esto es, 2 x (n _ l) 

~ : 
z 

>este es, ~ x '(h _ 2) 

z . 

Y~z} 
Z , es to es, 2x [1t - tn - J)J 

r es!o es , .íb< tH _ HJ . 
(Las flechas con dos . 
ambos sentidos e d puntas u1dica n que fo s 

, s ccir A " a sociaciones O . 
suma lolal de es ta s · <:-> B representa A 8 c urren en 

p ermutaciones es Y ta mbién BA.) La 

2[(n - 1) + ( 
11 - 2) + . ' . + 2 + l] 

= 2[(" - l) ] ~ n = n(,, - 1). 

Es te res ultado u d 
de fas P_ e e oht ene r~e tan1 bié 

· permutac io nes d n d 11 s i obscn- ·1n1os 
se asocia con los (,;_ l " os elementos cada uno, d e I que en el caso 
e l número lo lal d ) re, tan tes. Com o en to1 1 - os n e lementos 

3. p , . e p er111u1ae i , ·1 ex is ten II el 
<.:rmutac,ones p osi ble d o n1.: s d e be ser n(n - 1) emcntos, 

AZX, ZAX BCA s e tres elementos: ABC B . • 
11(11-J) pern1u·t . . CBA, ... , YZX ZYX E -d. _AC, ADC, DAC 

acwnes b · ' · s ce d - .... , 
rc, t.tnles del eon1'unt op1e111das en 2 se a soc ia coi11rl, _ca( a una J e las 

º· or tanto ¡ os 11-") el , ,. , a s uma to tal . ( - 1em entos 
' ·· lr ia mos se . es n 11-1)(11-2). 
' : > ~, . gu,r con este proceso 

Pod<.>mo~ resumir en I . ' pero las respues tas ya 
e cuadro 3. 1. Si 11 deben resultar 

amamos p 1 . 
" , a numero de 

· * -ttt ,&tsw ..... +Hsk: _ , e 

41 
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· to de n elemen-d . . btcnidos d e un con3un 
permutaciones d e r elementos tstmtos o . es de r elementos del cuadro 
tos, a p\J.rtir de la fórmula para las permutac10n 
3-1 tenemos .P, = n(n - \)(n - 2)· · · (n - r + l) . 

Cuadro 3-1 

Número de elementos 

1 
2 
3 

r 

(n ..: 1) 

n 

Número de permutaciones 

n 
n(n - 1) 
n(n - l)(n - 2) 

n(~ - l)(n - 2) ·. · (n - r + 1) 

n(~ _ l)(n - 2) · · -2 
n(n - 1 )(n - 2) . . . 2 x 1 

d . de la llamada notació n factorial. 
resión por me 10 r· o 

Podemos simplificar _esta exp indica mediante el símbolo ni y se de me com 
El factorial de un numero n se 

n! = n(n - l)(n - 2) ·· ·3 x 2 x l, 

d definir ta mbién t ro positi vo. P o emos 
siendo n cualquier número en e 

01 = 1. 
d' t a las permutaciones se 

S
'1mbolos, la fórmula correspon ien e 

Utilizando estos 
convierte en 

n! 

(3.1) 
.P, = (n - r)!. 

Resulta interesante señalar lo siguiente: 

l. P - ¡ es decir. un conjunto vacío 
r1 o - ' 
forma. b" t y 
Supongamos que tenemos n o 3e os 
el mismo objeto. En este caso 

2. 

ni 
P(k) - -· 

n " - k! 

sólo se puede ordenar de una 

que k de ellos son exac tament e 

(3 .2) 

Por ejemplo, consideremos 

de las cuatn> k :· • ' 
el número de permutacio nes 

,. · de \a palabra POOH: 

_____ ..,. ____________ :s·-ai-lll·Cil:"' --·ri-.. 
-- ·==:m:rm= ... ........ ·y,_c. ~ 
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POOH HPOO 
POHO HOPO 
PHOO HOOP 

P (2) - '.!.! 
' ' - 2! 

OPHO 
OPOH 
OHPO 
OHOP 
OOHP 
OOPH 

Total= 12. 

4 x 3 x2x l 12. 
2 x l 

Este resulta do se puede ex tender a l caso d e n objdos. k de los cuales son igua
les entre ,í. / so n también iguales entre sí y rli<tintos de los k a nteriores, etc ... 
1:.n este ca ~o 

(3.3) 

3. 

n' P"·.r, . . > = --·-· 
" " k ','!," 

Si un co njunto de objetos se puede o rd ena r en m, fo rma s di stintas y 
otro conjun to de o bjeto s se pu ede o rd enar en m 2 fo rinas , el 11t'1mero 
to ta l de permutaci0nes es 111 1 x 111 2. E llo se conoce co n el no mbre d:; 
princ i¡1io 11111/tiplicalivo . .. 

Co mo ejemplo d e este princ ipio . co nsideremos e l número de permutac io nes 
corrc<po ndicntes a los rcstiltados d el exper ime nto de la nzar do s monedas. E n 
este ca so. 111 1 es e l nt'rmcro d e perm utaci o nes correspo ndiente a los resultados 
posibles a l la nzar la primera m o neda (cara y cru z) y es igua l a 2. mientras 
que 111 2 indica los resu ltad os de lan zar la segunda moneda y es también igual 
a 2; por tanto, e l número total de pe rmu taci o nes e s 2 X 2 = 4 . Es to se puede 
comprobar muy facilmcnte: lo s resultados posibles a l lanzar dos mo nedas son 
cara cara . cara cruz. cruz cara, cruz cruz, es d ecir, cua tro en tota l. Como o tro 
ejemplo , consideremos e l núm (' ···) de permutaciones en los resultados obte ni
dos a l lanza r dos dados de seis ca ra s. E n este ca so, m, = 6 y m 2 = 6, o sea 
que el número to ta l es 36. 

Todas la s permutaciuncs co n los mismos elemen to s representa n una combi
n:1ción determinada. Más exacta mente. una co111hi11acicín es un subco njunto 
f,•rrnado por r eleme ntos .- ,J ecc io nad o s de un conju rH o de n e lementos dis
,,~1n, . y sin fijarnos en su orden. Supo nem os que n 2: r . Consideremos el con
,. , ., t'> :A. B . CI . Con los elementos de este conjunto podemos forma r combi
-.,_,. ,n~ , de uno . dos. o tres elementos. E stas combinaciones so n las siguientes. 

C. ,rnhi nacioncs de un elemento: 1 A 1. 181. IC/ (es decir, tres). 
C-. ,nrh inacioncs de dos elementos: !A . Bi. IA. CI. {B. CI 
r: ,:- , l 

··, ' -,n.l(ionc, de tres elementos: lA , B . CI (es decir, una). 

(es decir, 
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Consideremos ahora el caso general de n elementos IA , B. C, .... ZI. 

l. Combinaciones de un elemento: !Al. !BI. ... , \Z! . El número de ellas 

es n. 2. Combinaciones de dos elementos: !A. BI. IA. CI, .. .. \Z. x: .. Pueden 

representarse de la forma siguiente : 

es decir, (11 - 1) 

e 

/ 
B-D es decir, (11 - 2) 

~: 
z 

es decir, l. 

El total es 1 1 
(11 - J) + (11 - 2) + .. ·+ 1 = 211(11 - J) = 2.P2. 

Este resultado puede obtenerse también si nos fija mos en que cada 
combinación de dos letras perm ite obtener dos permutaciones. Por tan· 
to. para obtener el número total de combinaciones de dos letras basta 
con dividir el número total de permutaciones de dos letras por dos. 

3. Combinaciones de tres elementos : IA, B. C\. IA , B. D \. ... , \X, Y, ZI . 
Puesto que cada combinación de tres letras permite obtener 3! = 6 
permutaciones, el total de combinaciones de tres letras es 

! Pa = 11(11 - 1 )(11 - 2) 
6" 31 

.l , . 
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P,'ll riamos scou ir de es ta fo º rma para las comb· . 
mero de elementos ; los resultados se resumen e m~ciones de cualquier nún e cuadro 3-2. El número 

Cuadro 3-2 

Número de 

2 

3 

r 

(n 

" 

elementos 

1) 

Número de combinaciones 

11 

11(11 - 1) 
- -2-

11(11 - 1)(11 - 2) 
3! ·-

11(n - O· . · (n - r + 1) 
r! 

n 

de combina · d . c1ones e r elementos di stint . 
~ ~ntos, sm tener en cuenta el o rden os extra1dos de un conjunto de n ele-
c1on (11) . A partir del cuadro 3-2 p. dse representa generalmente por la nota-

r o emos ver que 

(3.4) 

Obsérvese que 

n! 
(n-r)!r!· 

(~) = 1, 

(:) = 1, 

(;) (n: J 
Uno de los · d . . usos mas conocid os de I f , .< 

,_e combmac1ones es la obtenc·. d I a or?1_ula correspondiente al número 
ws ex · ion e os coef1c b · paos1ones algebra1·cas s· . ientes owmiales Co 'dé 1gu1entes: · ns1 rense 

(a+ b)º = J, 

(a + b)' = a + b, 

(a + b)' = a• + 2ab + b' 
' 

! 
l 
~ 
¡; 

~ .,. 
,, 

i 
1 ' 

f.' µ. 
[ 
r. 
t· ¡ 
i o. 

¡, 
l ' 
1 ¡ 
1 

1 

,_ 
.,. 

':~. 
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(a + b)3 = ª3 + 3a2 b + 3ab
2 + b

3
, 

b)
• • + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b' ' (a+ = a 

etcétera. 

. . os desarrollos reciben el nombre de co_efi-
Los coeficientes numencos de est . . d d r la fórmula correspond1en-

. · ¡ Ob · vese que vienen a os po . , ¡ 
cientes bmom1a es. ~er . drían haber escrito tamb1en en a 
te al número de combinac1ones, ya que se po 

forma 

(a+ b)º = 1, 

(a+ b)1 = (~)a+ C)b, 
(a + W = (~)a2 + (7)ab + (;)b2 

• 

(a + b)3 = (~)a3 + C)a2b + (;)ab2 + (;)b3, 
(a + W = (~)a• + C)a3b + (~)aw + (~)ab3 + (1)b4 

• 

etcétera. 

y en general, 

(a+ W = (~)an + G)an-lb + (;)an-W + · · · +(::)bn (3.5) 

: 
. alcular los coeficientes binomial~s consis· 

Un procedimiento senc1llo para e b e de triángulo de Pascal (figura 3-3). 
te en utilizar Jo que se conoce con el nom r 

1 

1 ,,...1 ............_,,... 1 

1~ / 2-........._3/ 1 
l~/3-........._/'-...,4/ 1 

1-............ /'-.... /
6
"10/ -........._s/ 

S 10 

Figura 3-3 

·-·-·-:.. ::_._ ·~---. ·-- ·-------·-·~ -
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Cad,1 fil:.i empieza co n un 1 y termina co n otro 1: todos los demás números se 
Pht icne n sumando los dos núm eros más próximos en la fila a nterior. 

La fórmula binomial (3.5) facilita la obtención del total de subconjuntos que 
pueden formarse a partir de un conjunto de n elementos. El primer subcon
junto es el conjunto vacío, a continuación tenemos n subconjuntos de un ele
mento cada uno. n(n-1 ) / 2 subconjuntos de dos elementos, y así sucesivamente. 
n total viene dado por la suma 

(~) + (7) + (;) + . .. + (:) · 

Estos su mandos son los cocficicnles binomiales correspondientes a la expansión 
cuando a = 1 y h = I, es decir 

(1 + It (~) + ('i') + G) + . .. + (;)-

Pero, obviamente. 
(I + 1r = 2n. 

Por ta nto, o btenemos el resultad o de que un co_njrmto de n elementos tiene 
2" suhconjuntos. 

3.3 Teoremas básicos de la teoría de la probabilidad 

Consideremos ahora los teoremas básicos de la teoría de la probabilidad. 
Sean A, B , C , ... los sucesos representados por los subconjuntos de un espacio 
muestra! discreto S e indiquemos mediante P(A). P(B). P(C) ... . sus respectivas 
probabilidades. Además, postulamos que 

O ::5 P(A) :5 1 para cada subconjunto A de S. y P(S) = l. 

Teorema l. Si A es el suceso «no A». P(A) = 1 - P(A). 

Confiamos en que esto no requiere mayo r explicación. Si la probabilidad 
de que llueva es 0,40, resulta obvio que la probalJilidad de que no llueva es 
0,60. El teorema 1 se representa en la figura 3-4 . 

• Figura 3-4 

• ·~ .. ~¡¡. 
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Antes de seguir adelant e, debem os efec tuar una dig resión con e l fin de 
aclarar el sentid o de la s a firm acio nes co ndic io na les del tipo «s i .... entonces . . », 
y otras pa recidas, qu e se utili za n a menudo en el lengua je de los teoremas y las 
pruebas. Para efec tuar esta aclaración, dcl,cmos di stinguir di versos tipos de 
condiciones; en especia l, debemos di stingui-r en tre una condi c ió n « necesaria», 
una condic ión «suf ic iente». y una co ndic ión «necesa ri a y sufic iente». Ilustra
remos esta di stinc ión po r medio de dos proposiciones. !' , y l 'i. no idénticas. 
Consideremos, en prim er lugar, una co nd ición sufic i c111e; si P1 es cierta, en
tonces P2 también es cierta. E n ocasiones, esto se expresa seña lando que «P1 

implica P2». En este caso, 1'1 es una condici ún sufici ente de /'2. Por ejemplo, 
P1 puede ser «se r m;:idre» y I' 2 • «ser mujer », y;:i qu e b mat ernidad cs. obv ia
mente, condiciún sufi ciente de pertenenc ia a l sexo fe menino . Otro cj c: 111111 0 pu ,.:
de ser que 1'1 sea la afirma ció n «hoy es ma rte~» y !' , la a firnw ción «ma 1i a na 
e , miérco les». Aho ra, con sideremos una condic ión n ecesaria; si 1'1 no es c ier
ta, 1'2 tampoco es cierta. O, a lte rnati va mente, 1'2 es cie rta sólo si P1 es ci erta. 
Aquí, ? 1 es una co ndiciún necesa ria para 1'2• Po r ejemplo, «ser m ujer» es con
dici ón necesa ria para «se r mad re». Obsérvese que una co ndici ó n suficiente 
pu ede ser o no cond ició n ncccsa 1ia, y a l revés. una co ndic ió n nc:cesar ia put:de 
Q no ser co ndic ión sufic ien te. Un ejemplo de condic ión su fi c iente pero no 
íleccsa¡iq es «ser n1adre » con1 0 ¡:ond ic ió n para «ser mujer» , ya qu e es posi
~le sq mujer siíl ser n1adre. Si invcpinws e l o rclcn ele es t;.i s p roposicio nes , 
~s\:\rlcc ienqq «ser n1ujc r>~ (:orno co11dición parn «ser m;.idrc », o bt enemos una 
co1\clicit'l [I nccc:s;nia p c, <1 nn su(ic icntc , y.1 quo ser rnujc, no hast;i para ser 
nwirc. E ste 11\1 i1no eje mplo ihis1ra 11n:, p rnpicd¡¡d universa l J e la relació n Je 
~u(;ci: -nc ia: si f\ C.'\ cvu,dici<í11 suficin11c para P,. P, f 'X nmdiciií11 ll ffesaria pam 
,\ f'{),f úll in10. \cncmo ~ d caso d e las comlicioncs ueccsarias y rnficirntc.~: s.i 
~:ii;-u,r re l\ . oc1miri\ P,. y s i ocurro P, ocurrirá l\ . E ste tipo Je condic io nes se 
vxp.rcsan media nte la afümaciún «s i y solamrnlc s i». Por ejemplo. «si y so
~ffi';)\1\e s i ti,ny es. 1w1n c,. mafürn<1 será miérco.k, » : es dcdr. el hecho c!c que 
~hoy es naancs» no. es sólo sufic iculc sino también ncc·~sario para que sea 
c ier\o q11e «mañana es. miércoles». 

A k. la.rgo ck: nucs l,a cxpos.kic\n, la afümaciún condicio na l utiliLada más. 
• <11 mc-11,uc\o, sen\ «si f 1, en\o.nces. ll,>>. Ello. ~ig nifica que I \ es ur;1a co ndición s.1,1,-

.. t~ci.c~ic ~~r~ 4'2~ ¡,ero, ~~~cele set o. ~1,,, co.ud iciún ncccsaEi.a. Eb hecho de ,.¡w.1.c esu 
~fü111,aciú-11, ~o. i1;1,ch1y¡¡. 1A clúllS L\L\ 1.<so.ii.\Lw.:1;1.tc si >~ 110, debe ÜHcr¡nclarse coaw, 
~1,,.d:(cacióli\ dt..: q\1.1:; /1\ ,;v::,, cs. coi,ldi,ciót, 1~ccesa, i<\ ¡xua li'2• y so.kuuentc Lm1i.ca q¡u<:. 
~a~;:i, lilllC-> \ro.s ~i,r,ws. 110. imJ¡JOJi\a <bLlC /i\ sea o, oo coli<li.ciim ra.cccsaíia pa.,a. 5'~
SúJp, se \r.i.tr.od.uórJ, di.d1;i. cl.'msulo. CL1a11.dio. k:i. coooii.ci.óm, die a<:cesidlad s.:a. {ck· 
"ªljl;\C par.a J;.i. dii.scu,.si.úu wos\cüo,i;. Co¡¡J¡ .:s\o, dau1;1i;>& po.li Qcrn.i,ffii.udJ:J. In dligncsi0:•11. 
xo~i.c1l.OIO> a\ a~bi.si.s. de ros. ,co,i;co.i,a.s. ltrJ.si.cos. 1k l:Ji p¡¡o.\b¡¡.b,iJ!ida.di. 

1\CMfiu.\a ~ fli eGm:ma í,U)¡i,~kw.>,')¡ ,'\A u lk), = ~A')¡ --lr l"/,¡8) - ~Al n. D,), 

'· 
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probabilidad de A mús la probabilid ad 
)' B ocurran a la vez y se ·¡ . ' _de íJ m enos la probabilidad d 
q • _ 1 · J us tra en la finura 3 5 A I e que A 

uc. rc, tar e el término f'(A n B) ~ . . a suma P(A) + P(B) h 
!rano, contaríamos dos veces d. ·/po rc¡ ~e A y B se superponen y en caso' ay 

1c 10 termino. • con-

49 

Figura 3.5 

Ul'MPLO 1 . - . Cons1úcrcm o, la 
rd al c.~traer un probabilidad de obtener u 
En este caso a carta de una bar,1¡a de 52 carra S , na espada o una figu. 

s. ea A == espada, y B = figura . 

13 
P(A) = - (ya que h · 13 

52 ,.,y e5padas en la baraja), 

12 
P(B) = - (puesto 

52 que la baraja ca 1· n 1ene 12 figuras), 

3 
P(A n B) = 52 (ya que 3 de las f 

iguras son espadas). 
Y por tanto 

P(A V B) =a ~ + 12 3 22 
52 52 - 52 '= 52· 

EJEMPLO 2. ¿Cuál 
un dado? es la prohabilidad de obtener 

un « b o un «2• al la11V1r 

P(" l " V "2 ") - P(" 1 ") - + P(" 2 '') - P(" 1 " ri "2 ") 

1 l 
6 + 6 o 

I" 

/! 
1 ¡f 
¡: 

t 
/;: 

f' 
~ 
# 
/! 
~ 
F. 
" 
g 

' t 
' r, 

í 
i 



P' 
_ .. _ .. _ .. ____ ... _______ _ 

Hábilo !;\e fumar 

f f Totales 

V Q b 11+b 

~e110 
H (: d c+d 

Totílle~ 11 + <= 
b+d N 

. 
' N 

- + b + e + d representa el total de la población. En forma de 
en la que - ª . , , 
probabilidades, la distribuc1on sena 

Hábito de fumar 

f t 
p(V n F) P(V n F) P(V) 

V 
Sexo 

P(H n F) P(H n F) P(H) 
H 

P(F) p(F) 

_ . . __ -· ·- --·------------"",c:•~•~ ~ Jn\t llit,~ '11> ----r r 
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11...,, ,p ruhabilidad cs del ce ntro dc la ta bla . representada s p or medio de intcr
,c·u:,ionc, d c conjuntos, reciben el nombre <le , ,roh11bilidll1ies coniw11as. Por 
-q cmph,. /'(V n /; ) es la probabilidad dc que un individu o ckgido al aT..ar sea 
vMún y fu111 ;1do r, e s decir, que posca la ~ d os carac tcristica s co njunlamcnte. Las 
¡m,h1hilicladcs que aparcccn en la última fila y la última columna de la tabla. 
r.xihcn el no mbre dc ¡,rob11bilidadc.1· m a r¡;i,wfcs, y asi. por cjcmplo, /'(V) es l;i. 

p rnbabilidad lk que el individuo elegido sea varón . sin considerar si es fumador 
o no, l'(I-) es la probahilidad de que sea fumado .-, sin tcne.- en cuenta d sexo, etc. 
Vcamo\ ahora cómo funcio na en ~te e.a so el teo rema aditivo que se ha de
finido anteriormente 

a+b a+é a 
f'(V u F) = l'(V) + f'(F) - l'(V n f,') = -- + -- - - = 

N N N 

a + b+ c d = - - --- - = 1 - - - = 1 - l'(II n F). 
N N 

Es d..:cir , la pro habiliu a d dc que e l inui vidwi e leg id o \ Ca varón, o sea fuma
dor, o amlia , co ,-,as a l:i , cz. es , i111pk111 e11t c igual a 1 menos la prnhahilidad 
do quc sea nrnjc r y no ÍL11lladnr (la única cc1 \c:g0 ri,1 qu e no es t¡\ incluida on 
V u I") IJd mi smo modo, 

/'(V u f) = 1 - /'(// n fl. 
P(ll u l-) = 1 - l'(V n f). 
l'(I I u FJ = 1 - /'( V n ¡. ). 

Supo nga mos ahora que qucn: 1110s , aher la prnhahiliuad de que un indiviuuo 
de un d e term inado sexo sea fu111i1dor (o no fumador), o de qu e un individuo 
que es fumauor sea varún (o muj ..: r) . E , 1as prohabilidau cs se conocen con el 
nombre de prob11hilidadc.1· co11diciu1wclm , y ,e rcprc,c ntan por medio de la ex
presión l'(FJV), leyéndose «r :-ohabiliuad de F co ndicionada a V», etc . Por 
ejemplo, PU:!V) significa que se lrata de un varón y queremos saber la proba
bilidad de que sea fumador. En una población finita, esta probabilidad es, lógi
camente, el total de varones fumadores dividido por el número total de va
rones, y, por tanto, 

Dd nii,mo modo, 

a 
P(FIV) =-

a+ b 

- b . 
P(FJV) =--, 

a+b 

li 
' ! 
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e 
l'(Fll:l) = --. c+a 

- d 
PWll:l) =--d. e+ 

a 
P(V¡F) = --, 

u + e 

e 
P(ll\f:') = --. u + e 

- b 
PWIF) =--. 

b+d 

- <I 

f<Ulfl = h +"' 

fW\n + f(t\~,,.) = t 
f(t u~ t f<t n = 1.. 

_ a:z _ -

c\célcra. 

~\ ~ I\!R,H:~l\\\\ffi~ 'rn (\J.rnl<\ ~~ .pmw.,hilií\ílQCS. . .poctemQs, cs.crihir 

1/ffnn 
4V\n= 

f(f\n = 

f-H' ~ 

ll<f nn 
fW) 

, ~- ... '*•'• -------------------~ ;i!' 

, 

3. 

4. 
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/'(A I/J) y P(B IA) no so n n.::cesa riamente iguales. En rea lidad, estas dos 
probabilidades son iguales si y solamente si P(A) = P(B) ,.e O. 
Cuando escribimos P(A IB) no indicamos con ello ninguna ordenación 
temporal entre A y B, y no importa que B ocurra antes, después. o 
en e l mismo momento que A. 
El teorema de la probabilidad condicionada se puedo; escribir también 
como P(A n B) = P(A IB)[P(B)] y. en consecuencia, a veces recibe el 
nombre de teorema multiplicativo. 

EJEMPLO l. 

3/52 
J'.(figura JespadaJ = --

J 3/ 52 

3 

J/52 J 
/',(cspa.ciJ 'fj~ura) = --- = - . 

' 12 / 52 IZ 

EJEM.PJ.,Q 2. S\\PO.L\gar:i:ios .y,uc J:1.n1am o; ¡,or J05 Ycce, una m,mc:da inscsga.da . 
¿Cuil es ~a ¡Pr.oi;,a,b.i.l.iGl.u¡I .de .g 1.1c d ,e, uJtaJ,, Jd ,t·gunJ,¡ lan zami.entc> sea i.ma 
cara, si e,I .rew,ltado del ,1v,(mer.o J°,ue ,cua ·' Rep,re,entem.0, ¡,.o, C ; d rc:su!1ad.o ,w:b.te
ner cara .ea .~ ,i-.és.iroo ;laozar.nitmto ». ,E.o .e~te .ca so 

J / 2 2 

Consid e.remos este scgttnclo ejemplo ,1;1.l;°l s deuJbJJ111 cntc . ,F,I re , uhado J;IJues
tra que 1la pwbabi,lidad de o btq1cr .ca,r¡¡ C,(I e,I ,cgu1.1d o ,lan z,111.1ic·u,w. s i se ,ha 
obtenido car.1 en .cil pr.i111 c,ro. es ,l ,' 2. 1Pc ro ,é,t ,1 es p rcc i, amct_l.lc 11,1 prob,1bilidad 
de obtener cara en cualquier ,lan zan1ic,nto. inckpc.oclientemente cle Jo que J1a ya 
ocurrido en .a l primero. E n .realidad . ,e r.ia ;1,w y so rprenden te obten er un re , ul
tado di stinto puesto .que. obv ia11.1 c1Jtc. Ja s m o nedas no .tienen mc1nor.ia y. por 
tanto, lo oouu¡cfo en ed primer b1,1zam,icn:io .rc,uJ.ta irrekvantc pa1·a .de,termi
nar lo que :v.a .a .o.w.r.ir ,CJJ d seg und o. Ei ii¡po de , .uccsos en Jos ,c,uaks .el l1cd10 
de que ocun:.a ~oo .de dios no afecta a la p rnbabidid.ad .cid o.ira se denominan 
l11cesos i,ulepe,ulientes. Por tanto, si A .es i11d.epc11diente .de 8, debemos tener 

(3 6) P(A!B) = P(A) . 
(. 

r' decir, la probabil.i.da.d .de A . condiáonad;¡. .a O, 1,% igu;¡.l ;i b probabifüfad 
:ur¡,: ,nal de A . Si 1Jtiliz.;wios fa exprcs~ón de l'{A (B) ql.U! aparcu 1!11 !!l lror!!· 
· u 4 <wn d wp¡,¡csro di! q1J...e P(B) >"' D), 1Jbtenemo~ 

. : ~, 
PlA n B) = P(II) 

PlB) . 

: 
:1 

,, 
{ 
ij : 
11 
J. ¡¡ , 
!I 
¡¡ 
I• 
1¡ 

Ir 
ii ¡ 
!1 ¡¡ 
I! 
¡: 

1

1 
l 
1 

[' J 
~ 
~ 
t 

' ri 

1 
ü 

f 
l 

,. 
' 

.. 
1 , V SU ,@lj:g;.;¡¡f\iJlli!III , • .4.?(UAMI IWJ. t.L4.43Ji$#iJJ.(#J.Qij$liijA.itiAAJl@}¾QU¼.AA . . 
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Si suponemo~. asimismo. que P(A) sé O, podemos escribir de nuevo la ecuació n 

(3 .7) en la forma 

(3 .8) 
P(A n B) = P(B) 

P(A) . 

Pero la parte izquierda de la ecuación (3.8) es precisa mente P(B\A) . o sea que 

P(B\A ) = P(B) . 
(3 .9) 

Es decir, si A es ind ependiente de B. B es ind .::pe ndiente de A. Las ecuaciones 

(3 .7) y (3 .8) nos conducen al s iguiente teorema, de gran importancia: 

Teorema S. (Independencia) Si P(A) sé O y P(lJ) sé O, A y B son indepen

dientes si y solamenre si P(A n B) = P(A) X P(B) . 

En otras palabras. A y B son independientes si y solamente si su probabilidad 
conjun ta es igual a l producto de sus probabilid ades marginales. El teo rema 
se puede extender a fin de abarcar cualquier número de sucesos. Eri parti
cular. A . B . C .... , Z (todos ellos con probabilidad distinta de cero) son inde-

pendientes si y solamente si 

P(A, n B_ ne ... n Z) = P(A) x P(B) x P(C) x . .. x P(Z). 

EW~ ~~<;\ 11° S~Piory~a171os q~ F lí3 nza r¡1 9s dos dados . ¿Cuál es la probabilidad 
~f. ~~!,e~er

1 

~~ . ~~~er,o P,ªr, e.~. 1.JP(). qe ~t¡qs Y. l!íl , n~¡mer.o impar. en. el,. otro? Llama-
m~~ 1f a)

1 

~~cll?, df ~qtf.~7r, '--!n , íJ\l'T!~.f,Q. r¡ar, Y, Q, a) , di: obtener, un , número impar. 
~n .. e.st~ c_a~o .. ~(!'j) ,= 1/2, PN),= 1/ 2, P¡{pn0) ,= )lv'2 X t'/2 = l·/4, 

EJE MPLO 2. ¿Cuál es la
1

. p
1
r,0

1 

_b,a\)i l_i,c/~d. 1 d.~ o.b~c;n~r t~,;s caras al , lanzar tres 

,b¿~s ' L1n~ ' lnonecb? " ·' · 
\\. .._, -. ll ! L.I !1 1' 111• 1\.1! 

P(C, n C2 n C 3) = P(C,) X Plr2) X Pfc;:.'1) ¡= l{f ,X. 1/2:X 1/2 ·= 1/8 . 
/ ' l( t, , f 1 

1 
( 1 / , 1 1, f'TI . , ' t , , 

1 
F, F, 1 

V 1P~V~~\~l ' PSY. ,n,f) , r~I;) • 
1 

H,, •P~H r F) P<tf,r n , t<I01, 
,· ·, / . 1 

1 p 
1 P</.) ' ' 1 1 

A~?,ra bi,en, 
P(II n F) = P(F)-P(V)P(F) = P(F)[l-PW)l = ~F}P(H) 

- ---------_..~ 
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)' 

P(/-/ n f¡ ~ PU{) - P( H n F) = P(H) - P(H)P(F 
- P(l l )[ 1 - P(F)] = P(l-f)P(F) ) 

Por ta nto, la respuesta es afirmati va. 

Quienes no conocen a fondo la teoría de . . 
fundir con frecuenci a la a¡JlicahTd · d d I la probabil1dad. tienden a co n-
a ¡ . ' 1 ª e tco rcnn ad 1t1vo h os sucesos mutuamente -xc l . ' · que ace rcfcrcncia 

f

. <.: , U\ cntcs con la d ·l 1, . . 
se re ierc a los sucesos· i·nde d.. , ' '-' <.:Orcma multtpltcativo que 
· · pen 1cntcs T al f .· · 

tingucn cnlrc P(A u /J) (cs d ec ir la . . , . . con us10 11 se debe a que no dis-
hos a la vez) y /'(A n ll) (, . d. ·. , _p robabtl1dad de que ocurra A. o B . o am

'-' ' <: C1r. la p roba bilidad de que A y B ocurran a la 

P(AnB) 

Figura 3-7 

vez) (ver figura 3-7): Ahora bien, si A y B son mos que mutuamente excluyentes, sabe-

(3 . 10) .P(A n B) = O, 

lo cual se deriva del teorema :1 y se ilus tra en 1 
sean independientes. es a fi gura 3-6. , Para que , A y B preciso que n 

(3 .11) P( A n B) = P(A) x P(B) 

Pero la s ecuaciones e,.¡ O) y (3 11 ) . . 1 P(A) p · · so o pu ede n ser · · . . 
0 

(lJ) (o ambas) so n cero Po. ciertas s ,mult.inc:rn1entc si 
.s,1h1lidad y. p o r ta nto, los succs.os 1111uottra parte. el tco re111a 5 e lim ina esta po-
' v · d · ua mcnte 'XCI · . cz. 

111 
cpcndic ntcs. r t ¡ 1 . . '-' uycntcs no pu eden ser 

111,cnt e iec io res ulta obv io . •I . . • a 
o muc ho menos fo rmal s· A B 111~ uso mcd1 a ntc un razona 

J • · 1 Y so n 1 t · • "~ q~t ocurra uno de ellos elimina la po.sib il/d1aud u~~cnte excluyentes, el hecho 
f,-·. ocurrir A. la p ro babilidad de . "qu_e ocurra el otro. es de

º~·: '',\ :0111 0 sucesos independientes a!1~sl~o:aec~ t e.ro . $111 embargo. se han de
, .... .,~,c ~ll , ,s no afcc1a en f orma alguna a la / ~bq~\~I. dhecho de producirse 
•. . . ,11c. no es el ca so si se trata de . r a i i a del o tro . lo cual. 

. , ' .. ,, el mi'lno razonamiento tambféº~~ suceso; que se excluyen mutua
. . n 1, , n,, pucdcn ser mutuan;entc e I es ev1 ente que Jos sucesos in

xc uycntcs. 

¡r i; 
to.,;~ ... 
!¡ 
'!,. 

·~ 
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3.4 Funciones de prouabilidad y variables aleatorias discretas 

Supongamos que rea lizamos el experimento consistente en lanzar dos mone
das al aire. El espacio muestra! a sociado a este experimento se puede describir 
como S = ICC. CZ. ZC. zz: . Cada elemento de este espacio muestra! corres
ponde a un determinado número de caras (o cruces). Por tanto, tenemos que 

Elementos del 
espacio muestra! 

ce 
cz 
zc 
zz 

Número 
de caras 

2 

u 

De forma alternativa, podemos presenta r esta relación de la forma siguiente : 

Número 
de caras ., 

Elementos del 
espacio mues tra! 

z 7, 

zc;. c;:z 
c;c; 

Resulta bien obvio que el . principio d i! a soc i¡1r l9s el1pw;11t11s . cj¡: un esRacio 
rNucsttal !i· u'na · 1 ca'.raclc'rí siica' ' 'n~rn'c~¡'c..i . se . rucd''r a

0

p1¡ca r, d~ fpr 1qa , general ; a 

cüa!qdl.::~ c'sp:t'é1o ' n{Jdt/dI '.i' ~ sta ' 'ca r';lctcrísti Jd' n,u lll:~ii~~I r¡:cil;ic el I n.01,\bre de 
i'rih'cl~f.2 al/arur/d ',1tycrct~ ,'t? .<':i t'y~/~ i~~f'.i·, '1\;~, i'11,1i,?'., u,~,~' v;q·¡:, ~lq a (qatoria ' dis
dt(_a ·es' u~a· v~~¡áfN~, cu,~:)~ v~,r~s c:,i~~" ª ~_o c ,qc) os a,19,~ e/ljm,cn~QS dq un ,~
p'a\::1b1 mu cs'lt'al. · Una forma colllunmente utili zada par¡i r~pr~, ·,en,t¡p:, las vana-

, 1 , ,• 1 1
1 1 11-1 j .. f J , 1 , ,, J ,¡ : JI I H 1.· :Jl , 1,1 • . I ,,1 1 ¡• 1 · ) j · •. 

b'l <¡'s 'al
0

Jatb_r,1
1
~s C?.l\~1st~ ~n,, en~//ha r I l~~}~~CUl/1~ (p¡9,r,1 c¡s nrn/o .. X0., Ll ,l1,b 7.and~ 

1Jtras -M111bsctlbs /por eii: 111p h:;, . .r) pa ra rcrri: sc nla r sus val¡<:¡r,¡;s cspccihcos: s1 
1 ,1 ' ' ,· ' ' ' ' ' 1 1 ¡ 1.·1 L I I' ( 1,•. 11 ¡ •• ' • ¡ 

estds' va!or~S ,tpa rcccn' en · un ' ci~rl <¡J o.rds n , (pq r , cjcn¡pJo, LI /Ja, Secuc nci ¡¡ . de ob-
, scr \lac ioncs), CstC o r'c.Jcn' SC ind:ca ÍnccJ ianlc un 'subíndice ( X ¡, x,. CtC.). f; n eJ ,e jem

; plo a nte ri or. hemos asoc iac.lo e l número de caras co n los e lementos del espacio 
rtrnc, iral. pero tamb ién hubiésemos podido elegir como carac terística numérica 
l¡i, prnr,o rción , de caras en luga r c.ld número abso luto. Obviamente. tanto una 
<;,l,l!))P, Qtr.ai sor¡ , va,r,ií! /Jlcs alea to rias. 

l¡.Q~ csl?a¡::ios 1))1.JCStpJ~s es tá¡¡, fp rm ¡1dos f?Or. cl~mcntos r,elncionados con. J,,, 
~,:;si¡lf;i,c.lps <;le i¡¡¡, cx17cr,ip¡cn~o. :,:. P,Or. t¡.1ntP, se ¡¡,ucdc asoc iar. una, cierta. li'r,,oa· 
lri)ipfl,t;I¡ 3, ca.o;i, W)P, <;li; lps cl,1¡¡¡:r¡,t,os. Adi:rn.i.s. como c;a.du. v.a,Jpr, de una ,JrU· 

lpJ1<- a,lha,tpr;i¡i, <;11i,sc ~i;t,a, .;st,á. a,so~i;wp, a. 1,u¡p, o, .;¡¡,r,ips. c;lt,:r¡-¡,:;1¡,1.<.Js. d.:li cspaci,, mu, • · 
W\l¡. y!¡!,Q¡ sigi;i,i~i¡;;a, \l¡W;: es Ij'OSi,l¡iJ~ .¡,si;>¡;i;i.i¡ 1m¡¡, 1yi;o1I>;¡.]¡ii,l1:dp,d1_ a. ca.d.i. uno d,.: <. , ': "' 

. xa,\Q.~y!\. ¡;:~ Q~Í~. ~AAYílW,S ~y ;i;:~ÍQÁ~ \J,IIA 'fü~í,¡.lp!,y ¡¡.lt,:ai~•:n;i,¡i, l,l.1,,.;1,1,;~ , ,,ni. • ., . ., 

variable que 
d eterminada 
elemento de.! 
monedas son 
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lo ma dis tintos va lo res cad 
En el ejemplo a nterio; e' a. uno de _ellos con una probabilidad 

. , onsrstente en lan d 
~spacro mu es tra! consta de d zar os monedas cada 
insesgadas, tenernos os sucesos independientes. Si Jas 

P(Z n Z) == P(Z)P(Z) == 1/ 4 
P(Zn C) == P(Z)P(C ) = 1/ 4 
P(C n Z) = P(C)P(Z) == 1/ 4 
P(C n C) = P(C)f'(C) = 1/ 4 

Representemos p o r .r 1 
este número. En e.ele ~- número de caras y po r f(x) la p b b º/ºd 

., t.1~0 podemos escribir ' ro a 'I ad de obtener 

Elcm i:11 1,is del Número de Probahilidad espa cio r11ucstral cara.., : X de x: flx) 
ZL o Z,_ 

,1 
114 

,CZ ,1/ 4 
,CC 

il ¡lj~ 
2 .1 / ,1 

l 
Alternativamente 111 

• ¡po emos ¡presentar tla ,inforrnaoión ante1,ior en ria ,fopma 

X !P(X) 

-O 
( 

2 

a¡4 
a¡2 
i /4 

d 
La dis tribución anterior recibe 

cmos g, ¡· el nombre de f -
. . cnera rzar fácilmente esta 'd uncron de probabil,·d ,,d p 

s1"u1e t I ea con el ¡· w · o-
" ne: m de presentar Ja definición 

Si X es una variable I · 
ri1ym b . ª earona di l'creta 

pro abilidades son f(x ) /( ) . que tomp los valores x 
, , x, •... , f(x,). el conjunto de pares'' Xi, .. . , x", 

.. ' - -,,,,., 

X1 /(x1) 

x. l(x.) 
f,11,ci,;,, ,¡.. />r b b ·¡ · ¡ 

o u I ,, (l{j (o ,li.Hribw;i&.i (4c prohah .,- ' i) _, 
' ' l (\•W,, ,,•1.:X. 

;, 

•l ,, 
!, 
JI 

/1 
I! 
I · 
'I J, 

íl 
r 

1 
r 
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.C,o,r,i,10 .c,ic,1,1¡¡1'.\lo. co_r,is_ic:kn:,1J,1os .ol cxpc,r.imento cor;i~~tentc en fanza.r dos da
.~os. f:p .cs,L_c ,c;1~0 .. ~omc11.ws .co.ri,io ~·aúa1bk .a'1c.i,toúa .cJ .raümc.rn .de puntos -obtc
ílÁ".os_. y ::;.1,1 s ,y;#o,rcs scr;,in 2. 3.. ... P.. Podemos .cor.is,icl cJ·.ir que ed espacio 
¡¡¡¡¡cs¡p¡. j .c.o,:rcspondicntc a cs~c .expcrjmento .esl.á fonna.d.o por todas las per
ffi/.1/~ c~on.cs posibles .d.c l.os .dos .co11j1muis <l e números, dd I a l 6. Según el prin
i:ipi.o nmliipli.cHiYIJ. ,c;,p s p ermu/acio ncs w n 6 x 6 = 36, y cada una de ellas 
iií!ne l;i mi5m~ probabilid ;uJ (suponiendo que los d ados no estén trucados) . La 
di&lril:J¡¡¡:jón dí! prolx1hil idad rcsr,hanlc, correspondien te al número de puntos 
'1bl!mido&, ijlJ pr~&cnla en el n1<1dro 3-3. 

Cuadro 3-3 

X Elcrnen1os llcl cs pílclo muelilral flx) 

2 11 1/ 36 
3 12, 21 2/36 
4 13, 31, 22 3/36 
5 14, 41, 23, 32 4/36 
6 15, 51, 24, 42, 33 5/36 
7 16, 61, 25, 5~ 3t 43 6/36 
8 26, 62, 35, 53, 44 5/36 
9 36, 63, 45, 54 4/36 

10 46, 64, 55 3/36 
11 56, 65 2/36 
12 66 1/36 

Cuando X to ma un Yalo r. por ejemplo .r;. es to representa un s uceso deter
minad o. y f(r,) representa la probabilidad ele este suceso. Como X sólo puede 
tomar un va lor a la vez. la probabilidad ele que el va lor ele X seu x, o X; (x,,.,,x;) 
es la probabilidad el e dos suce, ns que se C.\cluyrn nn1tuarn cnl c y, por tanto, se
gún el teorema 3, es igua l a /(.r ,) + f(xJ Por ejemplo, la probabilidad de que 

,' el número de puntos obtenid os a l la nza r dos dacio ·; sea 4 u 8 es ig ual a 3/ 36 + 
, + 5/ 36 = 2/9. Y, naturalmente, la prohabi liclau de que X tome cualquier valor 

di.11i1110 de x; es 1 - f(x,) como indica e l teo rema I. 
En a lgu nos casos, se qui ere ha llar la probab ilidad de que X tome un valor 

mmor u i¡:11u/ que un número d e terminado. Estas probabilidad es reciben el 
nombre de ¡,rubabilidwfrs arn11111/{l(/as y se representan normalmente por f(ü 
Si Xi, x2, .. . , x,, son los valores de X en orden de magnitud creciente, es decir. ~, 
x1 < x2 < < x,, , la probabilidad acumulada de xk_viene dada por la exprc,i <•o 

k 

(3 .12) F(xk) = f(x 1) + f(x~) + · · · + f( xk) = ¿ f(x,), 
,. 1 

------ ----~l'Cma, __ ...,. ____ rsnlC!!ll~'ll!li1a-.iwaroa•a•~ 
'N~ 
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1 '" \ ;tl ,nc, 110 CO! llprc ndidus Cll el Ca lll O d e V ·. . . . 
lorc, 111 /criores a r O su , · , . p c1riaCH>n de X (es clecrr , los va-

. , . pcrior1es a r ) ti e ne n u b bTd . 
p,>r tanto tambié n podemos cscribi~ " na pro a r i ad ig ual a cero. y 

(3.1 ]) 
F(xk) = 

k 

¿ f(x 1) . 
f = - a, 

La di , tribucit'1n que proporc iona h . - . 
po_ndic•nt cs a cada v·tlor de X - 1' s probabil 1dadc·s acu_mulada s F(.r) corrcs-
1. .1 . . ' se l cnn1111!l'1 ,lil"frib11 • · · , · 

l " 11'1 1 uc111n acun111htiv· . . ' · lW/1 ac1111111,llt11·a de X La • •1 cnrrcspo nd1 c nt c a l . , · _ · 
ap,Hccc .: n él c 11 ;1dro ,_.¡ I . f .· . cxpn1n1ento de lanzar dos dados 
l. - . . - .,r un, i,>11 dc prob·tl T I· d I· . - . .. 
" 1"·1 d ,· ,·,ic: c\ ¡1s:ri111,· 111,1 , • 1. , . ' 11 ,e ,1 Y a d1.,tnbu cmn acun1 u-

, e cprc· , c11ta11 , -·r- .. , . 
kr ,", ,1111c" , ,·1i :1l.11· v;1ri," - .. ¡;r,1 ll,llltcnte en la figura ]-8 Es . • 

p1111111s c·n r,·lac1on con las prohabil1'd d · . . m 
a es acu muladas. 

1. Si .r,, c., d llla }nr \'alor 
2. F( - ce) ~" O, F(-·r:) = l. 

dc X . F(.r,, ) = ¡_ 

3. F(x¡) - F(x1-1) = f(x,) 
(X¡ > X ¡ - 1 > X¡ - 2 > ... ). 

Cuadro 3-4 

X F(x) 

2 l / 36 
3 3/36 
4 6/36 
5 10/36 
6 15/3 6 
7 21 / 36 
8 26/36 
9 30/ 36 

10 33/36 
11 35/36 
12 l 

ll1 q ·¡ 

33/ 36 

30/ 31> 

27/36 

24/3 6 

21 /36 

18/ 36 

t 5/36 

12/36 

9/36 

6/36 

3/3f. 

o 

- fonción de probabil i,h<l 
--- Distribución acurnulativa 

3 4 

1 
1 
1 

' ' I 
I 

l 
1 
1 
1 
I 
1 
1 

' 1 
1 

1 
l 
1 
1 
I 
1 
1 
I 
I 
1 

' ' 1 
' I 

5 6 7 

Figura 3-8 
11 

1 
1 
1 
1 
1 
l 
I 
I 
I 
I 
1 
1 
I 
1 
I 
1 
1 
I 
1 
1 

9 

t 
I 
1 
1 
1 

' 1 
I 

' I 
1 
I 
I 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
I 
I 
I 
1 
1 
I 
I 
1 
I 
1 
I 
1 
I 
I 
1 
1 
1 
I 
1 
1 

' 

1 
1 
1 
1 
1 

' I 

' I 
1 
I 
I 

' I 
' I 
I 

' 1 
1 
1 

' 1 

10 11 12 X 

· • e,te momento nos J . . . 
~ .'. " ' 'U di,tribuci ,1 n de ~r~~~~ºtdo~upado u~iicamc ntc de una variable alca 
~ ., -~,,n.ir di, 1ribucioncs 11111·,. '. l I a .PEstc tipo de d1stnhuc i0ncs se pueden 
• • J ariwun· ara ·1m ¡·. 1' • .- ,u,'' .:0 n,idcra r .· · · _ ' P r,ir nuc, tro campo de análi-

un c~paLro muestra! que c0nticnc n1a' º d• . . 
~ '-' una vana-

i 
:¡ 
,¡ 
': 

¡ 

/! 
l 

r·--
l!' 
i 
_¡ 

.~ .. 
'· 
1 .,, 



• 11 -

60 ELEMENTOS DE ECONOMETRIA 

ble a lea to ria a la vez, y la di stribución de probabilidad correspo ndien te se 
llamará distribución 11111/1ivaria11te; el caso especial co nsiste nte en dos varia bles 
aleato ria s recibe el nombre de di stribuc ión bivariante. Como ejemplo de ello, 
consideremos el experimento consistente en extraer una ca rta de una baraja de 
52 ·cartas. Cada una de estas cartas se di stingue por dos ca rac ter ísticas , el nú
mero y el pa lo. Representemos el núm ero po r X, que toma los valores 1 (para 
el as), 2. 3, . ... 10, l l(J). 12(Q). y 13(K), y el palo po r Y , con va lo res 1 (cora
zones), 2 (diamantes), 3 (tréboles). y 4. La distrihuc i<'i n de probabilidad biva
riante correspondiente a este experimento es la sig uien te : 

Valores de X 
1 2 3 .. . 12 13 f(_v) 

1 1 /52 1/52 1/52 . . . 1/52 1/52 13/52 

V afores de Y 
2 . 1/52 1/52 1/52 ... 1/52 1/52 13/52 
3 1/52 1/52 1/52 . .. 1 /52 1/52 13/52 
4 1/52 1/52 1/52 ... 1/52 1/52 13/52 

f(x) 4/52 4/52 4/52 . . . 4/52 4/52 1 

La p robabi lidad de que X tome el va lo r x e Y tome el va lor y se denomina 
probabilit!ad cu nj11111a de x e y, y se representa por f( x, y ). Por ejemplo, la 
p robabilidad de obtener una Q de co razones es /02, 1) = 1/ 52. La p ro babili
dad de que X tome el va lo r x, ill(/epc11ili-e111en1c11/e dd valur de Y, se denomina 
probabilidad margi11al de x; la di st ribu ción de estas probabilidades se ll ama 
d1strib11ciún. 111argi11a/ de X y, en el ejemplo a nteri o r, aparece en la última 
fil.l . De l mi smo modo, la distrilmcián 111ar¡.:i11a/ de Y está formada po r la s pro
babi lidades de los di stintos va lo res de Y: imlcpcndi cntemente del va lo r que 
tome X . y en el ejemp lo apa rece en la últin,a co lumna a la derecha. De este 
modo, la probabilidad de obtener un,t Q (de cua lqui er palo) es 4/ 52, y la 
proba bilidad de o btener un coraz<'in (cualquiera de ello s) es 13/ 52. Las di stri
buciones de probabilidades marginales son, en realidad , distribuciones univa
riantcs y se representan como éstas, es decir, /(x), /(y), etc. Obsérvese que las 
,probabilidades de la distribuc ión marginal de una variable se obtienen suman

;do las correspondientes probabilidades asociadas a cada uno de los valores de 
la otra variable. Por tanto, en el caso de la distribución bivariante podemos 
escribir 

(3.14) 

y 

(3 .15) 

"' 
/(x,) = ¿ f(x,. Y,) = f(x,. Y1) + f(x,. y~) + · · · 

/•1 

., 
/()'1) = "'S' f(x1, r.) = f(x1, )'1) + f(xa, )'1) + · · ·, ,~ 
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Por últ imo, la pro babilidad de que X sea ig ua l a nd 
den · b b . x , cua o Y es igual a y, se 
. . om111a pro a ilidad de x condicionada a y y se re resenta 

s1on /(t/y). Del mismo modo, la probabilidad d J. .. ad por la expre-
sen ta por f(y/x) . Aplicando el teorema 4, obtenee~o:on icw n a a x se repre-

(3. 16) f(x/ y) = f(x, y ). 
f( y ) 

En el ejemplo consis tente en e t 
de obtener, p or eJ·emplo, x r~er una car ta de una baraja, la probabilidad 

una Q, s, la carta es un corazón, es 

J(l2/J) = -~ 
13/52= 11 

y la pro babilidad de que ~ca CPra zún si es una 
Q es 

/(1 /12) = 1/52 - ! 
4/52 - 4 . 

A.I considerar las distribuciones multiva r· . . . 
denc1a o independencia se h"c. . ,a nte, , la cues t1 on de !a depen-
. · " e impor ta nte An t .· 
mdepend encia como la co11d,·c,·t·1n . . I . c 11 o rm ente se ha definido la 

seg un a cua l I b bTd .. 
de un suceso es igual a su prob·ib·i ·d · d . ª pro a 1 1 ad cond1ct0nada 

· . ' ' 1 1 •1 ma rg ina l Po r t t X . 
pendientes s1 y so la mente si. para todos 1 . , 

1 
· . ª~ o, e Y son 1nde-

y 
f(x/ y ) = f(x) 

f(y/x) = f( y ) 

os \ a ores de ,\ e Y, se cumple que 

[/( y ) # O] 

[f(x) # O]. 

Ello significa que la distribución marg inal la . . . . 
cada variable. Otra implicación d I t y cond1c1onada son iguales para 
tes si y solamente s i e eore ma 5 es que X e Y son independien-

(3 .17) 
f(x,y) = f(x)f( y ) 

para todos los valores de X e y E 
mero de variables aleatorias E . s to_ se puede g_enerali za r para cualquier nú
•k;11orias discretas X y z . n p_a rtKular,_ cons ideraremos que las variables 

' . .. . . son rndepend1entes si, y solamente si 
O IX) 

f(x,y, z, . . . ) = f(x.)f( y .)f(z) ... 

¡'Ir¡ ln d ¡ 
, n~ os valores de X y z r ., (' . . ... . 

, · . ¡,· rnplo, con \ ickremos el e)( · 
. ' ·-· · rn,, , .\" a la va . hl . peri mento de lanz.ir dos veces. dos dados 

na e cuyos valore~ rcprcscnt¡¡n el mímcro de puntos del 

¡ 

1 
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primer lan za miento. e Y a la va riable cuyos va lo res inJica n los puntos del se
gundo la nza mi ento. Obvia mente. la s probabilidades d e los di stintos resultados 
del segundo lanza miento no se ven a fec tadas en abso luto por e l resullado del 
prim ero. y viceversa . de modo q ue X e Y so n ind cpcndic nlcs . Oh,é rvcsc que la 
distribución (marginal) de X es c.xacta menle la mi sma que la de Y y la po de
mos ver en el cuadro 3-3. donde se pu ede a prec iar que la probabilidad de o b
tener dos veces 7 puntos es (6/36) x (6/ 36) = l / 36. la de oblé ncr 4 puntos y 
luego 8 es (3 / 36) X (5 /36) = 5/ 43'2. etcéte ra . 

Aparte de los di stintos cjcmrl os. e l an:tli , is de la s fun c iones de probabi lidad 
rea lizado en esta secci ón ha sido co mpleta men te ge nera l. Es evidente que las 
distinta s situacio nes exp erim enta les pueden dar lugar a d istinta s dis tri bucio nes 
de probabilid ad. y a l desc ribir esta s distribucio nes no es siempre necesar io es
cribir la to ta li dad d e la di s1rihuci ,ín como -'C ha hecho en In, ejemplos: en 
muchos ca sos se pu ede obte ner una fórm ula a lgebra ica d e f(x) (e inclu so para 
la s di stri bucio nes m ulti varia'ntcs) qu e propo rc iona una descripción completa de 
la diq ribuciún que nos inte resa. A lgu nas dislrihu cio ne, so n mu y corr icnlcs. en 
el sentido de que desc ri ben la s probabil idades de muchas de las s ituac io nes 
experim entales co n las q ue nos enco ntra mos en la prú c tica . U na de la s di stribu 
ciones de probabilic.lac.l m,ís corrientes. y la m;', s se nc ill a. es la llamad a distri
bución uniforme. En es la distribuci ú n. la prnh1hilidad de que X tome cua lq ui e r 
va lor. de entre un n t'1111 ero d e ellos. e, la 111i sm<1. o sea que /( x) es co n, ta nte 
pa ra todos los valores de X . Esta di stribuc iún d esc ribe la s prnhabilidadcs de 
lbs ' di slintos 'resultados obteni do, a l lanzar un áado. de ex tra er de una bara ja 
Jha Lii(a e.Ir 'ddcrmi ~ad\l Pª!?· d~ ' ga ~ar. ui;i , r,remio en . la lo tería. y muc has 
cfüh\. 'O'tb d '151r\ t~uck;~ ex tr,i'ord1 naria m~n\c frec úen\c es la, lla 111a da ,d i.1· trih11ción 

¡ ( /' t l ' J 1 \ , 1 I • 1 ¡ , 1 1 , 1, 1 \ 1 , I' 1 ' ' 

ói /d,hia. ' cjuc tie ne !:!ran im po rtam:ia en la infc; rcn,ci;¡ . es l;¡d h tica , y de la que 
¡ 

1
. I 11 1 11 · 111 ~ •• , 11 ¡ 11 .. 1 . 1 1.1 1 1, 1 1 , 11 , 1 1 , , · 

nó's '·oé'U pa r'cnios en d1ta l,.; en 1~, secci~m,, 4 111 
11 11 , 1 ,1.._ •t¡ •. il • llt ' ' '· 11 1 . !.di \ 11 . 

3.f S \'l~i,l:l,>/~~ ,ª1,~t,~.~i.~~,C'.',~~-i;'!.~:/~,Y I Í\','~\!'/.')~S d<¡, Pf,?l!¡1l1iJj~!í1d 1 

Eri el caso d isc reto. los c i1mcntos del 1cspa cio mu estrn l 1sc ha ll ¡1n represc nta
dbs' pór ' puhtd~ scpa ra~~s ' por' c'!/sia n¿ ias rlnitíl~· 'y'°po

0

dcmos asignar un va lor 
ntirliérit'ó a" l!.'i'da pJr'ilb ' y 'un1a 'prJb,\t\li~ '.ld /~~d ,j 'v;i\¡r '. Si :i cnJl¡¡t rgo. existen 
11)~\:h ~I;:· exfcr i1:l~nl~~,' 'p'ai:~: TL1\ 1c~~1

1~s'.' e_! 1 c~p;is iq . ~lH fS l~al In\~ C\)fl~,iste. en un 
~li~~f·ó ,c1q pu ~t~5: s 1110

1
q~e a~¡i ~c~ ,u~,, •n, ¡~rva l~¡ ,c<J .'])P/e tq (q una .cantidad de 

1rl\d va1os). · L'.a s va r1ablcs aleato ria s a soc iadas a los resu ltados de tales expc· 
rirn'<:nlcis se denom ina n rnriah/es all'arorias cu11 ti111ws. Un ejemplo de este tipo 
de experim entos cons iste en observa r u.na aguja que pu ede g ira r libremente en 
una esfera de re lo j. En este caso , la va ria ble alea to ria puede ser el tiempo (¡}(lr 
~i ?,rnP¡I,p,, 1:;11 , ~9 r¡i~) , ir,djca~p . r¡or, lit , ag4jy. , aj ¡ riarnr, ijvjtJcntcrncnlc, la agu~I 
s.cc B4i::<!E Ijílrílr, ~í\ . 411, í\ fmw.rp, i11fi11ilP ' <li:. Blllllíl> e.nin:. 01 )\ rn: y.. rior, tanlll . J.¡ 

BrRfPRili\l r.r!1 <IR _q~~ s¡; P,\lrP ~n . <;.L\i!lttpic.r, f1:L/(1/fJ , c.o ncr1;:to , es cero. f'nr ".' '.~ 
P,ilr,tE, . l¡i, qml?ah11l\lí!Hi q¡; q~¡: se;_. r¡arn c;,n, L\ll , 1nt~ry11/o , <1 lrc.dcdor, de cuj 1•1' · · · 

P,HmR, c¡_q¡¡¡:¡_rF._tR, c._s., cfü.\im¡t, q¡; c;_c;,r~, )(, SI;; ¡:¡µs:_cjk c;,aJp¡ Jur. 

-------------------------¡¡¡¡.1a:imi1ól•c:.am&1aCmeanmmm~~· ... ·;;· ...... '"'~ --~ ., 
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f(,)t 
1 /12 

1 1 1 1 1 1 1&11 J o 2 3 1 1 4 5 6 7 8 9 10 11 I 2 X 

Figura 3-9 

Las probabilidades co rrespo ndientes a d · 
an te rio r. se rep resenta n . r· ca a rnterva lo , en e l C\ pcrimcntc 

1 gra 1ca mcntc en la f , . 3 9 L 
e val o r d e X esté compr' nd 'd ig ui a · a probabil1d,1d d e qm 

J •· . " 1 0 e n un 111 1crva l d . 
e .t i<: " dd,;IJ '' d e la curv · ( . . ' o e1erm111ad o viene dada po, 
.·. . " que . en es lc ca so . /' 
.i 1c.1 ra, ,,d:i d ,· la fi l.'. 11r ·1 1 .1/ . . , . . es una mea rectal . Po r cjcmrlo e l 
y e , 1 / 12. h 1:1 idc; "~ p. ucS?~ ~1'1c·11·1,11· la proh:, hilidad d_c que .r es té entre 8 y. 9 
tos 1 . , ' , 1,,1/a r ·, fin d· . J' 1 re ac1onad os con , .. ,ria hl . . . . . ' e .ip ,car :1 a o tros C.\pcrimen· 
un 1 · l/ ' e, u>n linuas / ,11 divt '/ · · 

l vunu? e co11ti1111a X ( / . · · . . · n >unon de ¡>ro huhilidatl el 
d ' ( U l<ill//1 /(/c/<1 /11110 I el . ( 

tante una curva, y /a /Jrvbu h ·¡· ¡ 1 1 
°11 

'<' <'nlldad) se representa m e-
e' · t ¡ 1 u cu < e <///e X t m erva o a, b (a < b) . 1 um e 1111 1·alor comprend,·el ¡ . viene ( ada por el- , o er. 
y e e¡e d e_ ~bcisas, entre los puntos a h L urec'. co111pre11tlicla <'ntre esta curva 
de probab1l1da d con las qu e trata y ·. a llla).o r parte de las distribuciones 

remos son dis tnbuciones continuas. 

f(x) 

X 

Figura 3-10 

Pa ra a naliza r con más de ta lle h func· . el 
rar con la func ión de probabi lidad ' el ion e d ensidad, la pod emos compa
tcncmos una variable aleatoria discrc tae una va n able discreta . Supo nga mos que 
4uc se hallan ordenados en ordc . que puede toma r los valo res x, X2 x 
babT n creciente S ·· , .. ·• "' 
ct , ' idad de esta variable e~ la representad.a up~nga_mo,s que la funci ón de pro-

" 4uc X tome un valor superior a x en a ~1gura 3- IO. La probabilidad 
J p ero meno r O igual q . ue x,o es la siguiente: 

r)- mn.J, , 
alternativo d , 

· po namos expresa rla como 

P(x3 < x < x ) _ r, ) 10 
- io - J ,x. + f(xs) + ... + f(X10) = ' r. 

L..Ax,) . , .. 
P(x3 < x $ X10) = F(x10) - F(xa), 
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. , d di stribuc ió n acumulativa. Supo ngam~s 
en la que F(x) representa la ~~nc17n t e_a ~ontinua cuya dens idad de probab1-
ahora que tenernos una vana _e a e\~r; En este caso, la probabi lidad de _que 
Jidad es la representada en la figura 1 . . 1 x viene dada por el area 

ndido en e rnterva o x,, 10 d n X tome un valor compre , 
1 

·bai·o de una curva se pue e 
. d I va Pero las a rcas por le I f ' 1 a l rayada debaio e a cu~ . d modo que si sabemos que a o rmu a -calcular por medio de integrales, e 

/(x) 

.JC 

Figura 3-11 

. , . , dc•1sidad d e la fi gura 3-11 es /(x) . el área 
gebraica que: desc ribe la func1on de . viene dad a por la integra l co-

d h . d la curva en tre los puntos X 3 y x,o, por e aio e ' · 
rrespo nd iente. Por tanto. 

P(x3 < x < x ,o) = J:: º J(x)dx. 

. , ¡Jo r ta nto. P(xJ < x < x ,o) Y "d d d 1uc x - .\ 10 es c._ro y, , 1 caso de (La proba bili a e ¡ . - . La int eg rac ión entre X3 y x,o en e 
P(x3 < x < x,o) son ec¡u, va lcn'.cs_- ) sum.a de las probabi lidades ef.::ctua_das en 
la variable continua es analoga a la . . , variable aleatoria con-

d. l s En general, s1 X es una . 1 b 
el caso d e variables ,sc rc a. valor compre11J.fido en el interva o a, 
tinua , la probabilidad de :''.'e tome 1111 

i•ie11e duda por la expre.1,un: 

(3.19) P(a < x < b) = f ~J( x)dx, 

. , d densidad En realidad, en muy 
en fu que f(x) ~s la corr_espondien~~t:~~~;~zalc: explícitas·. pero, en ca'.nbio, nos 
pocos casos sera necesa rio operar 1 u útil para estud iar las densidades de 
proporcio nan un marco conccptua rn y . 

."probabilidad. . . . X t me cualquier valor es 1 (es decir, existe certe-' La probabilidad de que 0 

za) y, por tan to, 

(3 .20) J+ "' 
P(-oo < x < +oo) = _.., f(x)dx = l. 

1 menor o igual que un Probab'1lidad de que X tome cualquier va o r Además, la 
valor x es 

g .21) F(x) = r .J(x)dx. 
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Al igual que en e l caso discreto, F(x ) recibe el un mbre de probabilidad acumu
lada d e x. Obsérvese que 

l. F( - oo) = O. y F( + oo) = l. 
2. Si a< b, 

F(b) - F(a) = f ., J(x)dx - f ..,J(x)dx = J: f(x)dx = P(a < x < b) . 

(E n otras p a la bras, la diferencia entre dos p robabilidades acumuladas es 
igua l a la probabilidad s imple.) 

La ¡,rohabi lidad ac umulada se representa g ráficamente en la fig ura 3-12. 
.-'\! igt!: tl qu e en d caso de las variable, discrc t;i s, lo s e~pac i0s mues tralcs 

continu,)s pu cJ cn incl u ir nüs d e una va ria ble a la vez. La Ji , tribución de 
probabiliJa ú co rrc,po11d ic11t c a cst ¡• ca so rec ibe: el n¡,mbrc de d ensidad de pro
babilidad 11wftimrir1m1· . Dicha di s tribuc i,ín ind ica la probabilidad conj11nta de 

/(.tJ . 
F(b ) 

Figura 3-12 

/(x)ll F(b) - F(a) 

F(al - , ~' 
\ . , ·_:.::¿ 

': ~ ' .. ~ --
: ' 1:~ .. ·- . ~-lliliU~,~2c::l_i 

b " .JC 

que cada una d e la s va riable~ consid e radas se halle comprendida en un inter va lo 
concreto; s i, p o r ejemplo, las variables son X , Y , Z , la d, ·11s iclad d e probabilidad 
conjunta ser.í f(x. y, z). 1\11.ilogamente a lo expues to para el caso discreto, po
dernos definir Ja d ensidad m arginal d e X como la dens idad de probabilidad 
de X sean cuales sean los valo res de las demü s variables. Obsérvese que la den
sidad marginal de una variable se obtiene integrando la dis tribución conjunta 
para todos los valores de la otra variable, es decir, 

(3.22) J+ "' 
/(x) = _"' f(x, y )dy and 

Asimismo, al igua l que en e l ca so di screto, las variables a leatorias con tinuas 
X, Y, L ... . son indcpe11dic:11tes s i, y so lamente s i, 

J+., 
/(y)= _., f(x, y)dx . 

f(x,y , z, . . . ) = /(x)f(y)f(z) . .. . 

·\l í: una~ cli'1 ribuciones continuas resulta n especialmente impo rtantes debido 
' · ,t ~r-trc<·cn a menudo en Ja prá c 1ica. Una d e tales diqrihucio nes es la 
' · • ., " .,, 11,,¡¡,,n,11· co11ti111111, que hcmns u1il i1 .. 1dn en d ejemplo de la aguj,, 

· : > ..._. h.11f.1 r,p r.:, ,~ nt;id;¡ en J;¡ fiílurn 3-11. Otro ejemplo lo cons1i1uyo i 
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. · t que es-. uc es extraordinariamente co i nC'n e y . . la llam
ada dirtnbuc10 11 normal, q , · b. , . t aduciremos otras d1 stn-

l 4.2. Tam 1cn m r -tudiarcmos en detalle en a se_c_c1on 
bucioncs cuando surja la ocas1on . 

3 6 Esperanza matemática d f 

• 1 . a l que las di stribuci ones e re-
La, di stribucio nes de probabilid~d. :ar~~~erist1eas. la s mü s co nocidas de I_as 
cueneias co rrientes, presenta n. vana s , tas ca racterísti cas se definen en ter-

1 la media y la var1anc1a, y <.: S . · 1 · a1· A fin de aclarar eua es son 1 . rpcranzas matema 1c · · . , f 
minos de sus valores espera1 o~ o e. l ·a con una distribuc1on de re-

d efectuar una ana ogi t de 64 estos términos, po i:mos . lo que tenemos una mues ra 
euencias co rriente. Supongamo_s. por deJ~l-~s ·tal como aparece en el cuadro 3-5. 
familias clasificadas según el numero e IJ , 

Cuadro 3-5 

Número de Número de Proporción de 
hijos: familias : familias: 

X n I 
o 4 0.06250 
1 12 0.18750 
2 20 0.31250 
3 16 0.25000 
4 8 0.12500 
5 2 0.03125 
6 2 0.03125 

64 1.00000 

. b I tas y f las frecuencias rela-reprcscnta las frecuencias a so u - 1 x = 6, a socia-En este cuadro, n . . d X x - O x
2 

- , .. ·• • 1 
t . s Existen siete valores distintos. e ' ih - ora· el número medio de hijos 
iva · · e ns1deremos a · do 

': dos a las di stintas frecuencias o d·os en este caso. casi to 
· ·as clases de prome 1 · J de or familia. Aunque existen van . edia aritmética -el nún_1ero tota 

~) mundo elig1ría pr~b_a~lemente /ªnú7:iero de familias-. Esta viene dada por 
hijos en la muest ra , d1v1d1do por e 

x= 

. ,,'.f.{,• 

7 

L ll ¡X¡ 
1= l 
-7-

¿n, 
, _ 1 

J__( 4 X o + 12 X I + . .. + 2 X 6) = 2.40625 . 
64 
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Lq,:: mismo resultado se puede obtener también utilizando la s frecuencias rel:!1ivas: 

7 

.i' = ¿fx, 
f e: } (0.06250 X O + 0. J 8750 X 1 + · · · + 0.03 J 25 X 6) 

2.40625. 

Es decir. la media aritmética de una dis tribución de frccGcncias es, en realidad, 
una media ponderada de los distintos valo res de la variable, con unas ponde
raciones que son las correspondientes frecuencias relativas. Consideremos ahora 
una 1·ariab/c aleatoria JiscrNa X con la siguien te función de probabilidad: 

X ((x) 
------

x 1 !<xi) 
x , f(.r , ) 

Xn f(x.) 

en la que n es algún número finito . En este caso, el valor esperado o la esperanza matemática de X es 

(3.23) n 

E(X) = ¿ x ,f(x ,). 
f = I 

Podemos ver que E(X) no es más que un promedio ponderado de los distintos 
valores de X con unas ponderaciones determinadas por las probabilidades res
pectivas. Por esta razón, E(X) se identifica con la media de la población µ; es decir, 

(3.24) 
¡ , = E(X) . 

A partir de es ta exposición , cabe esperar que la analog ía en tre la media de una 
distribución de frecuencias y el valor esperado de una variable aleatoria dis
creta X resulte suficientemente clara. 

Se util iza la expresión valor esperado para subraya'~ la relación entre la me
di,1 de la población y la expectativa respecto al resultado de un experimento. 
Supongamos. por ejemplo, que nos dicen que al lanzar un dado ganaremos un 
Dúrn cro de dólares igual al número de puntos obtenidos. El problema es saber 
qué cantidad esperamos ganar, antes de lanzar realmente el dado. Si formamos 
c·~ tra\ expectativas según la regla dada por la ecuación (3 .23), la respuesta es 

E(X)= 1 x I+2xI+···+6x
6
~=3.5 . 6 6 

.· ~ 'º *'zt .¡qzzcx 
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Aunque, en rea lidad, no es posible (y, por lo ta nto, no «esperamos,> , en el sen
tido coloquial de la expres ión) ganar 3.50 dó la res. es ta cifra representa un re
sumen de todos los resul1ados posibles. Si lan zá ramos el dad o un número infi
nito de veces, la ganancia media de cada lanza miento seria precisa mente 3,50 
dólares. 

El valor esperado de una variable continua se define de fo rma muy pa re
cida. Como ya mencionamos anteriorm ente, la s variables continuas se pueden 
considerar como casos límites de va riables di scretas. en las que los valores que 
puede tomar la variable se van haciendo cada vez más numerorns y más pró
ximos entre sí. Por tanto. si X es una variable aleato ria continua, con den sidad 
de probabilidad f(x), su valor esperado (o esperanza matemática) es 

(3.25) f 
+ ro 

E(X) = _ ro xf(x)dx. 

Se integra entre - oo y +' oo para asegurarnos de que consideramos todos los 
valores posibles de X . 

Hay que señalar que existen algunas di stribuciones de probabilidad para 
las cuales no existe un valor esperado de la variable; es decir , E(X) puede ser 
igual a infinito. Un ejemplo clásico es el constituido por la función de proba
bilidad: 

X 

2 
4 
8 

16 

J(x) 

1/2 
1/4 
1/8 
1/ 16 

Esta función de probabilidad es totalmente válida, ya que f(x) :2: O para cada 
X, y 

~ 

¿J(x;) l. 

'= 1 

.En realidad, podemos interpretar f(x) como la probabilidad de obtener una 
'cara al lanzar una vez una moneda, 2 caras al efectuar 2 lanzamientos, 3 caras 
en 3 lanzamientos, y así sucesivamente en orden a scendente . El valor espera· 
do de X es 1 

1 1 1 
E(X) = 2 X 2 + 4 X 4 + 8 X 8 + .. . = 1 + 1 + 1 + .. . = OC). 

l. Este caso se conoce con el nombre de la paradoja de Sa11 Pe tcrsburgo. St.::-,onp· 
mas que nos proponen que lancemos una moneda al aire y no,; ofrecen dos dólarc, " 
obtenemos cara en el primer lanzamiento pero no en el segundo; cuatro dólares ,i orw>< 
mas cara en el primero y el segundo, pero 110 en el tercero; ocho dólares si oh1cnc11 " ~ '' · ' 

~n los tres primeros pero 110 en el cuarto, y asi succsivamcn1c . ¿Cuál es P~" "'-""' " • 
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,\f,1rtuna da111 ente, es te tir)u d , r t ' b . 
, ., c e 1s ri uc,oncs no es muy r D 
u1 auela ntc supondremos q ue nos ocu am . _recuente. e ahora 
esperados exi sten . Cuando éste . p,I os de d1 stnbuc1ones cuyos valores 

E l no sea e caso lo serialarem r 
- concepto de espera nza matem' 1. • . os exp rcrtamente. 

fin d e aplicarlo a otros pr bl .'.t~ca _se puede ampliar fácilmente con el 
de X. En particular s,· X ~s emas, ~ cmas de la obtención del valor medio 

• · e una variable aleato · (X) 
esta variable, se cumple que, rra Y g es una función de 

Cl 26) 

{
i g(x,)f(x ,) (X discreta) 

f < l 

f ªª g(x)f( .,Jdx (X continua). 

Como e· J d ¡emp o, emostrarenros el tco re111a . . · s1gu1cntc. 
Teorema 6. Si X es una vuriab!e aleatoria , 

Y ª Y b son con.\lallles, 

E(aX + b)=aE(X) + b. 

Demostración: a) X discreta: 

" 
E(aX + b) = ¿ (ax, + b)f(x;) 

'= 1 

= ¿ ax,f(x,) + ¿ bf(x,) 
1 1 

= a¿ x,f(x,) + h ¿f(x,) 
1 1 

= aE(X) + b . 

b) X continua: 

E(aX + hj = f """" (ax+ b)f(x)dx 

= f axf(x)dx + f bf(:)dx 

= aE(X) + b. 

"i \ ..,J :,r de est e · ·, · 
'• ¡ue¡:o · Sc¡wn los c,ílculcs el ¡ 
• c,i <s ic ,a so ) ,·s infinito nero . va o r esperado (es decir. el beneficio espera-

' · J In · . · ,, no es probable que nad · d 
:' '_ s1q111 cr:1, !li mr,/ cmcnll un mi/Ion d . U I· , ) .. ,e cs1c ,spucslo a pagar csra 

. r . l \re es d .1 ~p i..: uo par·•do·¡,co ,¡,.. l u urcs por el prrvilcg10 de participar en 
... "' 1,1 sil uac1ón. 
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Una aplicació n directa de (3.26) nos permite obtener ciertas caracterí sticas 
especiales de las distribuciones d e pro babilidad llamadas momentos, los cuales 
constituyen una familia de parámetros que caracteri zan a la distribución. Pode
mos distinguir dos clases de momentos: momentos respecto al o rigen (es decir, 
cero) y momentos respecto a la media (es decir, µ) . Los momentos respecto al 
origen se definen como 

(3.27) ' µ, = {
f x[/(x,) (X di screta) 

E(X') = r_: x'f(x)dx (X continua) 

para r = O, 1, 2, ... De modo que, al sustituir los dis tintos valo res de r. obten
dremos los momentos de distinto orden. Por ejemplo, 

µ~ = 1, 

µ; = E(X) = µ. 

Y, por tanto, la media es el mC'mento de primer orden respecto al origen . 1..os 
morT\entos , .de drdcn superior respecto al origen se utilizan . menos. a mcnµdo 

1 1 • "" ., , • • 
y1,na, .posocnlning1ln11 nornbre ··csJ)c1tial. ' L bs momentos respcctu, ,a)a¡ ,m,e<iifl, ,se 

1 1 d l 1 , ,, , , •// i, / ¡ / ,•, ( / ' ' /· d<;finen¡Gomo, 11111 , : 1111 11 111,, ,1 , , I " ~ . 

(h_· lllh.: 11 t,;tllll\l 

(3.28) 

t 1 21' 1 {f 
(x, - µ)'f(x,) (X discreta\ 

' ( ) / ( \) ( \ dl ', \.IL ( ,I) 
µ, = E[(X - µ)'] = . .. . '• ,. ' .. ., 

,. , i l-1:0· cxt ;-- ,.,.y~<;,}~f,, C{f~~!,in~~L, / ' , 1 Jt .l 

para r = O, 1, 2, ... Obsérvese que 
¡ 1. 11 .1 1 

ll. 1. -~ l 11 ! , · , \ .: • , ¡u ,: 

1-'-o = 1, 
1 

/L1 = E(X - µ) = E(X) ~ /1- = o, , 
I \ , 1 1 \ 

µ 2 = E(X - µ) 2 = VarfX\ . 
\ \ t ' } . \ ~ f 

Por tanto, la variancia es el momento de. segundo prden respecto a la media . 
y1~ú' raíz cuadrada recibe el ,nombre dt! desviación standard de la distribución . 

' A co ntinuación; consideramos las características más importantes de uru 

dj.st~\~.u~!ón.
1 

• • • 

lr . yi,~f.d[~,1-h = ~(1v ,~ .l\ll:\l,IW,d:\\l.i! ,c\~ líl , t\!n.d\:nCia . central __ dc un., J , • 
· •rHrn.r,il'!lh ~. Íf.~g,q, 9:fill)ftÍHl\:..q, e.s., G.l, lw,cJ19,, c\1:_. q~~ . CJ\, Ji , ROblaCl\1!1. l.i ,u,.. .. 
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dc lodas las desviaciones de los va lores d X . 
cierto tanto s i se tra ta de una variable d . e. . respecto d e µ es cero. Esto es 
ln particular · ¡ d· c ··b ·. . isciet,l como de una variable continua. 

· s i ª 1..1.1, uc ,u n es di screta tenemos que: 

~ (x, - ¡,)I(x,) = ¿ xJ(x,) - I' 
i 

E(X) - µ = O. 

Si la di slribuc ió n es s imé trica la d· · . 
lribuc ió n . ' me ia csta s ituada en el centro de la dis-

2. La ,·ariuncia a' 0 v 
ar (X). q11c a menudo -' '' 

~ representa como 
/3 .2') 1 

/: (.\" - /:(X)f. 

es una m edida de I· . . . . . 
a c.xk n.\i,,n n di'pcr , ¡ ·, d· /· J . .. . 

t ra ta de la media d e I i . d .. . , n c ,1 1S trihu cinn. En realidad 
. ' ' cu.i , adc>s de la s d . . · .. · . . , ' • se 

lo que a partir d e la dcfinici ún d, , . . Lw1.1L1< 1nc, d e ,\ r ,·spcc to deµ. pues
e esperanza 111at.:lllú tica. 

u2 = 
{

~ (x, - ¡,)2.f(x,) (X di scrct.•) 

f
+ ~ 

- "' (X - /L)
2
f(x)dx (X contirnw ). 

Naturalme nte. la variancia no pu ·d . . 
e_stán muy concentrados e l ~d e se , nunca nega tiva. Si los valo res de X 

· · punto e concentració n ti c , , . . 
menos, estar muy próx imo a ella) 1 • . . • ne que ser la m edra (o al 
extremo en el que todos los va l y . ad vaXrianc,a _se ra muy pequeña. En el caso 
ca 1 ) 1 o res e so n ig ua les ( d · · ns ante , a variancia será igu 1 • es ec1r, SI X es una 
lernativo para obtener la v . a. a cero . Obsérvese que un procedimiento al-

ananc,a es el s ig uiente : 

(3 .30) ª2 = E(X - µ)2 = E(X 2 - 2¡,X + µ 2) 

= E(X 2) - 2¡,E(X) + µ 2 = E(X 2) - ¡, 2 , 

Puesto que µ es un 
a cons tante. Además, .podemos obtcn.er el teorema 

,. siguiente: 

Si X es una · bl 
vana e aleatoria y a y b son constantes, 

''--· .... ~ . . :",u ·i,Jr, : 
Var(aX+b) = 0 2var(X). 

Var(a .r + /,) 
E{CaX + /i) - L(aX + h))' 

./ 
¡! ., 
,¡ ¡, 
!/ 
i: ;, 
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S . la definición de variancia, egun · 

E(aX + b) = aE(X ) + b 

Ahora bien, según el teorema 6 E consecuencia, 
en la que por definición E(X) = µ . n 

E[aX + b - (aµ. + b)J2 = E[aX - aµ.] 2 Var(aX + b) = 

)
2

] = a2 E[(X _ ¡.,) 2
] '= a 2 Var(X). E[a2(X - µ. 

T la desviación standard de X que . resulta más conveniente ut1 izar En ocasiones, 
es simplemente 

3. 

a= 

d d por la expresión Una medida de asimetría viene a a 

/J-J = E(X - fL) 3 . 

(3.31) 'b · · es asi-
. Si la distri uc1on . á igual a cero. d ) Si la distribución es _si métrica, µ3 . ser ·i el la do izquierdo es más a_larg~ o , rJ 

métrica hacia la izquierda (~s ded~1rt, _sbución es a simétrica hacia la 1zqu1erd~, éa 
· t que s1 la 1s ri .b · · ¡ (x) es as1m • será negativa, m1en ras . 3 13 la primera distn uc1on, i ' ) 

medida será positiv_a . En la f_1gura - '(x) es simétrica, y la tercera, h(x • es 
trica hacia la izquierda, la segunda, /2 ' 

~ 
µ3 = o 

Figura 3-13 

. E muchos casos es preferible utilizar a simétrica hacia la derecha. n d y que se define como 
de asimetría algo distinta, llama a a.3 

una medí~ 

(3.32) 

l n1cJ •!J todos los casos ª ,. sion sirve para que en · ncs entre El denominador de es ta expre I fin de que las comparac10 J • 

se exprese en una mis~a ebsca!ª· cso~oe se vean alteradas por las d1f<:r cn-
. t ·a de distintas d1stn uc1one ... as1me n 

. .; ----....... ,._.. __ Oilr_'?,l;.'tWl:lr;;1~¡t,¡r¡,1J!~:.~·~·1r· :~ 

PHOBABI LI OAC, Y D1Slfl1BUC10 NES OE PR OBI\B ILIOAO 73 

d i,pn, i, ,11. Co mo o-.l = ( Va r(XJJ112 será siempre posi ti va. el signo de a
3 

siern
rrc viene dado po r el signo de µ

3
. 

/fa s ta es te punto . hc111os cons iderado únicamente dis tribuciones de proba
bilidad univariantcs, pero no exis te hinguna dific ultad para ex tender el con
cepto de e~pcranza matemá tica a la s dis tribuciones que tienen más de una va
ria ble alea toria. Supo nga mos que tenemos dos va ria bles a lea torias X e Y con 
una distribuci ó n conjunta f(x, y ) y queremos determina r el valor esperado de 
cualquier fun ción de X e Y, por ejemplo, g(X , Y) . En este caso, 
(3.33) 

F/g (.\', })) 

{
5': ;2 g(x,.y, )f(x,,y,) (X aod Y d;~"") , •. , l • 1 

_c.,~ .e~~ ¡:(x._1 )f(x ._,)dxdy ( X a nd Y continua). 

Es to pued e genera lizarse para c ualq uier número de va riables a lc.1 torias. Algu
na s funciones de las var iables a lea to rias tienen un interés espec ial y las es
tudiamos en los teoremas que aparecen a continuación, que son muy importan
tes para la teo ría econométrica . Los dem ostraremos para el caso de dos varia
bles discretas, pero s u extensión a los demás casos es inmedia ta . 

Teorema 8. El valor esperado de una suma de variables aleatorias es igual 
a la suma de sus valores esperados, es decir, E(X + Y + Z + .. .) = E(X) + + E(Y) + E(Z) + 
Demostración: 

= ¿ x, ¿f(x,,y¡) + ¿ Y1 ¿í(x,,y1) = ¿ xJ(x,) + ¿ YtÍ(y
1
) 

' f f ' ' f = E(X) + E(Y) . 

T~rcma 9. El valor esper ... Jo de una combinación liltea! de variables aleato
'"'-' r.r igual a la combinación lineal de sus valores esperados, es decir, 

E(aX + bY + cZ + · · ·) = aE(X) + bE(Y) + cE(Z) + · · ·, 

b, c .. .. son cualesquiera constantes. 
.. .. ..,. ,,• ' "' Jri, Sr,,,; 
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E(aX + b Y) = 2 ¿ (ax; + by.)f(x.,y;) 
f / 

2 2 axJ(x, ,y1) + ¿ ¿ by1f(x,,y1) 

j J ' J 

a ¿ x, ¿J(x,,y,) + b ¿ y 1 ¿J(x,,y1) 
1 J J I 

= aE(X) + bE(Y). 

Teorema 10. Si X e Y son dos variables aleatorias independientes, el valor 
esperado de rn producto es igual al producto de sus valores esperados, es decir, 
E(XY) = E(X)E(Y). 

Demostración: 

E(XY) = 2 ¿ x,y,f(x.,y,). 
• 1 

Pero si X e Y son independientes, 

f(x ,, Y,) = f(x ,)f(y,) · 

Y por tanto, 

E(X Y) = ¿ ¿ x ,y1f(x,)f(y1) = ¿ x,f(x,) ¿ y¡f(y,) = E(X)E( Y) . 
f / ' / 

E s importante se ri a la r la diferencia entre e l valor esperado de una suma y el 
de un producto. El valor esperado de una suma es siempre igua l a la suma de 
los valores e~pcrados. mientras que el valor esperado de un producto sólo es 
igual al producto de los va lo res esperados si la s variables so n indcpcmlientes. 

El último teorema que . queremos presentar relati vo a los valores esperados 
requiere la definiciún de cornria 11cia entre dns variables aleatorias, X e Y, que 
se representa gcncral111c11tc como Cov(X. Y) (y, a veces, <Txr) y se define como 

(3 .34) Cov(X, Y) = E[X - E(X)]lY - E(Y) ] . 

El signo de la covariancia depende de cu(d sea la dirección de la asociaciún 
entre X e Y. Si se trata de una asoc iación positiva -es decir, si los valor,.,, 
pequcrios de X tienden a es tar asoc iados a los valo res pcquerios de Y , y los ,J 

lorc, grandes de X a los valores grandes de Y-, la covariancia se rá poúti•J 
Por otra parle, si ex iste asociación nega tiva -es decir, los valores pcqu ,·r'>- ~ 
de X asociados a los valores grandes de Y y viceversa-. la covarian,i., "" ' 
negativa. (Se consideran valores «pcquerios» los que son infcri,,rcs a l., '" ' ·' 
y valores «grandes» los superiores a la media.) Es decir, ~i c,i,tc ""' _, _ · d 

_ ____________ ..:;.,;..._ ~ ~~:-'f 

.,.... 
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P•"iliva ( .r - L: (X)] [ __ .· . 
por tanto. su productoy t~.Y d, }(Y)] tcndran gcncra lmcntc el mismo 

en cr a a ser pos t . . signo y, 
posi tiva. Pero si la asociación e . . 1 rvo, ong rnando así una covariancia 
. t . s nega tiva, [ i: _ E(X)] [ E ª ornar signos opuestos y O t · ~ Y Y - (Y)] tenderán 
esto en el signo de la covari~/a ~ti s(. producto será negativo, reflejándose 

. a igura 3-14 se ilustran estos casos. 

x -E(X )<O x - E(X i >0 

Y - E(Y) > O 
Y - E(Y) > O 

E(Y) -X - E(X) <O x -E(X )>O 

Y - E(}' ) < O 
Y - E(Y) < O 

o l<X) 

Figura 3-1-' 

Efectuada e ta · 
s mtrodu ... ción. podemos presentar el teorema 

siguiente: 
Teorema 11. Si X e Y son dos · b 

vana les aleatorias independientes 

Demostración: 
Cov(X, Y) = o. 

Cov(X, Y) = E(X _ E(X)J[ y_ E( Y)] 

= E(XY YE( - X) - XE( Y)+ E(X)E( Y)] 

= E(XY) - E(X)E( Y). 

Pero si X e y son . d 
m cpcndientes, según el teorema 10, 

Y por tanto, 
E(XY) = E(X)E(Y); 

Cov(X, Y) = E(X)E(Y) - E(X)E(Y) = O. 

r ~.1.., . . 
. 'l'n :1hr,e que - . 

, , . , . '1 pesar de que la indcpcnd · · · .' , ~-'·' tc·rn. fo co11trario 110 c.1· cierto. Rcsult · c;c1·al unplica necesa riamente co-
·~ .. . l.' 1 =- <1 y, sin cmhargo X y ª. ac1 encont rar caso ~ en los que 

L1 ú " trihuci<'in siguicn;c: e no son independientes. Considérese, por 

. r;~ 
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Valores de Y 
o 1 f(x) 

o 1/3 1 /3 
Valores de X 2 1/3 o 1/3 

3 o 1/3 l /3 

f(y) 1 /3 2/3 

evidentemente, X e Y no son independientes, ya que la distribución condicional 
y la marginal son completamente distinta s . Ahora bien, 

Cov(X, Y) = E[X - E(X)J[ Y - E( Y)J = E(X Y) - E(X)E( Y) . 

"' 1 1 1 Pero E(X Y) = 2 L., x,y,f(x,,y¡) = 1 x I x 3 + 2 x O x 3 + 3 x I x 3 
' 1 

Además, E( Y) ] X ! + 2 X ! + 3 X ! ' = 3 3 3 2 

y 

Por tanto, Cov(X, Y) =;- 2 x ~ = O. 

Las variables cuya covariancia es cero se llaman var iables no currclacionadas. 
La exposición que antecede ha tenido por objeto demostrar que la indepen
dencia es una condición sufici ente pero no necesaria para que se produzca una 
covariancia cero. En un sentido amplio, la diferencia entre independencia y no 
correlaciún radica en el hecho de que la independencia elimina la posibilidad 
de cualquier tipo de relación enlrc las variables, mientras que la no correlación 
sólo elimina las relac iones lin ea les. 

Como último punto, obsérv.:se que. análogamente a l concepto de probabili
dlld condicionada, también cxis1c el de esperanza co11dicio11ada de Y para una 
X d<1dll , que ~e define do la forma siguiente: 

(3.35) {
¿ yJ(y,jx,) 

E( YjX) = ' r: _1/(yjx)dy 

(}'di sc reta) 

( Y continua) . 

Es decir, la esperanza de Y condicionada a X es igual a la media de la di- tri 
bución de Y condicionada a X. Utilizando los valores de) cjcn1pk) an t..:r i.•r . ~ 
e!,peranza de Y condicionada a X cuando esta última toma el \·alor 1 "' 

O I l l 
E()'jx = l) = Oxl/3+ l x

113
, l. 

---------·---------------------a;;;a¡ ~ ~ ;a~r:r~ 
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L>d mismo morfo 

y 
ox.!2 + 1 x _Q_ = O 

1/3 1/3 
E( Y/x = 2) 

E( y /x = 3) = O x _Q_ + 1 x _!2 - 1 
1/3 1/3 -

mientras que la media de y no 
cond ieionada es 

l:(J') ~ o ,, {+1 x3 2 
J j' 

El. cunl·•:ptn Je c,pcra111~1 cundicio n-t(h , , , 
quier fun c itin (de val ,, r ún ico) d ·· }~ , c puede generalizar aplicündolo a cual
que · " · por e¡crnplo. ;:(Y) En este ca so, tenemos 

(3.36) ¡'¿ x(y,)f(.1·¡/ x , ) 
E[t( Y)/ XJ = ' 

( Y di sc reté!) 

r "'., g(1 )./(y /.\)d, ( Y co111i11u,1). 

La esperan za co11dicio1nda y la ' .. 
!ante · F[ '( Y)] .· ' , io eond1c1onat.Ja ti enen una diferencia impor

no es necesa ria-
· ~ .', s iem pre es una eon stanle 

mente con :; tantc y puede ser fun ción de, X .. pero l:[g(Y) /X] 

En el res to de l libro se cfrctuar;ín mu a m . 
con valores esp erados. Ello se debe a uf . enudo operaciones relacionadas 
de la s propiedades de las t.Ji str,·b . q estamos rntcrcsados en la obtención 
t · · uc ,oncs mues tra! ' S 
cnormente, és tas son precisamen te d' t 'b . e y, como se ha sciialado an-

d . , . · · 1s n uc,ones de p b b'J 'd . ores o es1ad1s t1cos de prneba y 1 . 1 ro a 1 ' ad de est,ma-
\·eniente para describir las ca:"ctc~~stv~ oreds espcrad~s s_o n ~n mct.Jio muy con

' H:as e estas d1stnbue1011es. 

l:.JEHCICJOS: 

.l-1. [numerar los elementos d e los espacios ¡ experimentos siguientt. muestra es correspondientes a los 
' 

l : 

Extraer (con reposición) dos b 
cas y 3 rojas. olas de una urna que conlicne 7 bolas blan-

1,, L1n1ar 
. una moneda al aire Y, si se obtien 

cruz se Interrumpe el experimento) e cara, lanzar un dado (si sa le 
1 ,Jracr carta, ú , b . . 

e una ara¡a de 52 naipes hasta que aparcz.ca 
una figura . 

, 1, ,n1.1, forn1:t\ di,1intac; pucd1.:n se . . .. 
) l "'"1,·rn ,up ,n · ., . nt .. rsc alrcúcúor Ú<: una mc,a 3 hom 

< 1cnuo qu, ) · - · 
e M no ~e 1n1plJnc n1ngun¡1 rc,1ricciUn ~obre 

a. 

t . 

, /),, 

¡; 
t ' 

¡ 
1 

I 

1 

i 
/ .( 

u;;q;;Mm.w:w .1§@lM{'.Mj)LJi 14!\I\M.f1\Q61$ti@/ 
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3-3. 

3-4. 

3-5. 

ELEMENTOS DE ECONOM ETRIA 

el orden e n que se cti,tribuycn; i>) cada muje r ti ene que estar sentada e ntre 
do, homb re, : cJ igual que en el ca ,o h) . rero la ducria de la casa in siste e n 
scnta r,c t·n el .\iti,, nlús cerca no a la cu .... ·ina? 

¿Cuá ntas muestras di , tint as d e tamaño 20 se rueden extrae r (con re r osic ió n) 
de una r o blac ió n Je 30 objet o,? 

Las rregunta , siguient es hace n refe renc ia a la, rr., ha hilidade, d e lo, resulta
dos de la nzar un dado. Caku lar la proba bilidad de a) obtener un núme ro par 
o un número mayor que 3 ; bJ o btene r un 4 y , a continuación, un 5; e) no 
obtener ningún 4 a l lan za rlo dns veces ; <l) obtener a l menos un 4 al lanzarlo 
dos veces; e) no obll'ner dos 7 a l la nza rlo dos veces . 

Considérese el siguiente conjunto de re sultados igualmente probables: 

S ={ l, 2, ... ,n) 

en el que 11 es un múltiplo de seis . Definir 

s, 
S2 
SJ 

{ 1, 3, .. . , (11 - 1)). 
(2, 4, .. . , n). 
(3 , 6, . .. , n) . 

Obtener las probabilidades siguientes: 

3-6. 

3-7. 

3-8. 

n. P(n), P(S 1) , P(S0), y P(S,) . e. P(S1 u S, ). 

b. P(S1 n SJ). f. P(S2 u S0). 

c. P(S2 n S3 ) . g . l'[S1(S2 n S,)J. 

d. P(S1 u S2 ). 

Representemos po r S 1 y 5 2 d os subconjunto, del espacio muestra! S. Dadas 
P(S 1) , P(S1 ), y P(S 1 n S2), calcular 

a. P(.51 u .S\ ). c. P(S1 n S2 ). 

b. P(S 1 n S, ) . d. P(S, u S2 ) . 

Su r o n ga m os que se pide · a tres niños que adivinen cuál de tres jarras conticr.t 
una galleta. Si el primero acierta , se queda con la galleta . Si no, se clin11 r~ 
la ja rra vacía y el segundo niño tiene que adivinar d ó nde está la galleta '
acierta se queda con ella y si falla se la queda el tercer ni,10 . ,_ll ay al ,, ., -., 
ventaja en ser e l primero, el segundo o el tercero? Dar las razone , . 

En M ichigan, las placas de matricula de lo, automóviles c,t.í n fp 11 n ., ,~,. -~--: 
dos letras seguidas de cuatro números . ¿Cuántas matr i.: ula, .i .. ,, ~, .. , r -~ 
formarse de este modo? 

-----------·-· 
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DE PROBABILIDAD 79 
.l-9. 1 lt:nrn, trar qu e ~ (ª)( h ) (ª + ") '~º i 11 - j = l1 ' ª· b > 11 . 

J-10. l ' n In, _ dat os corres pondientes a una ran c i 
tr1huc1on d e solicitudes d I g .. udad. observamos la siguiente d . 
d e emp eo no cualrf , d 1 . . rs-

e paro d e l solicitante : ca º· c a s1f1cadas según e l período 

Dur.ac i<Ín del 
pa ro (semanas) 
Pro r o rc i6n de 
so l ic 11 :1 nk,;; 

a. 

h. < ·a k1d:1r .-1 1 

o 2 

0.20 0, 15 

3 4 

0, I() o. ,o 

.5 

0,05 

6 

0.04 

7 

0,03 

8 

0 .02 

9- 12 

0.06 

\ :t nr d e Lt d t:,\ ia ción ,ta nda rd 
o., <k n ta d1 , t r,huci,-,n . y de la m edida de asimetría 

J-l 1. Si X e, una variable 1 .. · z - X ,. a t.:,L l oria con n1<.: d ia 
·- - (,\ - J.t )/ u '. calc ula r L: (Z) y Yar(L) .¡.1. y variancia o-'. Y definimos 

J-12. Sienúdo X una variable aleatoria con media 
µ . emos tra r que L(X ¡2 E µ, Y b una constante distinta de - µ < IX - b)' . 

3-13. Sea n X e y d os 
va ria bles a lea to rias, y _a y b 

a. Var(X + a) = Var(,n. 
dos constantes. Demostrar que 

b. Var( y + b) = Var( Y) . 

c. Cov ((X + a), (y+ h)J = Co\'(X, Y). 

J-14. _Cons_i dfrese una mues tra d e va ria ble, , 
rdentrc-a e independient .. 1• · ,\ •· Xz .. · ·· X.,. distribuidas de forma 

,. 1' 

cular (para i = . 1 2 e, ca, a una de ella, con medra 1.1. y variancia ~z. Cal-
' I• • •, /J e i ;é j) : V 

a. E(X,X'). 

b. E(X.2). 

c. E(X2 ) . 

d. E[X,(X, - X)]. 

r. E[ .\7( X, - X)J. 

f. E[X,(X; X)J. 
g. Var(X, - X). 

h. Cov(X,, X). 

l. Cov[(X, X), XJ. 

j. Cov[(X, X)J. 

~ , ·n,1dC:rcn,c Cre~ variah . 
,., ,,,,e- .\" no . ·. les alcatona.s X. y. z 
- " " p i · . c , tc currc lacio11ada con y e ; n . D cm os ira r que a) el hecho 
. . . :~ ".;'./,11:"c¡ _x v no esté correlaciona d~ con Z ~ l's tc correlacionaúa con Z 
~ , e , . e y , . . ú . • • h) e_l hecho Je que X sea·· . __ , " ' 'e <le /. . . ca JO cpendr.:nte de z. 

no implica que X sea in-
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;J-J6, J)emostrilr que 

, ) (') , , + .. . + ( - 1y - 1(r - 1)/J.' 
f+r = µ. ; -j- (- l) ' l~ fL; . ,,,, +. •• + ( - 1)' Í /L, . ¡/l 

p:irn r = 1, 2. 3.--:. ~I ¡:aso oenera l result a demasiado difí cil, demostra rlo 
(Si la ¡j~mostr<1c1o n pa ra " 
p¡¡ ra r = l. i.. Y 3 ·) 

d . ·b · · conjunta de X e Y: 3.17, Con,idfaese la s iguiente 1str1 uc1on 

¡¡. 

b. 
r. 
d. 

X 
-- - ---- --------

- · 2 - 1 o 2 

)' 

J(l 

20 

0.09 0. 1 S 0.27 0.25 0,04 

().() 1 0.05 0.08 o.os 0,0 1 

Calc 11l a r las di strihuci, ,nes marginales de }( e 

Calcula r la di stri buc ión ck X cn1H l1 : 1ona'.la a 
l~J i.:ar ~i ex iste co rrel ac ió n en tre X e l . 
Indica r si X e 1' , 1,n inde pe ndiente, . 

) '. 

r cua ndo y = 20. 

. . los roycctm de invers ión . E l proyec to A 
Una empresa ti ene 4u e ekg1r entre _ e . . p . t . ne e· x·1to o una pérdicb de 2 000 

r. · 1 ,o 000 cl11l a rcs s1 1c · • · 
prndi1ci r~ un bcnc 1c1o 'e - . r.n · celo 8 produc irá 25 000 dólares s1 
¡lótncs si fracasa, m 1entííl~ que()Qel . pf Y a •a probabilidad de que el pro-

. . · d da de S O s1 racas · ..., . . d 
ti ene ex1to o una pe r 1 . b casos Hallar esta probab1hda sa-

. · 1 misma en am os · · ·d yecto tcn{la ex1to es a · . . d los dos proyectos se cons1 eran 
hiendo que, en base al beneüc10 espera o, 

equivalentes. 

-- ·-· - -····-·-··--------·------------------------·-- ....,, .. , 

Obtención teórica de 
distribuciones muestrales 

Capítulo 

4 

L1 11i.,ii," I' 1r.1 ,L·.li , .11 ,·I ,·,1¡,i 11t! ,i 3 a l ,··. 111di ,, <.k h pro h:1hi lid: ,d y las 
d h lt 1L11 c i"n ,·, ,k ¡11 , d 1.1 l, il :d.1 d ha , icJ " l.1 :-i..:c,· -i,hd d ,· di , ¡H111e r J e: in s trumento s 
qu e p l...'. r11 1ilJ 11 b {lh 11.· 11 l· i1111 t\.·,1r iL. 1 d 1..' l.1 -, di , t1 d ~u 1...· 1t ir 1.,; ·..., 111ti..::-. 1r ;t\..~..¡ Jt: lns c:-.t in1a

J ,,rc, y lu s c: , t;,di s tic, ,, ck ¡ir u,·ha . ;i •. i Cll ll lll L1 ,·ili1 ,ir la e , ,r1 q 11 ..: 11 , i, \ 11 <.k l prncc,o 

y 1,,-; rcs 11l1 a d ,is J e J.1 c , 1i11 1. 1c i, ,11 y l..1 c<' 11 i r;1, 1-1c·1im J .~ h ip i, te , is . 1'11 <.·s tc ca pí-
1uJ,i va m o •; a uti!i~ur la teo rí a d e la p rnb. 1h ilid:1d pa ra tlbt,· 11 ,· r \' ;,r i,1s di ,a r ibu
¡;j¡111e, 111u .::, traks. Co1110 }ª se cx ¡,licú u 1 la ,c tx iú n 1.5. 1:.i s ,fr. tri li uc i, ines 
111 11 cs trak., pu eden ohtennse L' Xp c rim e nta l o tcéiri.:a me n tc . En e l enf,)<¡Ul' CX· 

pcr im e 11ta l, se co n str u ye la po h laciC,n y se C:\ t rac: n de e lla un g ra n n tüncrn <le 
mu cs tr;1s, cada un'1 d ,: la ~ c uaks no s p ro po rc i<.lll a 1111 va lo r del c '-li1 11ad c r o e s ta · 
dí stico <l e p ru cb,1 qu e n_u, int e resa. La <.fr, 1rih1;i.: ión de fr ceu ..: nc ia ,. d e e , tos 
va lo re:; co11 s1:tuyc una aprox ima <.:i,in a In di s tri buciú n d e p robabili d ad q ue 
hubi i scmos o btc'llido s i e l núm ero de muest ra s h u bie se s ido infinit o en luga r de 
grand e . E , tc: e nfu que c xperi 111c11 ta l prese nta dos graves inc01n c 11i ent e,. FI pri
mero d e: e ll o s es que d e be mos co nt en tarnos con ap roxi111ac in11,· s . e n luga r de 
obte ner l:.i fom1a exac ta de las di , trihu c io11cs mu e'-\ ra lcs . y d seg und o es que, 
en sentido c,tric to , !os resul tados o btenidos so n ap li cables solam..:nt e a la po
blació n conc rc la e n la qu e se ha lx1sa dn e l experimento. Las di s trih1 1c io nes 
mucs tralcs obte nida s de fornia te<',riea no presentan ninguna el e es ta s d os di
ficulladc, y, por tanto. son cla ra m e nte s1 .. p c riores a las obtcnid as de fo rma 
c,pcrim ent.a l. E l únic:o p ro bl ema existen te para u tili za r el enfoq ue teó rico es 
q ue és te pu ede: no fun c io nar e n todos los ca:;os -en e l se nt ido de que nues tra 
h.i bi liJ ad y conocim ien tos mate m á ticos pued e n ser ins ufi c ie ntes para o btener 
i._,, rc , ultados deseados- . Esto suced e d e fo rma e , pcc iahn ente frec uente en re
~, .,\n a los es tima d o res de los s is tem as de re lacio nes económ ica s, como ve
, ;r:i,,, en el capítulo 13. 

En c\\c ca pítulo nos limita remos a la obtenc ió n d e las di s tribuc iones mues
': ' 10•· de b media y la propo rciún de aciertos de la mue, tra. E, tas d os di,tri
~.:" · ~, , y:i , e han obten id o de forma experimental, p a ra p o blac:io nes c , pe

' ' '·. en d capitulo 2 y ,e puede n o bt ener 111atc111át iram e111 e para cual4uier 
·n " n ¡:ran dif ic ultad . Má s adelante, cuando s urja la oca sión, c.\ludia

• • , • • 1 · : •· lr ~, ,Ji , lr ibucioncs mu\!~lra)cs. 
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, 1 . \ ( 1 1\1 · • 

• 11 !•' • ¡ , ! tJ4. l Di~i"riltuciún muestra! de la proporción de aciertos ,de , l,a ,m.uqlr,a: 
.u ,b,,.,fütrifmcifín. hinomial ., , .... , .. ... , .. .. ,\, ,, ,, , , ... ,,, ' 

. t L .J " "l \"" ' 'i''"" , .ti Co n,ndl:: 1'1:\110, ti a po w1c iún en la qu e cada uni ¡:Ja¡:l se p~1cdc _qla~j(ica r de 
,a~~cr90 cpn el.l1cc\1 0 • de que posen tf rio tlri ' at'/1\Jüt,; dc tc}r,i ¡na90. íf,11 1pohla
_fi(1n , _puede 

I 
SCí !Íinita o: infinita. ' ~j ' n"ó 'c°S ln'(_i. ~'j\',;: 

1

S~[l0,;l\Jr e11,l\JS \ [II C, ,ti CX ll:, tC( 

.I.Jn¡\ r11uci, tra . . rnJa, ,unid ad •cxtra1cJa ·se ·cJd ,uc,lve_ ~,~,te, .'ie n 1racr una .m,c,·a 
,\1{11dacJ .(e¡; dec ir,: efc:c tu:.tn\ US i\1U C'> frco con rq1os,1_c,1•ll,1)· ,I_<,) cu ;i.J _1111 p J1 ca <.J lle JlO 

rexiste iningún lím ite respecto ¡\ J'' tan'i:iiío dé' la 1l1u-:stra. ¡L.as unidades 4ue posean 
el •a•tributo"cohsü.ll:rado• rccibi\\ h "el ' non\br; · 'i¡; ·;,ci~·r;os. 

0

y i~s · .4.i;e no lo posean 
-se denorní narart 1/d/lds. :co·11_i'ó '<f.r:')J?N ,c.~.~c.r.é,t_9·. p .o1c))lQS pensar 4uc consid e
ramos L\' j\obl:k it'.i n adulÍa ye /os / ·\_tay_</S µ 11¡¡,yq,, .e/) µf) 11)0/)) Cl)lO Je liclllpO 
tktcrmlrlallo '. V ·l¡U~ éi 'a't'r ihuto l¡\, c nc i~· in tcrc,~ es !e ¡¡_ccl¡<l de que un individuo 

. 
' 

,.1 1 • 1/ ' 1 ' " ¡ ,,,., .. ,. ,, 1 , . ,. ' . 

tolrib"c'.J.fe o rio" o l OllK rª c.x raccVm ,e.j e flíl inlliyiduo yue toma café se con-
\:i'd'c;a' )'11~ ~~:ct)t ~I lfq.e ~¡:~ 'in'.~(y¡~¡.¡q ~,¡.¡e ni:i !PílH p¡ f ~ S(l considera un fallo. 
~hg'uai c¡·uc en Iª secc ión 2. ¡ t¡ ~arcn1qs I<! ílA\~¡:i0n &iguienlí1 : 
A l 11:i1.1 I , 11 . · , 11 . \ · ., , 1,, 11 . l .. , ... 11 . 

PN'i\ = P,, q, P¡([¡)¡ = 11- n, 

y~, q Uf I'¡. c_s . <~!:?, 5?>,; A · · 9Pt\f11,¡;ª~?~ . ªh?~~. lt~. c!iNiRWr.Í'iH"l'rs . rmi.Ystrnlf,s . e\\;_~ y, 1( c;.orn:sRondicntcs 
ª., ~w::str~.~ A dl dj1tim?. ' l1'-P.W:f\9, A11 c,i<j~\iL l\.lW., <;_qffA.S{lQI\Qf.í\Q~. el.e. uno ' a, uno 

e~mr?'\ Yy°i1: : .t~1.?.t,ª\1~r.C.~?.At q~,r, 

;¡ = ~\ o,, 

____________________ .;__ ,,;,:... 

r 
l 
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l.1 d ,s tri bu.:i ,,n _para X y ta mbie' n p·1ra A A l ' r-. presenta r cada distr"b . · · ¡ 
culará n los va lo res de X su probabil .1dad y lo I d ' uc1on, se ca • . · , s va o res e x/(x) y -f/(x) 
~arios para caku lar la media y la variancia. • necQ, 

Dis1rib11ciú11 muestra/ con 11111cstras de tamaño ¡ 

Número de 
ac icrlos : 

X 

o 
1 

Suma 

Media y var ía ncia de x: 

P robab ilidad : 
/ (.r) 

/'(F) = p 
l '(S) = r-

E(X) = L x, f(x,) = rr, 

' 

x/(x) 

o 
n: 

n: 

Var(X) = E(X 2
) - [E(X)J2 = f, xU(~ ,) - q>,/(-l" ,))" 

= 1T - 11"2 = rr(l - rr) = rrp, 

Media y variancia de -n : 
E(TTA) = E (~,r1 ) = E(X) = rr, 

Var(11) = 1/;¡r(f,) = V.ar(X) = rrp . 

Distribución m111?stral r:011 m uestras rk l.4m.<1ñ.o 1 

Número d.e 
aciertos : 

X 

o 
1 
2 

Proba bilidad: 
/ (x) 

P.(F)P,(F) = p2 

P.(F)P,(S) = 2~p 
P,<SW,(S) = ¡,;2 

Suma ,(p + r-~3 = a 

.r;flx) 

'· ,O 
2n:p 
.2~ 

.2r.(p ¡/- r-) 

o 
n: 

~2/ .(.r;) 

{J 

_2-,.~ 

•r-2 
2Tti(p + 2r- ) 

< 1 ' ·~ér , c,c 
, .. , , , ,. •n c~~~ 5tº. se ,puede -obtener <~ningún acier,to» ~ ,ta.nto Ja ,Prw¡c.ra .ob-
• . ', . ulwJ ' o a segu_nda son ,folios. ,Como cada ua.1 <rl ,1<d e.'1.Lraícla es a;k;i.to ria 

· ' de la primera y segunda b · · · · ' o servac,on son .iodcpcod1cntcs ·Y, JPOf 

¡ ; 41 
¡ 

,! 
¡¡. 
¡, 

¡I 
'i. 
1 

1: 
1 
1 

11 
I! 

li 
11 

I¡: 
I ' 

ll 
/! y 

l 

i 

11 li 
1: 
1 
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1 , , , ' ' 11 0 •, I •• 1 

lo ta nto, , la pr~b,f bilida
1
d 

1
de ~.ue .~P.~rczc~.n pos I fal los es , igua l al producto 

?V:f '.V':>, ,I~l ',ri)_i ~!no ra z~nami~r¡ to ~e ~p lic,a .a 11.a prpb¡¡bj li<:lad de que apa rezcan ·l?s }~1~r\o~ $\~ S~\b~ rgo, <\\-1!1 .AG rs~t9 } ,11!1 1f;:\j¡9,¡> se 1pµ cdc;n ,obtener de .'dos 
.?,~~~s .~,rs,\',\li'i1~· ,Y\l ~e¡i ,\\~ ~'i",r¡\9 ~~g11i~o .11.e ,\Hl 1foll9 ,o ,un fallo ,en 1pr,1mer 
y,~~r y ,Y,? .\l.c,iy,t<;í ¡i 5,o,r;\ t,im1a,c;iq~1. ¡l,9;; ,'i\o~ ,re:m\la~os ~e ,e.11.0\uycn ,mutua.mente, 

,~§ .W,9..?,9 ,9,yc 1~\l p,r.~l;>i1tl;>,i\~~í1.~ ,c¡\_e ,\W ,í\_c;i_c;rt~9 y ,\W ~íll\lo ,es Pt(~)RlF') ,1- P,<F~(S) 
~ f8m.9 ~.e ¡l;i¡i lfNhc.?-.~il · 

~9~ 1 ~.?-riwcií1 ,,fe ~ : 

f (t) = 7rr{,r t Tf) = 7.TT1 
Vsf(,n = 2;r(p. + 217) - ihrJ 2 = lTTp + 41r~ - 41r~ = 2rrp. 

Mt9Íil ~ HíiffílFiff íl!! 7í: 

f;(fi) = P(i) = rr, 

V11r(ir) = Yilí(f) = ! Var(X) ( &egún el Teorerna7) 

=T· 
Pi~lritiw:fr5.f1 mHf?.Hrni r~n m1wHrn~ J¡¡ l@miio 1 

N~m\!m íl\! 
l\\:Í\!f\l:\S.: 

Q 
Prabl\biliclad ; 

t(,ü 

Q f(SW{flP(f) + ('(flP(S)IV) + P(f)P(F)P(S) = 3np~ 
\ f~S)f'(.,)f(fl + r(SW(f)f'(S) + r(fll'(S)l'(S) = 3n1p 
i P(flP(F)l"(F) == p1 

Suma (¡:1 + -af = 1 

xf(x) 

. f(,n = 3.q.2-rr -1- 6P,'TT.2_ * 3,r,"' = 311:(q? * 41?·"' ,. ,,.2) = 3,,,(,9 -+ ,,,)2 = 3,.._ 

X~~(X~ = 3,q.2-rr -t U,o,,:2 -t %ro"' - (3.11:)2, = lq.2-111 -t U,9n2- -1r 9mi2(.,,, - 1) 
' 

~ ;\<¡>.21T.-t ~?:p11:2 - 9,qn,2. = ),9,r,(p. 1r 4111 - ),,,) = )qm. 

~ ~ ',(,MÍ¡¡,W,ia, QII. i: 

4(11,), = iH) = "'· 

Xa.r.,rr), = \:'a.r.H) = ~, 'úr.tX)1 = ~-
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l\,Jríamos segu ir con este p roceso utili za ndo 
p.:ro los resultados ya son evidentes . las b bTd muestras cada vez mayores, 
aciertos en una muestra de tamaño n ·vien::~a~ JI adels de ob~ener O, 1, 2, .. . , n 

as por os términos (p + n)" res-

Cuadro 4-J 

/(x) 
,e Tamaño J ------ Tamaño 2 Tama· J T no amaño 4 ... Tamoño " 
o 

2 

3 

4 

n - I 

n 

p 

'TT 

p' 

2prr 3p'rr 

Jprr• 

.,,.o 

p' p" 

4p' rr (;') p' · •.,,. 

6p2.,,., G)p· ··.,,.· 
4prr3 (;)r" -a.,,., 

.,,.. (;)r" -•.,,.• 

( n ) prr" - , 
n - 1 

rr" 

pectivos, es decir la llamada expansión bin . 
forma resumida las distribuciones d . X onua/. El cuadro 4-1 presenta en 
trales. Obsérvese que el primer el:m co rrespond_ie~tes a varios tamaños mues
cribir también en la forma cnto de la ultima columna se podría es-

" (") p = O p"rrº, 

Y el último elemento de '. ta misma columna, en la .forma 

"" = (:)rºrr", 

P'.~ l.Ulto. la probabilidad , 
de obtener x aciertos en una muestra de tam -

, , , 1 anones 

f(x) = (:'.)p• · "rr", 

1' 
1 

1 ! 
1, ¡, 

¡; 
1 
1 

/' 
I! ¡ 
! 
; 

1 
!, 

1 i 
/! ,. 
/ ! . 
1/ ¡, 
/1 
/1 
'· 
l.• 
! , 

i· 

i 

-i• • . ,. 
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D el mismo modo, la probabi lidad de o btener una proporc ión de aciertos 1t 

en una muestra de tamaño n es 

(4.2) 
f ( 

11) . . (7T) = ,., r" ' 1 - ,t)7T11 ."'1 . 
lr TT 

E stas probabilidades se pueden interp re ta r como los límites de la s frec uenc ias 
rela tivas . es d ec ir, las frecuencia s q ue se obtendría n s i tomá semos un número 
infinito de mu es tras de cada tama1io. La s di stribuciones defin idas por dichas 
~robabi lidadcs son, pues, las verdad eras (y exactas) di stribuc iones mucstral,es: 
~4)) de(ine la di strihuc ir',n muestra) del núm ero cJe aciért,o.s, y · ~4

1
.2), li1. d.istri_l?.1,1,-

~i¡>9, rr¡u~straj , de la p wporciún d e •ac iertds.' · ' ' · · 
.l;:I cálculo . de las p rohabi li dadé~ indi vidu ales de l\t di st.riquci i'1n bino mial re

sulta muy labor ioso a menos que e l ta111a i1 0 Je la muestra sea mu y pequcrio. Si 
se utiliza el triúngulo d e Pct1·rn/ (figura 3-3). que p ropo rciona los va lo res de 

(';) • (~) ·, (~) •
1 

etcé te ra . 

para cada 11, nos a ho rramos parte de l trabajo, pero es posible eliminar todos los 
cálculos si . utili zamo~ la s tablas de probu/,i/idades binomiales que nos dan las 
prob~bp ldades correspondientes a los distintos valores de 11 y 1t 1• Para los va
Jo'rcs .!iramks .d e 11, ,es p osible o btener una aproximac ión razonablc1i1cnte pre
ci~ii ele ·1a · di strib11ción binomial, pbr medio de · la llamada dislribución nwmal 
(stlJ vo er ' si ~qsq ,·\;ll ,CJUy , ; .CS lllU)' pequeña y 111t St rhantiCllC con stante CÚando 
11 ti'cifk a ,,ii1f~ni\o). E;:.ri 11a secció n, 4.2 .es tudiaremos esta aprn~ima~ión de forma 
ddalla'da. 

1 1 1 , . ., 1 · , , , 1 ·, '" · 1 
' 1 · 

1 1 \ 11 1111 1 . , .. • 

' 'Obt~ng;únos ahora las características básicas de la distribución muestra) de 
X ~ U~1 r: ' 'En espcc~I. nq~ interesa la ,media, la varlantla 1y la asimetría de di
chas di~vibuciphes. J r ,);1 ¡;ua<lrn. 4-2, se rcsumerl ' la 'n1ediá ' y 1~ variancia co-

. \ .\ • . • • 1 1 1 ' l • • 1 1 1 ! 1 ! . t ¡ ' ' 11 ' ' . 

l.l .. Di<ha~ · t~blas ~c' éncLc/11,J n -~~ ·~1'g~nos manuales de estadística . entre clJos, fohn E. 
Freund , Matlzematical Statfstics . Englcwood Cliffs , N. f., Prentice-Hall . 1962. 

1 \ I ,, : . ' \ l .. 1 1 1 T 

Ct.iadro ·4-i 

. 
• \. ,. ,.t , .i • 

Tamaño Número 
muestral aciertos : 

1 1T 

2 2rr 
3 3rr 

n n-rr 

de 
X 

Media 

Proporción de 
aciertos: ,i: , 

1T 

1T 

1T 

1T 

Vari.ancia 

Número de 
acicftos: x 

nrrp 

Proporción _de 
aciertos: re 

'"P 
rrp ' ~ 

" f' _l 

p ~ . 
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rr c' ' f" H1Ji i: ntes a las mu es tra s de tama1io 1 ~ . . . 
muc" lr~s de tamaño n resulta inmediata ', 2 y J. La general1zac1~n para las 
gcm:ral1zación sin gran dificultad · ,sena P0s1bl<': probar la validez de esta 
número de fa s tidiosas operacione~ ~~;:br:iiaes"1ostracwn acarrearía _ ~n elevado 
la medida de asimetría podemos tT y, por t_anto, la omitimos. Para 

• u I izar C!.J, que se defme como 

- ¡.<,3 
ªa - ,(¡Lz)" ' 2 • 

en .la que µ, es ,la .vatiancia y ¡ es ¡ 
la mcdi¡1. ,En .este .caso, se ,pucd~ Jde1~1:~tr:1:mento de tc~c.~r orden rc~p~to de 
a:,. tanto iPilrn 1la dislr.ibuci .-,o d. X , \)lle ,la .c~prcs1on .cor.respondiente a 

· ' ~ · e i;omo ,para ,la .Irle 1t. es 

(4 .3) 
2p - ,1 

CC3 = - - -· 
v nrrp 

En el cuadro 4-3- se ,resumen ,las características ,básicas d 
muestrales. e las dos distr.ibuciones 

Cuadro 4-3 

Caracte rística 

Media 
Variancia 

«o (asimetría) 

,Distribución 
de X 

nrr 

1mp 

(2p - 1)/v ,mp 

,Oislribución 
de it 

1T 

7rp/11 

(2p - 1)/ v ,mp 

En esle momento disponem r~ de u . . 
ción mues tra! de it para cua/0111· n_ conoc1m1cnto completo de la distribu-

/ 
. · .., ('T para metro espccT · d 1 

c1" 1 quier mues tra de tam - · 1 ico -:t e a población y 
' ano 11 , Y por ta nto pod b 

cretas respecto a las propiedades. de n: (la . r em?_s o tenc~ conclusiones con-
tra) como estimador de 1t (la r . , p oporc1on de aciertos en la mues
Icncr un acierto, en la p . ·,1a~i;~or~n de_ ac_1ertos o la probabilidad de ol>
¡¡u,cntes · s prmcipales tonclusiones son las si-

l. 

1 

la media de la distribución 1 - . 
población '!t. Es dl'cir - mues_t~a de '!t . es igual al parámetro 
1 1 d . . . , . ' 7t es u11 e.Htmador msesgado de 
- csv1ac1011 standard d I d" ºb '!t. 

e ª istn ución muestra) de it es 

de la 

,, 
Ji 
1¡ 
11 
11 
/1 : 
1;. 
¡ ¡ 
J l; 

¡;. 

¡;, 
¡/ : 
¡;. 
¡ 

I 
' ! 

I¡ 
¡; 
p 
¡· 

/. 
1 

J ; 
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UH 

J. 

4. 

5. 

.. 6. 

y. por ,tanto , )a di stribu ción se J1 acc cada vez 111 ;'1s concrn trada a mc
,qicJ~ .r¡.ue ;;tUI)lCJJla cJ 1ama1).o d e la mu estra . E ste hecho, unido a la 
~oncl¡¡, iún anlcrio r, impli c;i qu e ii; r s 11n ,•slinwJur cu11sistcnte de 1t . 

L.a fórmula co rrespondiente a C' indica que la dis¡)('r.1i<Í11 de la distri
b11ció11 11111esrml de it (medida po r s1J desviación , landard) es inversa
mente proporc ional a la raíz cuadrada del tarnaiio de la muestra. Po
derno s consid erar e\ te hecho de la forma siguiente : tomemos dos mues
tras, la primera de ellas de tamaiio n. y la segunda de tamaño '211. Si 
utilizamos la fórmula adecuada, que aparece en el cuadro 4-3, tenemos 
que 

a 7/scgunda muestra) 

<r 'Ít(prirncra rnuc'1ra) .¡ p/ 11 ./2 

(l 1t(pri111era mu es tra) 
es decir, C' 'Ít(scgumla muestra) = ----------

./2 

En otra s palabras, al multiplicar po r k el tamaíio de la muestra, la 

d esviación s tandard d e la distribuci ón 111ues tral qu eda Lli vidida pur .,Jk. 
Dad o el tamaiio de la muestra, la di stribución muestra( de it tiene una 
disf)ersiún máxima cuando el parámetro de la población .i: es igual a 1 / 2 
y una dispersión mínima cua ndo 1t es O ó 1. Esto se deriva del hecho 
de que O s 1t s 1 y, por tanto, 

es 111ax1ma cuando 7t = 1/ 2. y 111u11111a cuando 1t = O ó l. En realidad, 
el valor má ximo que C' 7t puede tomar es 1/ (2 ,_,/11), y su valor mínimo 
es O. 
La asi111C'lría d ,: la disrribuci<ín 11111cstrul d e it es i11ver., a111 ente pro¡ior
ci,mo./ a la raíz cwulmda del ramaiio de fu 11we.1tra. Ello se deriva. ló
gica mente, d e la ecuación (4.3). 
Para un tamaño muestra! dado, la a simetría de la distribución mucstral 
de f; es mínima cuando 1t es igual a 1/ 2, y es máxima cuando r. toma 
el valor O ó l. De nuevo, esto puede verse a partir de la ecuación (-t.~l : 
a.3 es cero cuando n = 1/2 y toma un valor máximo cuando 7t c.~ ccr<' 
o uno. 

Estas conclusiones se han obtenido mediante la ayuda de la 1,· , 11 i., .l r \, 
probabilidad y su aplicación es totalmcnt.: universal. l'n la , ,·c,i .-,n :: 1 1

• ' · , 

mos de obtener la di~tribución muc; tral de * a p.1r1ir de un C\r-·r ,,,. ·~· · ' 
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!.,,·i,>nad u C<> n una pobl:•.c i1in co n __ O 7 . 
m;ir 100 mu i:s tras d e tan1º1·10 _. Til.00- . O. CI e.x.·penme nto consis tió en for. 

' " • Y mues tra s de t - 16 1 permitiero n co nstruir di sti ibuc io n ,
5 

el f .· · . aman o , a s cuales nos 
I) e e rcc uenc ias (una para cada t -

mu estra que supusimos se aproximaban a las verdad, . u· .b . ama no 
tra lt:s. Los res ultados nos permi t . f 1.: ra s is tn uc1o nes mues. 
dis tribución mues tra! de p a. .1erol n . e cctua r generali za ciones acerca de la 

7t ' 1ª cua quier 7t Y cuak¡ui ' r t·1m - 1 
este moment o podemos, en primer 1 ,. . b e ' ano muestra . En 
fin de e studiar en t¡ué medida la · L~gar, _~uinpro ar aquellos resultados Con el 
mental se ajusta b·1n a las dis trib ~ is trr '.Jc1o ncs ob1cn1das de forma cxpcri-

, uc1o nes tcurrcas y en segundo ¡ T 
o re~utar la valid ez de bs generalizaciones. , ugar, ven icar 

Compa rcm ns en primer lugar la . d . ·t ·¡ . . 
y sus caracter b tica s. s is n iuc,oncs expcrnncntales y teóricas, 

DistrifJ11c.ió11 muestra[ 
lados corn.:spondicntcs con muestrus d e lllmo.iio 4 (cuadro 4-4). Los rcsul-

a las proba bd1Jades obtenidas de forma experimental 

Cuadro 4-4 

l'rupo rción de /(f,;) en los 
aciertos: 1t experimentos 

-------- ·- ----- ~ -;::---____ f:_(_:_ft:_> __ ,c_ó.:_":::·c.::_• __ 
0 .00 0.01 
0.25 0 .06 
<r.50 0.28 
O. 75 0.42 
I.OO 0.23 

Media 
Desviació n Standard 

0.7 
0.2233 

0.01 
0.07 
0.26 
0.41 
0.24 

0.7 
0.2291 

son. las frecuencia s relativas del cuadro 2-1 La . . , . 
tuvieron a partir del libro de í-rcund i . s p~obabil,dad':5 teoncas se ob
calcularse de la forma siguiente: • tomando solo dos decimales, y pueden 

/(O)= (41~!)co.J)'(0.7)º = (0.3) 4 = 0.0081 ; O.O!, 

1 (Ü (3 ~i ,)co.3>3(0. 7) 1 = 4 x co.Jp x co. 7) = o.01s6 :::: o.o 1, 

1·'• .J . !ah/~ 1. 

¡ 
1 \ 1 

1 i 

I! 
/1 1 ! 

r '. 
! 

'· " 'i 

1¡: 
1' 1; 

i/' 
/¡ 
¡; ,, 
i/ 
/1 
1! 
/¡ 
¡, 

ii 

1 t 
/· 
J 
j ; 
1; ,, 
I' ,, 

;! 
/. 

/ 

ll 
fi 
n 
' ,. 

¡; 
1,: ,, 

' 
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Distribución muestra/ con muestras de tamaiio 16 (cuadro 4-5). Los resul
tados correspondientes a la s probabilidades obtenidas de forma experimental 
se han tomado del cuadro 2-2. Las probabilidades teóricas tienen el mismo 
origen que las del cuadro 4 -4 , tomando nuevamente dos decimales. 

Es evidente que las resultados experimentales describen con gra n preci sión 
las di stribuciones muestrales; los errores son muy pequciios, y es mu y poco 
probable que tengan importancia. Por tanto, en este caso. la , di stribuc iones 
basadas en 100 muestras se aproximan mucho a bs qu e se obtendrían a partir 
de un número infinito de mu es tras . Además, las generalizaciones efectuadas en 
base a los resultados experimentales --es decir. insesgadcz, consistencia, varia
ción relativa de la d esv iación standard, y di sminución de la a simetría- res ultan 
ser correcta s todas ellas . Sin cm bargo, si los comparamos con los resultados 
teóricos, los resultados experimentales e<;tán en desventaja en dos sentidos. En 
primer lugar, no nos proporcionan ninguna fó rmula para el cálculo de la va
riancia, la medida de a simetría, ni, naturalmente, las probabilidades individua
les. En segundo lugar. y ello es mucho más importante, no tenemos ninguna 
garantía de que las generalizaciones efectuadas a partir de las distribuciones 
experimentales sean válidas en realidad, ya que los resultados de experimentos 
aislados no pueden probar conclusión alguna, y pueden só lo sugerirlas. 

Cuadro 4-5 

Proporción de /(fe) en los 
aciertos : fe experimentos /(fe) teórica 

o o o 
1/ 16 o 0.00 
2/ 16 o 0.00 
3/ 16 o 0.00 
4/ 16 o 0.00 
5/ 16 O.O! 0.00 
6/16 o 0.01 
7/ 16 0.01 0.02 
8/ 16 0.05 O.Oj 

,· 9/ 16 O.JO 0.10 
10/ 16 0.17 0.17 
11/16 0.21 0.21 
12/16 0.20 0.20 
13/16 0.15 0.15 
14/16 0.07 0.07 
15/16 0.03 0.02 

1 o 0.00 

Media 0.7006 0.7 

Desviación standard 0.1191 0.1146 

~----- ---- ------.v.~.......,·~t•w.••••=-----· -
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-L? La distrihuciún normal como caso límite de la distribuci1ín binomial 

l :n" d e . !"s resultados de la secc ió n 4. 1 fu e el desc ubrimiento de que la 
d h tr1buc1 o n b111om1al tiende a ser cada vez 111:ts s imétrica a medida que aumen-
1.1 11 (el tama 1io de la mu est ra) , ind ependien temente del valor de ;-;. Inclu so las 
di stribuciones en la s que 1t toma un valor próximo a cero (o a la unidad), que 
so n muy asimétricas cuando 11 es peque1ia, tienden a hacerse simétricas cuando 
11 es mayor. La figura 4-1. en la que se representan las probabilidades binomia
les co rrespondientes a 7t = 0,10 para di stintos valores de 11, demuestra este 
resultado. Obsérvese también que, al aumentar n, los puntos son cada vez más 
numerosos y la línea que los une se hace cada vez más redondeada. 

f(x)~ ¡-
O 25 

11 = 20 

0.20 -

Figura 4-1 
20 X 

En este apa rtado ampliaremos e~te concepto afirmancio que, a medida que 
n_ !iende a infinito, la dis1rilmció11 binomial se aproxima a /a llamada distribu
cwn normal. 3 La dstribución normal es una di stribución continua cuya densi
dad de probabilidad viene dada por la fórmula 

(4.5) 
/(x) I e -< 112Hcx - µ.)/0 J'l. 

, 12na 2 ' 

,l·m'~ Est~ demostración se encuentra ~n muchos libros de texto de cstndística. Una 

4-~ , ~;; nc,on. relativamente simple es la que aparece en G . Udny Yulc y /\l. G. Kcndall, 
oduc/1011 to tll<! Theory o/ Statislics. Londres, Charles Griffin, 1950, pp. 177-81. 

¡, 
¡· 
1 

,, ,, 

,, ,, 

'· 1 
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ea la que r; = desviación standard de X. 
µ = media de X. 
1t = 3,14159 . .. (no debe confundirse con el parúmetro el e la po-

blación 1t), 

e= 2,71828 .. 

En la figura 4-2 se representa gráficamente una distribución normal, y se puede 
ver que la distribución es simétrica alrededor de la media µ y se extiende 
desde _ oo a + oo. Algo más adelante se estudian las demás propiedades. 

El hecho de que cuando n tiende a infinito la distribución binomial se acer
ca a ]a normal significa que. en realidad, cuando n es grande podemos utilizar 
la distribución normal como aproximación a la binomial y, en este caso, si 
11.:imamos X al número de aciertos en la muestra, podemos escribir 

(4.6) /(x) = _1 ___ l_ e - <112i1<x-nni1,/ñ,ip¡• 

V1ff VÍmp 

,· 

--=--A~ /J X 

Figura 4-2 

va que la media de X es mt y la variancia es ,mp. Del mismo modo, si n es 
gtande, la función de probabilidad de la proporción de aciertos en la muestra 
(it) se puede representar mediante la ecuación 

(4 .7) f( fi ) 
,-

= _ I_ V 11 e- 0 12H<1i:- :i ).Jñ1..,/ñj;12, 

,12n vr.p 

ya que la media de .¡¡ es 1t y su variancia es 1tp/ n. La exactitud de estas apro
ximaciones depende de n y 1t. Si 1t no difiere mucho de 1 / 2, 1~ correspon
dencia entre la curva norm al y la binomial resulta muy gra nde mcluso par~ 
valores pequeños de n. En general, en la mayor par te de_ las ?casiones prácll
cas se puede utiliza r la distribución norma l como aprox1mac1on aceptable de 

la binomial sin dudarlo mucho siempre que n ?: 30. 
Al utilizar la fórmula de la distribución normal como aproximación de una 

t d d· ohtc· 
binomial debemos tener en cuenta el hecho de que estamos tra an o " . . 

· · · · "b · · J" · d. nte una d1,1r1bu,1< •n .. oer una aprox1mae1on de una d1stn uc1on 1screta me 1a · 
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c,1111i1wa. Para ello podemos represen ta r lo s valores de la variable discreta a 
tra vé, de los intervalos en to rno a cada uno de dichos puntos. Por ejemplo, 
s1 11 = 20. los puntos y sus correspondientes intervalos serían los que aparecen 

Cuadro 4-6 

X 

(Discreta) 

o 
1 
2 
3 

20 

X 

(Aproximación 
continua) 

-½ a ½ 
1 " 1 ½ 

I½ a 2½ 
21 a 31 

19½ a 20½ 

1't 
(Discreta) 

o 
1/20 
2/20 
3/20 

ft 
(Aproxim ación 

continua) 

-1 /40 a 1/40 
1/40 a 3/40 
3/40 a 5/40 
5/40 a 7 /40 

39/40 a 41 /40 

en el cuadro 4-6. La di stribu ción norma l se extiende. en rea lidad, desde - oo 

hasta + oo y, por ta nto. se puede tomar e l primer interva lo a partir de - oo y 
el último puede acaba r en + "" en luga r de lomar los límites inferior y supe
rior que aparecen en el cuadro . 

La reconcilia ción entre los valores di sc retos de la distribuci ón binomial y 
los continuos de la normal es más fú cil a medid a que aumenta el tamaño de 
la muestra. Esto se puede ver d é forma especia lm ente clara en el caso de la 
di stribución de 11;. Al aumentar n. los inte rva l0s correspondientes a cada valor 
de 1t se van haciendo más pequeños. Como ejemplo, cons ideremos los inter
valos correspondientes al punto 1i: = 0. 1 para varios tamaños muestra les : 

n Interva lo 

10 0.05 a 0.15 
20 0,075 a 0,125 
50 0.090 a 0,1 10 

100 0.095 a 0.105 
1000 0,0995 a 0,)005 

etc. 

Obsérvese que. por ejemplo. cua ndo n = 1000. sustituimos la probabilidad 
de que ft sea igual a O, 1 por la pro babi lidad de que it esté comprendida en 
el intervalo 0, 1 ± 0,0005, lo cual. evid entemente, no es una mala aproximac ión. 
Si representamos las proba bilidades binomiales de it por medio de rectángu
los cuya base sea el intervalo apropiado y la altura igual a n/(it) (para que el 
árm total sea igual a la unidad), podemos ver que la línea quebrada se va 

' 
1 

I¡ ¡, 
l ' 
1 
!: 

! · .1 i; 
! 

'. ! 

H ·, 

1 

i; 

' ,. 
¡; 

¡ ,. 
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haciendo cada vez más suave cuando n se va haciendo mayor. En la figura 4-3 
podemos ver este proceso para un valor de 1t igual a O, 1. 

10.0 

7 .5 

O 0.1 O 0.20 0.30 o 
Figura 4-3 

n = 100 

O 0. 1 O 0.20 

Al afirmar que la distribución binomial converge hacia la norma l cuando n 
tiende a infinito, damos por su puesto que el parámetro de la poblaciún ít (y 
por tanto p) es constante y distinto lk O y de la unidad. Cuando 1t 110 es cons
tante, sino que disminuye a m.:d ida que 11- = (de modo que 11;r. permanece 
constante). en el lími te, la distribución binomia l no toma la forma de la nor
mal. sino que se convier te en lo que se conoce con el nombre de distrib11ciún 
de Poisson. Esta distribución se hizo fam osa debido a que se a justaba ex traor
dinariamen te bien a la fr .:cuencia de muertes debidas a la coz de un caballo 
en el ejérc ito prusiano a fin ales del siglo x1x. La di stri bución de Poi sson no 
tiene gra n importancia para nuestros fine s ya que limitamos nues tra atención 
a las poblaciones cuya proporción de ac iertos (probabilidad) es fij a. E n los 
casos en qu e r. es igual a cero o a la unidad (es decir. cuando la población 
está formada ú11icaml'11tc de acie rtos o de fa llos), la proporción de aciertos (ft) 
es la mi sma en todas las muestras e igual a 1t. Ello sign ifica que las distri
buciones muestralcs se halla n concentradas en un solo pun to, ind ependiente
merrle del tama,io de la muestra y, por tan to. no se plantea la cuestión de la 
corÑe rg.:ncia hacia la distr ibució n normal. 

En econometría. la di stri buc ión normal es muy importante, no so la mente 
debido a l hecho de que representa la fo rma límite de la distribución binomial, 
sino también porque se aplica a muchas más situaciones. En la sección ~i
guiente y en otros puntos a lo largo del libro se verá claramente este hcchn. Y 
por ello resulta conveniente estudiar la d is tribución normal co n mayor d~1alk 
Definamos, en primer lugar, sus rasgos principales. 

l. La distribución es continua y simétrica en torno a ,u m.:d i:i P 

tiene las implicaciones sig uientes: a) la media, la mrdi.,n ., ~ t., 

1 , •. 

5. 
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2. 

,011 i0 ualcs· y b) b c1·· d . ·d , "' · ' . ' me 1d 1v1 e a l arca comprcnd ·d t la 
normal y e l eJc de b · d I a en re curva 
E l . .· ª sc,sas en os mitades exac tamen te iguales. 

, _rci..:o_n ,d_o de b , u1 strrbuc1 ó11 se ex tiende desde - oo hasta 

3. 
dc;crr. la d1 stnbuc1on no está limitada. + 00 

• es 
La a ltura máxima d· la e 1 x _ . . " . urv~ norma es la correspondiente a l punto 

4. 

b -: _µ Y los puntos de lllflexron (es decir. los puntos en que la distri-
u_c,ou empieza a hacerse cada vez m,ís plana) son los corre~pond,·cn-

tes a x - ¡-t + EII · T d . ·t . - - ª· . 0 srgn, rea qu e la desviación sta ndard mide la 
rs anc,a comprendida entre el centro de la d. t ºb ., d . fl . , ,s rr uc,on y un punto 
e lll ex ,on como puede verse en la figura 4-4. 

-- -~ 
µ o µ µ ·t u-- --- - -x 

Figura 4-4 

La distribución norma l i·e de/in 
Iros , fa media y fa vari~ncia E et por cofmpfl'to m~·diantc dos parúme-

. 5 o s,gn, rea que s, con , 
correspondientes a un a dist .b . . · · occ:mos µ y a2 
que sa ber respecto a e. tia .Orb, ''.cron norma l, sabemos todo lo que bay 

· servcse que la d. ·t ·b · · . 
bién se especi fica to talmen te m·d· · t d is rr ucrun binomial tam -
ra 4-5 pre ·,cn ta var ,·as co111pa e: .'ª" e dos paramciros. ;; y " · La figu-

rac1011es e d d . . ·b · 
El caso a) represen la doº d . ·t .b . os iStrr ucrones normales. 

., IS fl uc1oncs norma l' el . . 
pero con la mi sma variancia · en e l caso b) 1 c:s dcon rstJ_ntas medias, 
las variancias son di stintas ~ en c) . 1 as me _,as son iguales, pero 
cias son distintas. ' ta nto as medras como las variao-

4~4-A 
(e) 

Figura 4-5 

L~ última característica que · 
n d mencionamos resultará especialmente útil 

ias a elante, y la presentamos en forn1a de teorema : 

Si X, y z 
• •· · ·• son l'ariabfes aleator,·as · d dº 

in epen 1entes, y se dis-

¡I 
¡¡ 
1 
1, 
¡ • ,. 
1 
1 
¡ · 

l. 
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/· 
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tribuyen nor111a/111cnte, y a, b , e, ... , son com111111es. la co111hi11aciJ11 /in c11! aX + 
+ bY + cZ ... también se distribuye 11omw/111mtc. 

La demostración de este teorema se pu ede halbr en muchos libros de tex to 
de estadística matcmútica 4• 

Um vez enumeradas la s princ ipalc , propi eda des de la di , tribuc iú n nor
mal, aún tenemo s qu e enf rentarnos con el probl ema d e có1110 opcr;1 r co n e lla . 
En espec ial, estamo s intere,ados e n calcular Ju s di s tinta s p rnbahilid adc·s de una 
variable que se di s tribuye no rmalmente. En e l ca so d e: la di stribu ci(n1 binomial, 
esto no pre, cnta ba. en principio, ningún probk111a, ya qu e los términ os de la 
expansión binomia l se det.:r111inahan mediante una simple fornrnla. Sin em
bargo, en e l caso de la di stribución no rmal. la fó rmula d e la den sidad tk pro
babilidad es muy complica da y, afortunadamente, no tenemos necesidad de 
utili za rla; las probabilidades , rep resentadas po r la s área s correspondi entes entre 
la curva y el eje de absc isas. se pueden obtener a partir de ta blas. Natura l
mente, a partir de distribucio nes no rmales distintas se obtendrún probabilida
des distintas. pero estas diferencia s sólo pueden ser debidas a la s diferencias 
entre las media, y las varian cia s. y. po r ta nto, no presenta n ninguna difi cultad. 
Si conocem os las úreas co rrespo ndi entes a una curva normal dctcr111inada, 
pod ernos obtener las com:spondi cn tes a cua lqu ier o tra no rmal cons id era ndo 
si mplemente la diferencia entre las media s y la s varianeia s. La distribución 
concreta cuyas áreas (co rrespond ient es a intervalos rela tivamente pcqueiíos) 
se han tabulado es una di stribución normal con media µ = O y variancia 
cr2 = 1, y recibe el nombre de distrib11ciJ n no rmal standarizada o tipificada 
(también lla mada a veces distribución normal unitaria) . 

E l problema de ca lcular las probabilidades correspondientes a una varia
ble X que se dis tri buye no rmalm ente se puede enunciar de la fo rma sigui ente: 
¿cómo podemos calcu la r la probabilidad d e que x esté comprendida en el 
intervalo limitado por los puntos x1 y x2• si conocemos a) 1.1 y cr 2 de X, y b) las 
áreas comprendidas entre la curva normal tipificada y el eje de abscisas? 

Para obtener la solución, introduciremos la notación siguiente: 

Z = variable que se distribuye normalmente con media cero y va
rianeia igua l a la unidad (es decir, «variable no rmal tipifi-

; cada»); 
P(x, < x < X1) = probabilidad de que X esté comprendida entre x, y x: 

(Xi < X¡); 

P(z, < z < z:) = probabilidad de que Z esté comprendida entre z1 y z, 
(z1 < Z2). 

Para ello procederemos en dos etapas: en primer lugar, obtendremos Li rru · 

4 Véase, por ejemplo. R. L . Andcrson y T.;\ . llancroí l. S111:i.,1ic,;! J l1n ,, ,.. ,., ¡..: •• ,4" ..,,-~ • 

Nueva York, McGraw- H ill. 1952, pp . 53-M . 
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pond1cntcs áreas limitad . . n cxanunarcm o, la relació 
Sabem . _as . r o r la s curvas . ' n entre las corres-

os t¡ue X se dis tribuye nor 
les de X serán ta mbién malmente y, por ta nt o la f . 
presentar estas fun cio . ~o rma lcs (ver teorema 12). F n ¡e s, tncroncs linea-

. ncs •nca lcs en la forma - nera ' podemos re. 

ax+ b, 
en la que a y b 

sou constan tes s· b 
que la media de (aX + b) . i o tenemos u_nos valores d e a b 
obtenido una variabl • sea_ cero y s u vanancia sea la .dY que hagan 

e norma l tipificada. E . urn ad habremos 
s decir, pretendemos que• 

E(aX + b) = O 
y 

Podemos escribir 
estas condiciones en la 

Yar(aX + b) = l. 

forma 

y 
aµ + b = O (según el teorema 6) 

bespejando 

a 202 = 1 ( 

ª Y b obtenemos 

1 
Q = 

a 

según el teorema 7 

y b = -'!:. 
a 

Y, por tanto, 
ax+ b = X- /L _ 

a 
La variable (X ) . 

), 

da d - µ / 17 ti ene una media 
' y, por tanto se trata ú cero y su_ v_a_riancia es r'g11al a la 

' · e una variable normal t f d uni-
(4 .8) ipi rea a, o sea que 

X-µ 
-;---'- = z. 

Por tanto d 
rían . ' po cmos transformar cualqui·cr . 

era 172 en u · vanable 
dcw iacioncs na vanahk norma / tip1f1cada s· 1 narmaJ con media /.l y va. 

. respecto de s u mcdi . . . , . i a expresamos en té 
<:'ons1dcremos ahora P( a, d1v1d1cndo cada desviación rminos de 

en krrninos de rob b. . x , < x < Xi), co n X1 < x por <r. 
• ,·ne~, <le Z quf a il,dad acerca de X, e intcn tern i, ob sea , una afirmación 

sea exactamente equivalente E .d os o tener otra afirmación 
· vi entementc, 

X-µ 
-;---'- = z implica X= aZ + µ. 

. 
/ 
1 ; 

! 

/, 
1 

¡,: 

¡.-
1 
1 
1 
¡ 
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Por tanto, podemos escribir 

X¡ = az 1 + /J, y x 2 = az2 + 11-· 

Y sustituyendo. vemos que 

P(x
1 

< x < x2) = P(az 1 + 11- < az + /L < az2 + /L) . 

Simplificando la expresión anterior obtenemos 

(4.9) 
P(x1 < X < X2) = P(z1 < z < z, ), 

= x , - 11- y 
x , - 11-

z, 
z2 = -· 

a 
a 

en la que 

E s decir, podemos ver que ·1a probabilidad de que x esté comprendida entre 
x

1 

y x
2 

e, igual a la probabilidad de que una variable normal tipificada esté 

comprendida entre los puntos (x1 - ¡.1) / cr y (xz - µ)/ cr. 
A modo de ejemplo, co nsideremos una variable X que se distribuye nor-

malmente con media S y desviación standard igual a 2. El problema consiste 
en obtener la probabilidad P(2 < x < 3). Para ello debernos obtener una afir
mación equivalente en términos de probabilidad, correspondiente a la variable 
normal tipificada z. En este caso. el límite inferior x 1 es 2 y x 1 = 3. Sabiendo 

que 

tenemos que 

Y del mismo modo. 

x, - ¡, 
z1=--;;-' 

X 2 - /L 3 - 5 
Z2 = -;;- = -2- - 1. 

Por tanto, P(2 < x < 3) = l'(- 3/ 2 < z < - l). E ste resultado se represen
ta gráficamente en la figura 4-6. Las dos áreas en negro debajo de las curvas 

'son exactamente iguales. 

1 23456189 x 

Figura 4-6 

o=I 

¡-4 Gt PQ @. ¡;t.QS 
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Tra s es tos p 1 · . . ro cgomen? s, lo ún ico qu e qu eda o r hace r 
hzar las tabla s que mdican las ·'ireas e . . d.P es aprend e r a uti-

t
·p·r· d E ' . o 11cspo n ,entes a la d1·s·1 ·t . . 
t t ica a . sla tabla se puede halla r irácti ca n1 . . n iuc1on normal 

de introducción a la estadística L! f . ente en lodos. los libros de texto · · . · ª orn1.1 de presenlac · · · 
consiste en 111d1car las probabilidades d _ ron ma s cornenle 
entre O y un número positivo Zo (to1;1an~oq~e zd lome 1 ~~ valor comprendido os ec1ma es) tal como se repre-

~ 
o 

Figura 4.7 

s_enta gráficamente en la figura 4-7 La t bl . 1 . 1 b d · · ª a rnc u1da en el A ' d. 
t _ro es e este tipo. Las probabilidades indic.: . -· pen ice D de este 

mitad de la distribución pero com , adas solo hacen referencia a una 
sulta totalmente suficient~. En este ias: st~. es perkc!amenle simétrica, ello re-. , a probab1ladad (área) mayor será 0,5 

~tal como aparece en la tabla 

O 'o 

í'\. -siguala /T\ _ ~ _¿_j_h: ¿_1-h_ menos 

1 0 1 1 ---0 z1 O 'o 

' ; 1 
; 1 
; 1 

·' . . . 
! ' 

'' '1 

¡: 
1' 
/. 

' : ~ : . 
) ! 

H 1, 

¡' 
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(,a) , P(,-,,, - a < x. < ,-,,, + a), 
(b) . P(¡., - 2a < X < µ. + 2a), 
(<;), P,(p. - 3a < X < /L + 3a), 

del · ·,uada debajo 
los do.~ valores de X que del imitan la parte centr<\I ana s1 

<;!) d \lS '/ de dla · <;le la cur\'a, abarcan o un .º , central del área situada debaJO 
1 d X que i.klimita n la parte 

e) los dos va ores e . 1. 1 de la curva, abarcando un 99 ')o de e l a. 

~s {espue~\a~ 5,cm \as siguientes. 

¡.1 - 0 J.l ¡A+O X 

figura 4-9 
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a I Queremos obtener el á rea representaua en la figura 4 -9 . Los límites inferior 
y , 11rcr ior, expresados en términos de la variable norma l tipificada, son los si
gu ientes 

Z1 
X¡ - µ. (µ. - a) - µ. 

- 1 
a a 

y 
X2 - f.L .(µ + a ) - µ. + l. Z2 

a a 

P.or tanLo , 

11( - j < z < + D = ?(0 <:: < + l) + P(O < z < t l) = 0 .3413 + 0 .3413 = 0 .6826. 

Ls deci r , l fl prr1/Jn/Jili.</_qc/ efe .q11.<' .¡: fome 11n valor co111pre11</idn rn el intervnlo limi
rndo p.or 1111.Q lln-11ir1r:ir5n ; f.qn.c/qrd ,·11 mdn :;cn1ido, n partir de In media , f!f de 
C,8,26 %. 

b) 

P(µ - 211 < .¡: < /L + 2<1) = P([(µ. - ~o) - eJ < z < [(¡, + 2:) - /L]) 

P( - 2 < z < + 2) = 0.4772 + 0.4772 = 0.9544 . 

Es dt'c ir, {q pr.on(lh i/ fr//1t.J rfr r¡11c x ,· ,¡(, c11111prcncl irlci <'11 el i111 cr va lo f,1n1111do por 
d os J c.n-iacionc.r .w1nr/11rd ,·11 rnd11 .r, ·111idn, a part ir d r /11 m edia . c.1· clr 95.·U %. 

C) 

P(¡1 - Ja < X < /L + ) rr) = P([(¡1 
- ~,) - 1' ] < z < [(¡, + :;') - µ]) 

= P( - J < z < + 3) = 0.4987 + 0 .4987 = 0.9974 . 

Es decir, la pru /Jahilidad d e que x n té , 0111prr·11tfido " " el i111ervain formado por 
tre.,· d ,•p,,,•iac in11 1.' .\' .,tandflrtl t'II coda \Cn tit.ln. a rorrir de la 111c·clia . c r d 1~ 'J9.7·1 '!ó. En 
otros krmi1HJs. pddi..:amcn te la tota liJaJ de los va lo res de X se hall a n !imitados 
a un inte rva lo cuya lo ngitud es igual a ~ei ., d es,iac iones standaru ; natu ra lmente, el 
punto central de c, tc inle1 v~lo es la media . 

Todo~ lo, prob lema s antn io res ha n sido casos. en 15, que cono..: ia1 no, los va
lore, de X y hem o~ obt<:nid o la, á rea s situa das d eba jo d e la cu rva y limit ada s por 
dichos valores. Los do., p ro bkmas sig11icn t.:, son dd t ipo contrario : e n csla oca~ió11 
conocemos el á rea y queremos ha ll a r los va lo res d e X qu e la limi tan. 

JJ En este ca so sa bemos que P(x , < x < x 2) = 0,95, y que el interva lo entre 
•, Y .r, ,e ha lla centrado en torno a la m edia. El problema comiste en hall a r x 1 y x1. 

f'.r:a rc,oh ·crJo. calculamos en primer luga r los limites correspondientes en e l caso 
.)# t, d/\trihución normal tipificada. Dada la afirmación en términm de probabi-
1 · ~• d . currc,pondiente a X , la correspondiente a la variable normal tipific ¡¡da Z eij 

l 

¡' 
r 

¡ : 
i ¡ 
• ¡ 
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. 1 t - y • centrado en torno al va lo r U 
) _ 0 95 con el interva o en re ~, ··2 

Ptz1 < Z < Zi - ' • cero tenernos 
(figura 4-10). Al estar centrado en torno a ' 

P(O < Z < Z2) P(z, < z < O) 

X¡ I' Xz 

Figura 4-10 

0 .95 
2 

0.475. 

Buscando en las columnas del 
tribución normal tipificada, vemos que 

centro de la tabla que indica las áreas de la dis
el valor de Z correspondiente al área 

0,475 es 1,96. Así, pues, 

1.96, 

-1.96 . 

y en consecuencia, ~ = 1.96, 
a 

; 

~ = -1.96. 
a 

De ello se deriva que x, = ¡,. + 1.96 a 

x, = ¡,. - 1.96 a. 
y 

Es 

el 95 % central de /os valores de X. 
decir, el intervalo µ ± 1,96a contiene 

e) 
P(x, < X < x2 ) = 0.99, 

P(z, < z < z2 ) = 0.99, 

P(O < z < z2 ) = 0.495. 

1 área 0,495 es 2,57. Así pues, 
El valor de Z correspondiente a 

z,=2.57, 

z,= -2.57, 

t 
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) . en consecuencia, X 2 = ¡,. + 2.57 a 

X¡ = /Jo 2.57 ª· 

1 , decir. el in/avalo µ ± 2.57a contiene el <)? % central de lo.1· valores ·1e X. 

J:J 1 :1\1 PLO 2 . Consideremos la di stribuci ón de la proporc ió n muestra! ,. co
rrc , pon di cnle a muestras de tarnaiio 16. extra ídas de una r o blación con una pro
porció n de:! acicr tc>S ,. = 0.7. L,ta di stribuc ión es la distrihución binomial que 
obt11, irnos ant eri o rmente y a parece en la t'1ltima c,,lurnna del cuadro 4-5 (repro
úuci é· ndose tamhién en lct ú lti ma coil1rnna dt'i cuadro .¡ . 7) . Se su po ne qu e debernos 
h3llar una arrn,i111:.icll ín norrT1al ;-i L'" la d i,1rihuci (in. La so lu c.: il;n es la siguiente: 
c P pr i111cr lu t,'.; lr. d c hc n1q, n:c111pla7~1í lo.., p11nlP'\ 7: dt.: la di .., tribuci ü n hin on1ial dis
crl'la p,lr inlL'nal\1" pl'rlt.: ncc il'r ' t' " a l;,i co rrc,pondiente di\tribución n orn1al. Es te 
proceso se ha e.,p licado a l principin de esta secc ión . El paso siguiente co nsiste en 
obtener las prnhc,bilidadcs normales cor respondientes a ca da intervalo . Como en 
este caso la di s tribuci<in hino rnial de -;: tiene una media de 0.7 y una desv iac ión 
standard 'igua l a 0.11464. la di stribuci ó n normal que husca m os d ebe tener como 
caractcrí.,ticas un os rarárn · ·ros que tornen dichos valores. Para obtener las proba
bil idades. debernos efectuar una transformac ión y pasar a la variabk normal tipi
ficada. que viene cbda por 

z 
ir - O. 7 
0.11464 

8.7287:!fr - 6.11010 . 

E llo nos permitir:i estab lece r los i11tcrvalos en término, de ;:: en lu ga r de -;:. obte
niendo la s probabil idades c·or rcs pnndi e11tes a part ir de la ta hla de las áreas de la 
di s trihucicín normal tipific <1tl3. Los resultad os aparec en en el cuadro 4 -7. y resulta 
obvio qu e la aprox imació n normal a 1~ di strihuciún J,inomia l se halla muy cercana, 
a pesa r dd hecho de que el tarna iio de la mucqra es única mente 16 . 

Al estudiar la distrib11..:i<'>n no r111al. co m e nzam os afirmando que se trata 
del <.:a so lí111ite ele la di s tribuc iún binomial. D-:he s-: ii a larse qu e é ,ta es sólo 
una ele la s formas por la s que ,e pu ede' llegar a la citada cli s tribuciún. y exi s
ten ta m b i<:n o tras linea s ele ra zo na111i-:nto que nos pc r111itcn lkga r hasta e lla ' · La 
mü s impor tante d e es tas vias alternativa, e s la que obtiene la di s tri b uc ió n nor
m a l ba súnclose en e l compo rtamiento de los errores aleato rios. Po r ejemplo, 
con sid érese e l problema ele 111edi1· la lo ngitud d e un objeto. E n circunstancias 
normalc , . cada una de las mcclic io ncs puede es tar suje ta a un c ierto error y 
supo nga mos que cada error es el resu ltad o de un,núrncro inddinida mente 
grande ele causas. cada una ele la s cuales produce una pequeña desviación. Si 
suponemos que to das e stas pequeñas desviacio nes so n iguales y que las de signo 
positivo y las ele signo negativo so n igualmente proba bks, se puede demos trar 
4uc los errores se distribuyen nurmalm.:nte alrededor de cero. es decir, que las 
mediciones se di stribuyen normalmente alrededor del valor · «verdadero». Na-

1 
5. Para una exposición panorámica de este tema. ver C. R. Rao . Linear Statistica/ 

•lrrcncc and lts /\pplications. Nueva York. Willcy , 1965, pp. 126 y ss. 
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Cuadro 4-7 

it 
(Valores 
di scretos) 

o 
1/1 6 
2'/1 '0 
3¡ 1~· 
41111 · 
5/' 111· 
67H,• 
11 rn, 
8/ 11, , 
'J/J(i· 

10/16' · 
11 '/'l/i<• 
1 P./16' 
13/ 16 
14/16 
15/16 

1 

ft 
(Intervalos) 

- 1/32 a 1/3 2 
l'í32 a 3/32 
3'/32 a' 5/32 
5/32 a' 7/ 3'2' 
7f3'i a· 9/31.

0 

9/ 32 · a' 11 / .ú ' 

1 f/32 a' 1'3\32' 
1m2 · a' 15)32-° 
l~/32' a ' 17i3f 
1~m ·a · 19/32' 
19/32 ' a'2i /3 i' 
2 i /32 · a' 23,132 ' 
23/32 · a ' 25 /32' 
25/32 · a 27/32 · 
27/32 a 29/32 
29/ 32 a 3 1/.12 
31/32 a 33í}2 

z 
(Intervalos) 

- oo a - 5. 84 
- 5.84 a· - 5.29 
-5 .29 a - 4.75° 
-4.75' a' - 4'.20' 
- 4120 a' - 3;Gfi' 
- 3166':¡' - 3. i'i" 
-3 : 1'1' a' - 2157' 
- 2 1571 a' - ú 2' 
-·2 '.02' a' - 1 _'4'3' 
- 1 .'4'8 ' a·' - 019j·; 
- 0 193 a' - d.'3f 
- o'.3°8 ' a·' o'.'16' ' 

o'.'16·· a' o'.'71' ' 
0.71 a t'.25

1 

1.25 a 1. 80 
1.80 a 2.34 

2.34 ª· +ct0 

f-'(ft) 
(Aproxi-
m ación 

normal)• 

0 .0000 
0.0000 
ó.0000 ' 
0 .()000° 
Ó.0000 ' 

' ' ,, ¡ 

0 .0009 
d'doso' 

ti 1 , • , / 

~.~ti?.· 
0.0694, 
d '1'fo2' 

o'03120 ' 
11 ' 0.5 36 
d ,, ,¡ , 

0} 6 1 / 1 
0.8944 
0 .964 1 
0.9904 
1.0000 

/(itl 
/(ir.) (Di s tri-

(Apro:,.i- bución 
mación bino-

normal) t mial) 

0.0000 (0.00) 0.00 

º·ºººº (0.00) 0.00 
Q,0000 (0 ,00) , \ 0 .00 
O,QOilO (f).QO l , 1 0.00 , 
q,qoqo <0 .001 , 0,00 , 
q.(]009 (¡l .,001 , Q,00 , 
q,01n 1,<pqo¡ , 0 . .0 1, 
O,J\!(>,7 c¡i,rn, , <to:¡ . 

0,.,(14?7 -<P. .0.5) , o.m 
o,,1 p,r1s <P,.1/1 , 0,.,111, 

0,,17 5~ <9,)7) , 0,,17 , 

o,~1/f,(9, ;?. 1¡, 0,;21 1 

0)?.?5 <p .20). , 0,;20., 
0.133.J (0 . 13) 0.15 
0 .0697 (0.07) 0 .07 
0.0263 (0.03) 0.02 
0.0096 (O .O 1) 0 .00 

~ ff \itl, C()ríeS\'.ord~ a_l áíca en t re - ~ y ~I h111itc supnio.t J e ca(\a inlcr valo. 
\ {\ir.), es e\ Üíca , orrcs¡,011dic 111c ,1 casta. \ll\Cí\'a(o .. (. ,\S ci((as entre p,1ré- ntc sis son las 

~\obabdidacJ,cs \om,a,\1,cl,o só lo <lo s <l cci malcs . 

\\\ p,\rw;.nte. \;.\ \>ase (\e este píoccdimicnto se puedo intcr prctar de forma com
plc\al1'Cf\\C gc11eql. l::n ranicular, se p11cdo considerar que el «error» rcpre
se(lta c11alquicr clase de dcwiación rcspcclo de cicrla conduela sistemática, y 
~la es. l,1 in1crprelación subyaccnlc en la mayor parle de los dcsa1rollos teó
{icas ele la econometría moderna. Ello se verá claramente cuando iniciemos 
cl cstuelio ele las moelclos de regresión. En este punto debemos mencionar que 
(1 usa extensiva elo la distribució n normal ha dado lugar a la siguiente abrc
,\ialurn : 

X - N(µ. cr') significa que X es ww rnriablc a/ecitoria que se distribuye 
norma/111e/ll e con media µ y w,riw1cia a-3• En consecuencia, X - N(0,1) reprr· 
srnta la rnriab/e normal tipificada. En adelante. utilizaremos dicha no1ación. 

4,3 Distribución muestra! de la media de la muestra 

En el caso de la distribución muestra) de la proporción de acicn,,~ en 1.a 
muestra. estudiado en la secc ión 4.1, nos ocupamos del mu c_,1rco a r ,ut ,r M 
'1J'lª población de carácter dicotómico. Cada ob~er\'aciún ~e cll,,1 ,, ·• , ,-,-.. , 

··-- --- ---··------
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acierto o fallo y consideramos la . , 
un estimador de Ja probab 1·d d d propo rci on de aciertos en la mues tra como 
· · . i I a e aciertos J b 

c10;0 anterrormcn(c, en luga r de llama r en a po lació n. Como ya se mcn-
po emos a signarles valores numéricos aciertos o fallos a las observaciones 
lugar de acierto. De este m od . por CJcmplo O en lugar de fallo y I ed 
mos de una variable b1· . S o, en vez de tratar con atributos 

narw. upongamos q 11 • nos ocuparía-
en una muestra de sei b · ue amamos Y a esta variable y que, 

s o servac1ones, observamos los 1 
va ores siguientes: 

y~= ,o, 

J".< = ,Q, 

.l 'u = ,O. 

,., - ,O + ,1 + O + O + :1 + O --- --------¡;-----..:. 3 _ ;I '$' 
6 - ;; ,':;¡ _l '¡ .f . 

Es decir. la proporción d . 
tral d y . e aciertos en la mues tra no e . . 

e . Ad ema s. sabemos que la . . s mas que la mcd,a mues-
población es el límite de la frec u·nc'· prolb~brlidad de o btener un acierto en la 
d b · " 1ª re ativa de J · e o servacioncs tiende a infinito C , . os aciertos cuando el número 
y ~s su probabilidad - a la que he om~I el hn111e de la frecuencia relativa de 
acierto significa que y = 1, resu ita n~:se amado /(y)- y la observación de un 

7T = 
o 

7T = 
P(acicrto) 

1 xf(I). 

P(y = 1) = f(I), 

Esto puede escribirse también en la forma 

rr = Ox/(0) + J x /( 1), 

)'J que cualquier númer . . 
·~1., r de 7t d . o mull1plicado por cero es cero p .. 
. 'h de I e ~ta forma, vemos que en realidad . ero al escribir el 

os di stintos valores de y (es d . O se trata de la media ponde 
ec1r, y 1) y que las ponderaciones vie: 

i 
l. 

1/ 

/ 

i ! 
1: i ; , · 

1 

! 
f: ¡ · 

r ¡ 
1 
j 

l 

i , ¡, 
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nen <ladas por las probabilidades respectivas. E sta e, precisamente la dcfinic io n 
de la esperanza matemática de Y. ta l como la esta blccimos en la ccuaciún 
(3 .23) . Po r lo tanto, 

F.( )') = ,,, . 

En otras palabras. la proba bilidad d e obtener un ;:,c ie rto e n la r o bbc i,í n es la 
media d e la pohb ciú n de Y y, por tanto. la di str ihuc it",n mu estra ! tk la pro
po rci ó n de ac iertos en la mu estra (co mo estimad o r d e la p ro ba b ilidad de o b
tener un acierto) se puede con , itkrar como una di stribuc ión mu estra ! de la 
media de la mues tra (com o estimado r de b media <le la població n) cuando 
la variable es binaria . 

Llegado a este punto , esta mos int e resad os en la o bt<:nc ió n de la d istr ibu
ció n muestra! d e b media de la lllu est ra en los ca sos en qu e la variable puede 
tolllar más de dos valores y ti ene una di ·;t ribuc iún cualqui era. En ge ne ral , ca be 
esperar que el hec ho de qu e la variable d e la poh la c iún (es ckcir. la s d is t ribu
cio nes «originari as ») se di ~tribu ya de forma cli , t inta dará lugar a di , trihu c· innes 
muestrales de la media d e la muc,Lra tambi én d istinta ,. Por c_i emplu . no existe 
ningún mo tivo aparente po r e l cua l la di stribuci i", n de la media d e la muestra 
correspondi ente a muestra s extraídas d e una po bl ac ii", n mu y as im étrica deba 
tener la mis111a forma que la corre spo ndiente a muestra s ext ra íd as de una po
blació n simétrica . Sin cmbarg0. ni qu e re 111 os ni pod e mos e>tudiar , por sepa
rado. tocias las formas imag inabl es d e di st ribucio nes 0riginaria s. Para nu es tros 
fines ba, ta con que nos limite mos al estudio de tallad o de dos distribucio nes 
-la di stribució n uniform e discre ta y la di stribució n no rma l- co nsid e rando 
la , re., tantes di stri buc io nr s e n términos generales. La distribuci ó n uniforme 
di screta tiene especi a l interés porq ue la utili za mos como ba se de l experimento 
muestra ] de la sección 2.2: ad r m:í s . proporc iona una ba se adecuada pa ra ilus
trar uno de los métodos de obte nc ió n teórica de di stribuci o nes mues tra les. Es
tudia rem os también la di stribuci ón norma l, porque mucha s de la s inferencias 
que se reali za n en la eco no metría dependen en gran medida del supuesto de 
normalidad de la població n originaria. 
,· En primer lugar, nos enfrentarn os con el problema de obtener la distribu~ 
ción muestra! de la media de la mu es tra cuando la variable que nos ocupa (por 
ejemplo, X) tiene una distrib11r:ió11 1111ifor111 e discreta. E sto sig nifica que X pue
de tomar un número finito de valores distintos, cada uno de ello s con la misma 
probabilidad . Las variables binaria s representan un ca so especia l, y ya sahcm 0 , 

que dan lugar a la distribución bino mial de la media de la muestra (ver ,,·.:
ción 4 .1 ). En este apartado nos ocupamos de un problema más general. Ernr,: · 
zarcmos c, pcci ficando la di str ibuci ó n originaria en la misma fnrma qu ,· ' ' 
u tilizó en el experimento muestra! de la secció n 2 .2. C0mo se rccordar;i. Y t,·~:., 
los valores 0. 1. 2 .. . . , 9, y la probabi lidad de cada uno <le ell os e, 1 ' 10 Til , .,-:·· · 
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,. i lculú anteriormente, las · · 
princ ipales caractcrís t1·r ·as de 

"" esta distribución son: 
1\kJ ia: 

4.5 
Var iancia: 

E(X) 

Va r( X) 2.872.V = 8.25 . 

M üs ad e la nte genera liza remos es te ca so 
mero de valo res distintos d e X pa ra hacerlo aplicable a c u:i lquier nú-

Obt e neamos al I u· · · 
P 

_, . w ra a ist r,bu c ió n rnues tral d, y . 
ara ello Lllili7a re mos el ¡i rnced· . · e '. como estima do r de l.l 4 5 

t , 1 11111 e nt 0 d e h sección 4 ¡ f = · · 
e, i> a s p ro b:1hilidades d e lns ,, I· . . . e • • « o rma ndo po r par-

! · a ,1 rcs 1nd1v1dll'tle d 1 
a~ c:1r.1c tc rísticas rrinc ip·d cs d e I· d. . . . ,' ' e estimado r y calculando 

t f ' · d "trihuc1nn result t Al · · o nces. e ec tua re 111 os este proceso . . · an e . ig ual que en-
t d · pa r,t muestras d• d. 1· 
aremo s cscubrir la pauta qt1' . . . " ,s into tamaño, e intcn-

1" b '-' nos permita dns 11 
ap ,ca le a mues tras de cualc¡t1·1er t• . .. - arro a r una fórmula general 

D . .b . , .. ma110 1stn uc1v11 muestra/ de X ·. 
puede tomar 10 val d. . con muestras de twnaiiv I. En es te caso, X 

ores 1st1ntos · o ¡ 2 9 1 . probabilidad de cada uno el, , i ' ¡ ·· · ·· · ª igua l que la variable X . La 
dro 4-8 y la figura 4-11. e es os va ores es l / 1 O, tal como indica n el cua-

Cuadro 4-8 

Fig ura 4-11 

f(x ) 

O. JO 

0.08 

0 .06 

0.04 

0.02 

x 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

J o 

JU) 

P(O) = 1/ 10 
P(I) = 1/ 10 
P(2) = 1/ 10 
P(3) = 1/ 10 
P(4) = 1/ 10 
P(5) = 1/ 10 

P(6) = 1/ 10 
P(7) = 1/10 

P(B) = 1/ 10 
P(9) = 1/10 

Suma 

J 2 3 4 

- ---
.IJ( X) xZ[(.v) 

o Q 

1/ 10 1/ 10 
2/ 10 4/ 10 
3/ 10 9/ 10 
4/ 10 16/10 
5/ 10 25/ 10 
6/ l O 36íJ O 
7¡ 10 49/ 10 
8/ 10 64_1 10 
9/ 10 81 / IO 

45/ 10 285/ JO 

- .,_r 

f 
~¡--

i . 
1. 
l ; ";; 

í; ... 
;} 

11 j ¡ 1 

11 
11 
!; 
11 
' . 
! , . 
1 1 
l ' 4: 1 j 
1 ! 

1 

f 

f 

! ' 
·~ 

1, 
¡ 
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E(X) = L .i¡f(.i¡) = 4.5 , 

Var(X) = E(X 2 ) - [E(X)l2 = ¿ .r?f(x,) - (¿.xJ(.x,)]2 = 28 .5 - 4S = 8.25. 
¡ 

' ' 
Naturalmente, en este caso la media y la variancia de X son la s mi smas que 

las de la variable X en la población. 

Distrih11ciú11 11111 cstral de X con n111e.1tras ele tamaiío 2. En este caso, los 
valores po,ihlcs de X son O, 1/ 2, 2/ 2, .. . , 18/ 2. Es decir, X puede tomar 19 
valores di , tintos y la di,tribuciún de probabilidades se presenta en el cuadro 4-9. 
Podemos sustituir la enumeración completa de las distintas probabilidades del 
cuadro 4-9 por las fórmula s ~ombinatorias que se obruvieron en la sección 3.2. 

Concretamente. podw10s escribir: 

. 
' 

P(O, O) = (\) / 10
2 

P(O, 1) + P(l, O) = C) / 10• 

P(0,2) + P(2,0) + P(l, 1) = C)/10• 
P(0,3) + P(3,0) + P(l,2) + P(2, 1) = (~)/10

2 

P(O, 9) + P(9, O)+ P(8, \) + P(l, 8) + P(2, 7) 

+ P(7, 2) + P(3, 6) + Pl6, 3) + P(4, 5) + P(S, 4) = ( 
1
~) / 102 

P(l, 9) + P(9, 1) + P(2, 8) + P(8, 2) + P(3, 7) 

+ P(7, 3) + P(4, 6) + P(6, 4) + P(S, 5) = [ en -21 / 102 

P(8,9) + P(9,8) = [(1n- 16)/10~ 

P(9,9) = t('n- 181/102. 

····----·-- -----....:...-
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La tli , tribución resultante t" en la figura 4-12. tcne una forma «triangular» tal como puede verse 

(Cuadro 4-9) 

x f(,"i) XJ(x) 

o P(O,O) 1/ 102 0.00 
1/ 2 P(O, 1) + P(l ,0) 2/ 102 0.0 1 
2/ 2 P(0,2) + P(2,0) + P(I, 1) 3/1 0 2 0 .03 
3/ 2 P(0,3¡ + P(J ,0¡ + P(l,2) + P(2 1) 
-1/ 2 . . . ' 

4/1 0 2 () _l)(¡ 

5/1 02 0. 10 
5/ 2 6/ 102 0. 15 
6/ 2 7/ 102 0 .21 
7/ 2 8/102 0.28 
8/2 9/102 0.36 
9/ 2 P(0, 9 ) / P(9, 0) ~ P(l,8) + P(B, 1) 

+ P(_, 7) + P(7,2) + P(3,6) + P(6 3) 
+ P(4, 5) + P(5,4) ' 10/102 0.45 

10/2 P(l,9) + P(9, 1) + P(2,8) + P(8 2) 
+ P(J, 7) + P(7, 3) + P(4. 6) + • P(6 4) 
+ P(5,5) ' 9/ 102 0.45 

17/2 P(8 , 9) + P(9, 8) 2/102 0.17 
18/2 P(9, 9) 1 / 10• 0.09 

Suma 4.50 

Media y variancia de X: 

E(X) = 4.5, 

.. - ... - 20.25 = 4.125 . Var( X) = 24.375 - 4 52 - 2 ·' 375 

/íx) 
0 . 10 

0 .08 

0.06 

0.04 

0.02 

2 3 4 5 6 

Figura 4-12 

x 2f(x) 

0 .000 
0.005 
O.OJO 
0.090 
0 .200 
0.375 
0.630 
0.980 
1.440 

2.025 

2.250 

1.445 
0.810 

24.375 

l : 

¡ · 
' ! 
1 . 

¡ 
f 

' . ' 
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Distrib11ció11 m11estral de X con m11estms de tamaiío 3. E n este ca so , l0s 
va lo res posibles de X son O, 1/ 3, 2/3 .... , 27 / 3. Las proba bilid ades correspon
dientes están ca lcul adas en el cuadro 4-10. La di stribució n es pe rfec ta mente 
simétrica en torno a l punto 4 .5 y su represe ntación gráfica aparece en la fi-

gura 4-13 . 

f(x l 
0 . 10 

0 .0 8 

0 .06 

0 .04 

om ,~1t1ilm:~~lU4~-f, 
Figura 4-13 

l · l ~t ! C I -1 - 1 \ 

Media y variancia de X: 
r,.\ ~, \ l , l \ 'v, 1 1 1, llP. l.l d ~ . . \ 

E(X) = 4.5, 
1 1 1 1 ' 

Var(X) = 23.00 - 4.5 2 = 2)5 . 
1 . . • ' 

Al 11cgar aquí ya debe verse co n claridad de qué forma se pueden seguir cons
truyendo las di stribucio nes mue, traks y no es prec iso que sig:unos haciéndolo 
de manera dcta 11ada. Po r el cont rario, presentaremos en fo rma resumida las 

~\; t:ibu~i_o~es é:o rres~oncljentcs. ~ ct ¡stin)p's t¡in:a_~P? mu e·,t1jdes. Co nfiamos en. 
q~~ ~/\p 1~; P!f,.:: t!'~;\ gcne ra! i:-ª~' \' n , q ¡1c lm;a qo s1J¡ lp d c t¡;r1111 n;u . a . ~ar,t¡ r, <le una. 
rw,~1~,¡i , l¡i b, ro l¡a~71)i cl¡1d l d p c1¡a 1<1,1¡ier \ª 'Pf, dp x; ~qrr,csr,ol]µic n\¡; a , una , l]lUCS· 

tr,a, d p c11a)q11icr t¡i1:1¡i~o. · ~1
1 

cua~ro . 4¡ 1
1
1
1 

se l¡¡i cLJnN.4!Pº d¡; fp r,ma, qpe 1¡1, ¡¡rcse_r_1t¡ie ió n , sea lo más 
~<?r.f i~a. l¡~~i~lp .. Sif], w· rd ~r cl¡ir i~¡td , <;omq lps v_a] CJ r,cs de X sicmpr.e tiene n. la. 
fpf,'Pi\ Qi ' /r 1/ ,¡

1 
2/ 11

1 
... , 911 / 1¡, c;a<la, Ufl fJ . de ellos d~pcl)de <l cl1 t¡.¡n1año de la. 

.'Pf!~' tta,. 11. l~ar_a_ n~. t~ncr que pr..;sc1¡t;1r 4¡¡¡1 , colp¡¡¡1¡¡1, 0i~tinla, de ,;_a h¡res de X 
'~ara _cada, tama,ño mues tra !, 4t1lizam os so la1m:ntc los numera do res, O, 1,. 2·, ... 

J¡::st,os númqos son. indep.:nd ientes dd, ~amai)o c,lc b. muestra .. en, todos los 

Sy\l\idos n,1cnos 1ror 1.o <¡(1c se ,diere a, 1,i. dc\crr,nina,ción d el vl ú1no de di.os. 
\'{[l \U.1a\t¡1cn\e . sú \o. exis\e 1111 \\\\l\Kro. 1\~ de ellos. cmno, in.Jic:.\ d ütulo de la 
~,inw r,1 1:o \11111n[l . f\l cscúbir \o.s nú1w:ro.s de uich,1 colunma. nos li111 i1anH'' 
únic,rn1en\e <1 \os s.i1u,1dus alrededor de \os puntos «d.:: r11p1ura» .. indi,a,h>, r ,•r 
los mú\lip\c)S d0 10. Las rni s111a, prob;1bilidaJcs inJivid11:1\cs so n frac,i ,• n,' ,, ,n 
denominado r 10". Para no repetir cada va este dcno min,1J(,r. s.·,¡., , , _-ril, i•

11

· ' ' 

los numcrndorcs y pnr din el 1i1ulo de la c,i lumna es «10"/( .,\» en 1
11 1

· -

11 

,! : l 

·v-.ilor /Ul cnrrii,!n\c . Por lo d cm¡¡ s, el cuadro es t.,t ,dment..: c,,n,.:n, i,• ru l 
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Cuadro 4-IO 

.r f(,0 -'f(.r) .r 2/(.r) 

o P(0, 0,0) = G) / 103 1 / 103 0.000 0.000 000 

1 /3 P(0,0, 1) + P(0, 1,0) 

+ P(l,0,0) G) / 10° 3/ 103 0.001 0.000 333 

2/ 3 = (~) / 10
3 6/ 103 0.004 0 .002 667 

.3/3 =¡ G) )w3 =, J.0/ J.O' , Q . .Q J.O ,,Q.QJ,Q QQO 

.4/ 3 =¡ G) / ,1.01 =115/J,O" , ,0,0;?,0 , .QNl.í 6~7 

5/3 =1 G) / 1,03 = ~I / J03 . Q.035 , ,Q.058 333 

6/3 = G) / 10
3 = 28/ 103 0.056 0.112 000 

7/3 = 1(;) / 103 = 36/,103 0.08:4 ,0 .¡196 000 

8/3 = ti)/w = ',150,03 ,0.) 20 .0 .320 000 

9/3 = Ci)/¡,oa = 55/IPº ,0./ ,65 ,0 .495 .000 

J0/3 - l tl2) ]/ - 2 - 3 . /,03 = f, 3/ ),03 ,0.2 ).0 ,0.700 001) 

11 / J = [(1;) - 9] / 10
3 = 69/103 0.253 0 .927 667 

12/ J = [ (';) - J 8] / 103 = 73/103 0.292 J.J 68 000 

13/3 = [( 1i) - Jo] / 103 = 75/ 103 0.325 J.408 333 

14/ 3 = [(';) - 4s] /w = 75/ 101 0.350 1 .633 333 
,;, 

15/3 = [(1;) - 63 ) /10
3 .= 73/103 0.365 J.825 000 

26/3 = [(2:) - 375] / w 3/ J03 0.026 0.225 333 

27 í J [ (
2
;) - 405] / 103 1/103 0.009 0.081 000 

Suma 4.500 23,000 000 

,... 

l. 
I' 
1 

1 
1; 
! ' 
1; 
¡ 1' 
1 ! 

1 ! 
i 

1 ! 
1 
l 
! 
i 

' ¡. 
i 
; 1 

! : 

l ' 
¡ ' 
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Cuadro 4-11 

nx 

o 

2 

9 

·---------
10 

11 

12 

18 

19 

20 

21 

22 

28 

. 
, 29 

_. , 

" 1 

_______ ... L._ 

30 

31 

32 

n 2 

C) 
m 2 

(;) = 3 

C) = 9 

('~) = 10 

(1/)-2 = 9 

(\
2
)-4 = 8 

cn-6 = 7 

cn-18= 1 

10•/(xJ 

n = 4 n = 5 
" 3 

(~) G) (!) 

(!) (;) (~) 4 

G) (:) 15 

(~) = 6 10 

('t) = 165 (1;) 495 

('~) = 45 

(';) ('1) 
715 

(';) = 55 =220 

-- ------ --
(';)-4 = 282 c:) -5 = 996 

(';)-3 =63 

('1) - 25 = 1,340 

('})-9 =69 e:)- 16 = 348 

('46)_75 = 1.745 
(';)-18 =73 (';)-40 = 415 

(
2
i)-135=55 (2;)-660 =670 (2¡)- 2,475 = 4,840 

(2;)-165 = 45 (2;)-880 =660 (21)-3,575 =5,280 

-- --------
(2;)-195=36 (\') -1 ,138=633 

(2:) _ 4,995 = 5,63 1 

(2t)- ; 25=28 
(2;)-1 ,432=592 

(21)-6,775 =5,875 

(
2;1-: ~55 = 21 

(2;)- 1,760 = 540 (246) - 8,950 = 6,000 

(3;)-3,330 = 165 
(3;)- 31 ,625 =4,335 

(3;)-4,840 = 120 
(3;)-37, 125 = 3,795 

- - -- - - - - --
(3;)- 5,240 = 84 

(3:)-43,130=3,246 

(3;)- 5,9 28 = 56 
(31)-49,650 - 2,7 10 

(3;)-6,510= 35 
e:)- 56.700 d 2.=º~ 

4 .5000 
4.50 4.500 

í._,_x,f(:1,) 4.5 

2~ .000 24 .37S 

- -- --
~~--~-----:~~---~~;;-----;:;:~)~\ ;:~;---- :, ,.. .,: 

1, .~ /(l,) 28 .S 

l 
1 
1 

1 
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El mejo r proced imient o para ana lizar los coefici entes de probabilidad que 
aparecen en el cuerpo cen tral del cuadro 4-11 consiste en tomarlos en grupos 
de 10 cada vez. E l motivo de ello es e l hecho de que en la población exis ten 
10 va lores di stintos de X y, po r tanto, la pauta de las prob;i bilidadcs de x 
va ria después de cada décimo coefic iente, vigés imo coeficiente, e le. En el cua
dro. la s di stinciones entre estos grupos se representan media nte lineas de 
puntos horizontal es. Empecemos por considerar los primeros diez coeficientes, 
donde la pauta es la más simple posible. En las muestras de tamaño 1, todos 
los coeficientes son iguales entre si e iguales a 1. Pa ra que la notación sea con
sistente con la de las demás columnas. podemos escribir dichos coeficientes 
en la forma 

(~)· (~)· (~)· ... (~)· 
ya que. en cualquier caso, todos ellos son iguales a la unidad (ver sccc10n 3.2). 
A part ir de aquí , una simple inspección del cuadro nos indica que las proba
bilidades correspondientes a los valores de nx comprendidos entre O y 9 son 
del tipo 

f( x ) = (x :-~¡ ~ 1
) / 10 ". 

Por ejemplo, la probabilidad de que .'t correspondiente a la muestra de tamáño 
5 sea igual a I es 

(5 ; .:_ ~ 1
) / 10"' = 0 .00126. 

La fó rmula correspondiente a los primeros 1 O coeficientes sólo puede apli
carse al segund o grupo de coef icien tes tra s efectuar c iertas modificaciones. Estas 
consisten en deduci r un número a l qu..: lla ma remos factor de corrección c1• Es 
decir , para los valo res de nx comprendidos entre 10 y 19, 

El problema consiste en o btener una fórmula para c 1• Obsérvese que en cada 
caso C1 es un múltiplo del tamaño muestral correspondiente. Si dividimos cada 
valor de e, por el tamaño n 1estral n, obtenemos las siguientes secuencias: 

nx n = 2 n= 3 n = 4 n = 5 

JO 1 1 
11 2 3 4 5 
12 3 6 JO 15 
13 4 10 20 35 

i 
1' 1 

1 ~ 1 . 
1 

1 
l 

' ' l 
¡ '. 
¡ 
' i 
i 

•. 

¡ , 

, 41GPU(!IJAJ;.) 46; ws:ga;¡a;p; 1&.;µo41.;wuo;¡--,;;;:;;ao::q;:/ 
. ..,,, 
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' ' ·• ' . ' . ' , . ' , . ' ' d. . verse que estas sccucnc/'}s sop s[mp)emcrHe )os ¡;oc· 
En este momento puc , e , . , r. .-1 
\'i(;'ient'eS 'd'e ' t:)rtibal:J11ldad q~q?s cJ\cz ¡~g')fCS <1-ries. r-:,s ~CC!f, 
h , 1 ¡ ,\ . , \. ¡ ' I ,, 1, ¡[ ,d, . 1 ' 1 , t i, 

W" - ¡ ~ + 11 - 1 ) • 
C¡ = 1/~ n - 1 

1 de X p;ira ,,¡ entre 10 r: W:¡f f-'}fHQ. J~~ prqJ:l¡¡p¡¡¡c¡;:¡cj~~ ¡j ¡: !AS ¡jjsiirHAS y¡¡ AíC~ 

r IQ sRn -
. - f(11.'i' T 11 - 1) - 11(/IX - 10 + 11 - l)] / 10". 

flrj = L 11 - I 11 - I 
l d, tamaño 4 sea igual 

PrQlP bi.l1dad de 411e ¡ de la mues ra G rm i.:icmplo, la " 

1\ 4.5 ¡:~ ,¡ (11))/ w~: ~ ~ ') -4( '8 - t ~\ l - 1)1 / 10' = [(1) - 4 3 10' 
= 0.0670. 

. . , 1 •undo grupo de coeficientes a la 
Si aplicamos la fó rmula 0blcmda par,1 e se~crnos que es necesario efectuar 

. . ¡ f'cientes del tercer grupo, · d' 
oh11,nc1on de os coc 1 • . _ .d s el coeficiente corres pon ien· 

'ón Por c¡rn1plo cons1 cremo 
una nuova correcc, · d · - 3 El coeficiente es igual a 
te a nx == 20 en la muestra e \amano . 

: 

(2~) - 195 = 36. 

fórmula del párrafo anterior obtenemos Pero si aplicamos la 

f de corrección a\ que llamaremos c2 y 
Por \anto. necesitamos un nuevo actor 
para nx entre 20 y 29 tendremos 

l(n.x + n - 1) (""' - JO+ n -
1) + c2)/10•. 

/( -) - n n - 1 ·" = n - 1 

Los valores de C1 son: 

11 .~ 11 = 3 11 = 4 11 = 5 

3 6 10 
20 

9 24 50 
21 

18 60 150 
22 350 
23 30 120 

.. -.~ ~ - --··-··---· ___ .,. ______________ .. ___ _,~ .. -------
OBTENCI ON TEORI CA DE DI STR IBUCIO~ES ~/IUESTRA~ES i 1,!;i, 

OIH:r·n:: , e que \odos lo s valo res de la coll\l'\lí\<\ «11. = 3» so_n m.~.1\iylo.s ~~- ~. 
¡.,-; de h co lumna <rn == 4» snn miil\ ip\qs qe í>. y \9s ~e \<\ co\\-\\11.11.'\ ~~( ' == ~>i 
so n múltiplos eje \0. l--a rclaci<,n rn\re es\o.s f<1c\o,n:s co.lT\\-\\1,es }: \9.s. \ª~ilii,P~ 
mucslrnks rcspcC\ÍVOS pµede icjen\ifiqrsc, íl\:!SP,\\éS qe feflex¡p~<\f \rn P,\J.C~'. ge 
la forma siguiente : 3 - (3) _ ('4) _ (5)· 

- 2. •6 ··· 2 •10 - 2 

En general, el factor común es ig ual a ( 1
') . Si dividimos c._¡da colunwa por 

su factor común respectivo, obtenemos 2 

11.'i: ,, = 3 11 = 4 11 = 5 
---· 

20 1 1 
21 3 4 5 
22 6 10 15 
23 10 20 35 

Estas secuencias son ° implcmen1e los cocficicn\es de probabilidad obtenidos 
veinte lugares antes y, por \anlo, la fórmula correspondiente a la probabilidad 
de los distintos valores de X cuando nx se halla entre 20 y 29 es 

[(n.x + n - 1 ) _ n(".x - 1 O + n - 1) 
f(.i) = 11 - 1 n - 1 

Como ejemplo, consideremos la probabilidad de que x de la muestra de tamaño 
4 sea ig ual a 6. Esta probabilidad es 

Podríamos continuar e ~te proceso, pero la pauta ya resulta evidente. Para 
calcular la probabilidad de cualquier valor de X, correspondiente a cualquier 
t;,mafio muestra! n. basta con extender la fórmula anterior para /(x). añadiendo 
factores de corrección adicionales del mismo · tipo. En general, la distribución 
de probabilidad de X será 

(4 .10) /(.íc) = 1~" [("" ,,+ ~ 1- 1) - (7)("-" - ,~º-+1 n - 1) 

+ (;)(n.x - 2: ~; - 1) _ (;)("·'° - ~º-+i" - 1) + .. J 

' i 1 

1 i 
' ' ' 1 

11 
l l 
I' 
¡ l 
f 1 
1 I 
i ' 1 
¡ 
' 1 ! 

1 
1 
1 

¡ ; 

' ; 
1 
1 

i ' 
í 

1 ' 
' 

¡. 
! [ 
, ' 
¡ f 
¡ 

J . 

' 

' 

/ 
z4a;a¡;:;.w:&4M42J@&UJJ&¡ki( tU%$ffi.Wt.:··, tMOJQ._4A4JQ4&2C!i$'.,§Jfi*®'' 
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, 11 ¡, 

, , , · " . , .. " '' · · · tras ¡os términos 1r,x - !O), 
1 1

" • • (4 ¡ O) debe proseguir rrn cn , . .. . , .. · ~ · 
La suma ele la ccuac,on . . d "'r' r ', sta ' c1ue el sqs(raenclo corres-
! "'"- '?O) ., . .. ,scan , positivl'>s'' o cel"o, les ,ce~ , · ,'.·; · , ,..., ., , .. . , ., ., . . 
n,x ... ,., · · ,30 , sea ··igual ' o m3yo r que ,u . -

popdicntc.. 10. 20, ·-'· ' . . d . "a ' ·1a ' d is'tribu'ción n1u cs \ra l de X pa ra 
. ,La .11cuaoión · (410) nos ·prop _~c,on ·r t . · '. \'s' c ' ct'a ~n" la que"' puct.l c to -

1 · 'd ·' d , a poblac1o n unt o rmc 0 1. r , , . , . . 
muost.ra-s c~tra, as e un . 

1, . · d modificar fa c1\111c11tc con 
1 ., O 1 2 9 La furmu a se puc e :t" ' . 1 b· 

ma r los va ores .' ' , ... ·: . .t , . . I· e X pu ede toma r. con ¡gu;¡ pro a-el ·fin ' de apiicarl a a una s1tuac1on c11 ,¡ l¡~ ·, 1 . . r d¡',·t·1ncia s ,·gua lcs. !'ara 
, · d. · · t · k separa, ')S ¡,u - ' 

bíl'dad : cuabquicra ~~fo res , '' f '.'\ qs .. . ,. , . . . .' 1 es 1 O. 20, 30, ... de la 
Lr ' c'tu' lr 'csd ácii'cr;1l izac ilrn. pas¡~ ~qn Sfi S1 1//l /r !os H m · 
e e · " ... ,. , , ' · ·k 'H J '· q¡)ten 1ef1RA ~-. 1" 1·' (i 'l'o¡ po r los valores , - r-· "· ··· . -r " ·· ·' f~~~~~~ 1 ~' · 1, 1 r· ·• r . \ 11 , . 

()(
- - kt11 - I) l [(11 i' i · 11 - 1 ') 11 /lf f 1-rn .fF~ = ~" . ,1 ~ · 1 . - ¡ i1 - i_ 

( /1)(1!.i' - _2k f /1- 1)- (/1)(/lX - ~k_+¡" - 1) +·· ·]· t 2 ,¡ -- 1 .1 

. , . . s básicas ele las distribuciones mues-
Qµ\rng;imo~ ;¡horn h1 s L:iractcrt \ 11~~) y (4.1 1 ). Para la ~rimera, los va lores 

\mi\!~ \!:\Pf\:Síl\.líl~ \:O la s ecuaciones (4 . se ob1uvicr0n previamente en el caso 
Y~ la~ m~ia~ ':i la~ Yarianc1as que ya en el cuadro 4-12. (Las 
g~ lo~ m"Qs.trn~ dQ \amaño l. 2. 3, 4 y 5, se resumen 

Cuadro 4-12 

Tam~i\o 
~!cdia Variancia m11estral 

4.5 8.25 
2 4.5 4.125 
3 4.5 2.75 
4 4.5 2.0625 
5 4.5 1.65 

las mucstrns de tamaño l. 2 y 3 se obtuviero_n varianc1as corrcspond1cn1es a - 4 'i . pueden obtener a partir 
. l . 0 , I· mue~tras ele ta ma no Y - se . .· s 

p,cv1amcnte; as e as d 4 5
, en cada caso.) E l rasgo . ma 

de la úhima linea t.lcl cuadro -1-11, rest:indo . 1 va lor ele la media es igual 
. d l el 4 ¡, es el hecho e que e . d . r,r sohrc, alicnlc c cua ro . . - - . el I tamaños muestralcs examina o,. , . 

a la media ele l:i poblac,o n. e~ to os , os el valor correspondiente a ll 
lo que se refiere a la vananc1a, obs~ rvet ¡ue ariancia de la población y que 
muestra de tamaño 1 es exactamente igu_a \ a \e respecto al tamaí\o de u 
los demás valores disminuyen proporciona mcn 
muestra, es decir que 

8.25 
4.125 2 · 

~ .·...,---' ·· ---------------~---- ,.,,,1:'I" 
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2.75 8.25 
- 3- · 

2.0625 8.25 
4' 

1.65 8.25 
-s-· 

Po r último, como vimos que todas la s diqribucioncs muestra les son exacta
mente simétricas, el momento de tercer orden µ 3 (y, en consecuencia. también 
u. ,) de be ser igual a cero. Estos resultados se pueden genera liza r Lícilmentc 
con el fin de aplicarlos a c ualquier tamaño muestra! 11 . En e\ te caso tenemos que en la~ que 

E(X) = ,, . 

donde Var( X' ) 
' 'a O. 

y cr; = V:.1r(..1") . 

Se pu ede d emos trar que c, ta~ gc 11 crali 7ac io ncs so n perfec tament e válidas y, 
adcm;i s, no sólo se aplican a la di •. tribució n de la ecuac il"i n (4 . 10), sino también 
a ~u vcrs ió n gen,; ra li zada. presen1ada en la ecuació n (4.11). (La s prue bas rela
tivas a la media y a la varianc ia ~e prcscntará 11 ha c ia el final de esta secci ón, y 
la correspondiente a a 3 se deja p:1ra e l lector .) 

Al llegar a este punto poeleni os efectuar afirma c ion es prec isa s acerca de las 
propiedades de la media de la 111u c~1ra como estimado r ele la mcdi:i de la po
bíació n cuando las muestra .; provien l' n de una pohlación u11iforme disrrcta con 
valores de X separados por espacios ig uales. Podernos extraer las conclusiones siguientes: 

l. ,Y e.< un csti111ador i11scsgado d<' 1 L. 

2. La 1•aria11cia d e .X" es ig11a/ a la 1'<1ria11cia de X dividida por el tam,úio 
d e la 1111u·s:ra. Po r lo tant o . al aumentar el tamalio de la muestra, la dis
tribución. de X se h:ice cada vez mús concentrada. 

3. Las conclusio nes I y 2 to mada s conjuntamente, implican que X es un 
es1i111ador consistente de ¡t. 

4. La distrib11ci,í11 de X es pafecta111 e111e simhrica. 

F "ª~ propiedades de X se han deducido a partir de la distribuc ión muestra! 
nf>tcn id:1 teúricamentc. En la sección 2.2 se intentó obtener estas propiedades 
c(, L·tu.,ndo un experimento muestra) con una población uniforme disc reta en la 
• ·= .\' tomaba los valores O, l, 2, ... , 9. El experimento consistió en extraer 100 

i 
1, 
¡ I 

'1 
; i 

i i 
1' 
; 1 

. ; 
. 1 
l i 

; . 
i 1 

'' 

'! 

/. 
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muestra s de ta maño 5 y 100 muestra s d e tama iio 10. A continuación. se cons
truyero n las di stribuc io nes de fr ecuencias de la media y la mediana muestra les 
correspondientes a las mues tras de ta 111año 5 y la de la media mues tra l <l e las 
muestras de tamaño 10, to ma nd o las distribucio nes de frccue 11 cias así ohte 
nidas como aproximaciones de las verdaderas di stri b uc io nes mucstralcs d e di
chos es1i111ado n.: s. Los resultadus no s pe rmitieron ob te ne r alguna s conclu , iones 
provisio na les relativas a las propiedades d e los estimad o res. A hora podemos 
comprobar los re sultados cxpcrim en1c1lcs co rrespu ndicn\cs a la mcdia de la 

mues tra comparándo los con los o btc11id os teúrica mc n\e. 
En primer luga r. fij émonos en la d istri bución mu c, tra l d e: la med ia de 

la mue ara para el tamaño 5 . Los n:s11\t ~1dos cx pe rimc:ntalcs de este caso son 
los prese ntados e n el c uadro 2-4 y se rcproduc,· n en el cuadro 4- 13 junta 
mente con los resultados \cc°ir icos obt,: nidos a part ir del c uad ro 4-11, todos 

ellos prese ntados d e fo rma qu e permi ta la comparac ió n. 
A continuaci é1 n, se compara n los resultados expe rime nta les y teó ricos de 

las muestras de ta maño I O. Los rc:s ultados experim en tales so n los que a pa re
cen en el c uadro 2-6, y los teór icos se ha n ca lculad o por medio de la fórmu la 
(4. 10) y las expre sio nes que se ha n obtenido pa ra fl,Y) y r;,. E n el cuadro 4 -14 
se presenta n ambas distribuc io nes de forma que permita su compa rac ió n. Na
turalm ente, la distribució n teó rica es perfecta mente simétrica, aunque ello no 
es evidente de forma inmedi a ta a part ir de los da tos del cuad ro 4-14 debido a 

la forma en que se han espaciado los límites de los intervalos. 
Los cuadros 4- 13 y 4 - 14 indican que las distribuc io nes de frecuencia s obte· 

nidas experimentalmente propo rcionan una aproximació n razonable de las di~ 
tribuciones mucstralcs verdaderas . Las co nclusiones provisio nales acerca de X 

Cuadro 4-13 

Intervalo: x . J(x) en 

0.5 a 1.499 

1.5 a 2.499 . 
' 2.5 a 3.499 

3.5 a 4.499 

4.5 a 5.499 

5.5 a 6.499 

6.5 a 7.499 

7.5 a 8.499 

8.5 a 9.499 

Me<lia 
Desviación standard 

Tamaño de la 
muestra 5 

los experimentos j()?) teórica 

O.O! 0 .01 

0.05 0.05 

0.12 0. 16 

0.31 0.28 

0.28 0.28 

0.15 0.16 

0.05 o.os 
0.03 O.O\ 

0 .00 
0.00 

4.60 
4 .5 

1.3638 
1.2845 

: to @.QUX~ 
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Cuadro 4-14 

Tamaño de la muestra 10 

I ntervalo : X J<x> en los experimentos /(.\°) teórica 

0.5 a 1.499 0.00 0.00 
1.5 a 2.499 O.O! 0.0 1 
2.5 a 3.499 0.14 0.11 
3. 5 a 4.499 0 .34 0 .35 
4.5 a 5.499 0 .32 0.37 
5.5 ;i 6.499 0. 16 0 .14 
6.5 a 7.499 0 .03 0 .0 2 
7.5 a 8.499 000 0 .00 
8.5 a 9.499 0.00 0.00 

Med ia 4.57 4.5 
Desv iación ~tandard 1.0416 0.9829 

como estimador de la m edia de b. poblaci C, n -e. . . . . . 
lc nc i;i Y d1 , 111111uc iú n d e la v·1ri · , ·. , · . . s d cc ll , rn sc·,ga da. co 11s is-

, . 
1 

' ,1nc1,1 en p ropo rct ll ll ·ti [· . - d 1 
n :Su lan ser CPrrcc ta s tod· . 11 . . . ' •

1111
•
111º e a muestra-. •15 e ,is. S,n embar<'o 1 1 . d . . 

no nns pro po rc ,o n-, ron n· r· ~ · os res u t.1 os c.xpeíim cntalcs 

f
. . • rng una orm ula para obl , . 1. . . ' 

su •c1c nle111enlc c laros p ara s º , . 1 . cni.; r a varianc ,a y no fu eron · ' U1,1.: ílr a s11n c trh L os . ¡ . d . . 
m e nte so n mü s prcci,os .· •. . . rcs 11 t., os tconcos no so la-

- . · " s rno que so n ta ml ·· ·d plic1los y gene rales. · ; icn cons , c rablcmc ntc más ex-

Hasta es te momento, hemos una poblac ió n uniforme di sc reta apnalizado e l muestreo efectuado a pa rtir de 
bl . · • · a semos aho ra a l mues \ . 

acwnes normales. E n partícula . . . ' · reo a par\tr de po-

t 
. b . . r , nues tro obJe l1 vo co 1 · 1 b 

n uc1o n muest ra] de la 
1 

·d · d 
1 

1 
s is e en o te ne r la dis-

n c 'ª e a mu estra sab·e el 1 
cuyos v~lores está co mpuesta la mucstr . · ' . ' n o que a variable X , de 
¡1 y vaílancia r;', es decir, sabiendo que\, s: t stnbt?e no r~almcn\e con media 
tuamos un pequeño camb' el. . , (µ. r; ) . Obse rvese que aquí cfec-
bl . . . . 'º e notac ,o n: pa ra dese .b . 1 . . 

ac1o n utili zamos r;2 en Juga r de 2 E n lf a vana nc1a de la po-
r;, . n este caso sabe mos que 

1 n I C. 

X = ;; ¿ X, = n- (X, + X2 + ... + 1 . 1 , ~ 1 Xn) = - X + - X + .. . + !X 
11 1 11 2 /1 "' 

Podemos considerar las n o bservac io nes X 
un,1 de las cua les posee la misma di 1 .b .' : Xi, .. , _X,, como n variables, cada 
r1Jnc1a que X . Es dec ir X ind · J ri uc1o n, la mi sma media y la misma va
<>htcn.: r al efectuar la 'rin:er ica to os_ !ºs valores pos ibles de X que se pueden 
r ··JcJ c-n obtener al efec~uar laª obser;ac1on, _Xi los_ valores pos ibles de X que se 

segun a, y as1 sucesivamente. Esta forma de con-

1 

i¡ 
1 j 
' ' 1 ' 

:¡1' 
1 1 
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sidcra r la muestra - que, na tura lm ente, es perfecta mente legí tima- hace q ue 
el aná li sis posteri or sea má s sencillo y m:ís claro. Pa ra un ta ma iio mu estra! 
determinado, 11 (y, po r ta nto , ta mbién l / 11) es una comta nte y, en co nse
cuencia. podemos co nsid era r a X como una co mbinación linea l de 11 va ria bles 
norma les independi entes , X, . X 2 • .. . , X .,. Pero como ya sa bemos po r el teorema 12 
de este capítulo. una combinac ión lineal de va riables a lea to ria s independientes 
que se distribuyen no rma lm ente ta mbién se distribuirá no rmalm ente. E llo nos 
evita todo el tra bajo co rrespo ndiente a la o btenció n de la fo rma de la di stri
bución muestra ! de X. ya que el teo rema implica clara mente qu e si X (y por 
tanto , X,. X 2, .. X ") es 1111a normal, X es también normal, independientem ente 
del tamaiio de la muestra . 

Tras haber obtenido este res ultad o, nuestra tarea se limita a la obtenció n 
de la media y la va riancia de la di stribución muestra! de X. Tal co mo se sciialó 
en la sección 4.2, el conocimiento de la media y la variancia de una distribu
ción normal basta pa ra definirla por co mpleto y, afortunadamente, en este caso 
la obtención de estos dos parámetros resulta ser relativamente simple. Tome
mos la media en primer lugar: 

I " 
E(X) =E-LX,. 

n 1 : 1 

Como 1/ n es una constante, según el teorema 6 podemos escribir esta expre
sión en la forma 

- 1 " E(X) =-E¿ X,. 
n , 

Pero, según el teorema 8, la esperanza de una suma es igual a la suma de las 
esperanzas y, por tanto. 

E(X) = ! ¿ E(X,) = ! [E(X1) + E(X2) + · · · + E(X.)]. 
n , n 

Ajiora bien. cada uno de los términos X,, X2, • .• , X" tiene la misma media que 
X. ·es decir µ; o sea, que 

- 1 nµ 
E(X) = ñ (µ + µ + . .. + µ] = n = µ . 

Es decir. la media de la distribución muestra] de X es igual a la media de b 
población µ. Obtengamos a continuación la variancia de X. a la que rcpr,· «:n · 
tamos por crL Sa bemos que 

a; = Var(X) = Var[! ¿ x,] = ~ Var[¿ x,] (según el tc•'rc- · 1 ~ , 

n ,-1 11 , 

-----·------------..::..~--~· /~ ......... . 
~ 
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.'i,·¡: 1i r1 e l s up uesto de muestreo a lea to ri . , . 
pendientes entre , d o, los __ term111os X ,, Xi , . . . , X ,, son si y. por ta nto, po e 1 mos ut1 izar el teorema siguiente. 

Teorema 13. La · 

121 

inde-

. variancia d e una suma d . 
e.1· ii ual a fa suma de sus variancias . e variables aleatorias independientes 

Dem ostración : Sean X X 
pendientes. En este cas~ i , .. .. X" un conjunto de variables aleatorias inde-

va{t x,J = E((X1 + 
X 2 + . . . + X . ) - E(X, + X2 + . . . + X.)]2 

= L /(X , - E( X )) + (X E 
• 

1 
2 - (X2)) + · · · + [X. - E(X.))}2 

= ~ E(X, - E(X,))2 + 2 :i , E (X, - E(X,))(X, - E(X,)]. 

~ero, como las varia bles son 
1 independientes entre sí d 

igua es a cero y, por tanto, to a s sus covariancias son 

n 

¿ Var(X,) . 
f == l 

Y podemos escribir Ja · 
vana ncia de X en la forma 

2 l 
ª.< = ¡;, [Ya r( ,\\) + Var(X2) + .. . + Va r(X.)] . 

Ahora bien, todos los é t rminos X,. x X . 
X. (1'

2
, Y, por tanto, i, .. ·• " ti enen la misma variancia que 

2 1 [ 2 ª2 
Ug = n2 a + a 2 + ... + 0 2¡ = 

n 

O sea, que la varia ncia de la distribució -
de la po blació n dividida ,. l - n muestra! de X es igual a la variancia 
rc:s I d . P" e !a ma no de la mu t p 

u la os anterio res en la forma sig uiente : es rl odemos resumir los 

Si X_ N( 2) X-µ, cr • - N(µ, (1'2/ n). 

bic: rc:sult d · 
a o tiene g ran importancia I T 

,.., del resto de esta obra. y o uu izaremos muy a menudo a lo lar. 
Lo, rc 5ul[ . d · 

, • 1. ª os anteriores implica · . _ 
. ... m,Jia (µ) de una pobl . , n ciertas propiedades de X como estimador 

ac1on normal. 

t,, cg 

1: 

i 
! 

, 1 
1 , ¡. 
i: 

1 

1' 

! ¡ 

f 
\~ 
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l. Como /-: (X) = µ, X i'S 1m estim ador inses¡!wlo d e p .. 
2. Como r;,2 = r;2/ n. la distri b ución de X se hace cada vez más concen-

trada a medida que a umenta el tamaño de la muestra. 
3. Las dos propiedades an te riores implica n que X es un es timador co11 -

sistc11 te de ¡_L. _ 
4. La disHibució n de X es no rmal y, por ta nto . es pe rfec tamente simétrica , 

1 ., ., , 1, ,1 ' ' , . ,, .,. , ,. ,1 . 1 
1 
·" 1 .. 

E stas propiedad es so n las misma s qu e las de X co mo csti1nad0r <le 1st media ~ u.na , -po~)la~ió'n unifo r me ·discrt taY a pc,a{ <l¿ qu e" l~s d\s i~\ ~,l;_ci9 ne~· nN<;~-· 

trule,11 so ri · d i~tintu~ ,ent'rc• ·si . ·1• • 1
• ,., · ' \ " · ' ' •

1
· '\"· ·' ' 

~·. ,0tra . im pl iwoió n ü1t~ rcsan t_c de esto: . rcsul;,ad ~s hf!Se r9f qr911Si<\ .' a . h\ , r1r l~~. 
c1on1onLrc ,lu : v: tr1 anu1a 1dl.'. la <l1~tnl1,uc1uh mlics t~;.tl ,d1 X y la ,varia11E1;\ _d e; X . en,, 
la . poblaoi,111. , Ob,éncsc ·l1uc · J;/ dJ{¡ic:'r~i <",11 'ti ~ x; dq>e nJ ¡; ·,¿h/ ,<le dos facto res. 
la d isprr , ión de la variable X en la po blaclé,n y el b \na'i'ío de la muestra . Qa<lq , 
un tamaiio muc, tra l. cuan to 111 cm, ( sea la var ia ncia de la po blac iún. nues tras 
conjt:turas re,pecto a la m c: d ia d e la po bl ;1c ic'111 scrún m enos di spe rsas (es de
cir. más fiables). Deci mos «seal) pa ra po ner de re lieve que el t:.1111año de la 
variancia de la pnhlac ió n (co ntrariamente a l tamaño d e la mu estra) no está 
t;,ajo nues tro co ntílll . - ni siquiera, en teoría-. Po r tanto. en ca so de q_uc 
t¡Lii siéran;ios esti,111ar la mcd_ia de cua lq,u i.c r varia ble 1¡,,rn1a !mente d is tr i b11 ida. 
co in,o po.r c j_c11n?I,,) 111, gas~o, (a111,ilia1;cs anu.a k s cl,c f¡amili;.Ls con rC1J ta s el e nivcli 
si_1;n\la/ ~ib¡cml,rí.am.o:; \lll.,\ cqinnciún ,11:t, fia ble si se tr.at;u:a d.: un:1 poblaeiiJu, 
1,,1 cnos co1.1(o rn1i , ta .. (Cl1mo hemos vist,) antcrio rn1entc. la rclac i.éin cnlrc la va.
riancia de ,'( y b d e X es la mi srna 1anto si la poblac ión o riginaria es una 
po blac it',n unifo rme discrc la . como ~i e~ no rn1a l. Si n embargo , el primer caso· 
es prácticamente menos interesante y, por 1a nto, no hacemos ningún comenta-

rio accrec1 de él. po r el nw111cnto .) 
C0n \o anterio r. se da pnr fin alizada la obtención detallada de las distri-

\)uciones 111ues traks ele la mc.Jia de la muestra para dos poblaciones origina
ria s - la pnblaci(,n lllli(ormc di ,crcta y la po bh1ciún no rmal-. E sta última 
e; de gr;1n in,po nanci ,1 pr,ic tica . pe ro . aún a sí. en el trabajo cconométrico se 
¡:ncscn\:\ll a n1e11uc\a p sos en que el n1ucs1rco se e fectúa respec to a poblaciones 
no. no ,iw1k s (Y nn llni(o rmcs). Si n cn1bargo . no es en ¡¡.bso luto posible estudia r 
ci1 qet,1 \lc 1od ,1, l,1s .Jcm:1s c\is1rib11ciones. ni disponemos de cr iterio alguno 
que rcs11\ tc út il p;ir,1 (\es\,¡c,\í a lg11n,1s de cll~s co n preferencia a \as d emi1 s. )·, 
pa r lo \¡into . nos oc ,1paren1os ele \;1s di s1rib\1cioncs restantes en forma rc ,un1i,J;i 
si bien in\cn\aremos ob\cncr el n1ayar número posible de conclusiones qu, t.: n· 
san aplicabilid ,td genera l. ,\[ortun:1damcnte, es pas ible avanzar en este ,.:ntiJ ,, . 
establ eciendo resultadas que so n independientes de \a fo rma de l,1 di , tri h >, · ·n 

originaria de X. E n el c;1so del muestreo a pa rtir de una_poh\ación nnrmal. )ª ,.: h.,, ,•·::· 
un rasgo de la distribuci.-,n muc,tral de X que no d .:p.:n,k ,n .,b "·l..: ' ·' 
distribución ds: X en la pab\aciún . [\lo hace rckrcnci.i a l., 11 1:cl 1.1 ' L, ' · · · -• 
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d.: x. s . upongamos que la variable X . . . . y var1anc1a rl2 y que co ns·d posee cualqw er di s tribuc ió n con mcd1·a 
, : · 1 eramos a X , x X . · µ 

d" las cuales tiene exactamente 1· . i i,: .. , " co mo n variables cada una 
1 d. d - ª misma media y varia · ª me 

1
ª e X viene dada por . nc ia que X. En este caso, 

E(.f) 

Y la variancia d.e X es 
2 a 

11 

Res u111 i111 os cs los d os r.: sulla'1ns en el 1 " · corcma s iguiente . 

Teorema J -t. Si X , . . . . 1 ·1 111111 ¡anablc con 11 ¡ · 
sm la d1s1rib11cián de v lci ,,.s t .b . , ic, 

111 
Jl V 1

1

uriu11ci ·1 J • ¡ · . . ,, , . .. n uc,011 n I ·, - ' r¡ . et/U ,¡,itera q11e 
Y una l'llnancia igual a r¡2/ n . lllf' S/f'/1 ' e X posee la 111is111u m cdiu µ 

Otro ra sg) de I· 1,J' . ·t . , · ·. · -' ª IStr1 rncw n mu.:stral de X · tnbuc1o n de X, es el prese ntado 1 . , que es rndeprndientc d e la dis-
e, 

0 
gen.:ralmcnt c co n e l nmnl , d . " ·" expo ne a co ntinuación. Cono ··d . en e tco 1.:ma qu· s ' . 

de la s propos ici o nes má s in1por t;111tc~r~ c ~ tr'or~111a ccn'.ral del límite, es una 
puede ve rse en la mayo r parle de los libro: ~ct1<1 es tadVi t1 ca . _Su demostración 
Y no la efec tuaremo s aquí .6 te xto de c~tad 1st1ca ma temática 

Tcorcnl'l 15 (T ,' . • i'OffllW central tic/ límite .) s· . . . 
c ~'.

1 
medl_!:

1 
ll Y 1·an a11cia r;\ al UIIIIW/l l ar d 

I 
X_ pu.iee cualq111er distribución 

CI0/1 de X se aproxim a a l/ Jl(I dis trib11ci1í11 t<1/lll(//[() de la /111/ i'Stra , la d istrihu-
110 1 /IIU CU /1 111cr/l(I . . 

Es te resultad , 
1 

µ Y 
1
·ar1<111 cw r;

2

/ n. 
. . , o es rLa mente no table. Su . !' .. . , 

tra s _sa n grandes, p od em os efec tuar un a irnp ic1c1on e , que, c uando b s m ucs-
rned1 ~nte la di s tribuc it',n no rma l sc·t ~p1 o.x1mac_1o n a la di stri bución de X 
Esta unpl icació n es la que prnp~ .·, ni_a sea la _d1 , tribuc ió n o rig inaria de X 
del límite. . rc1on,1 11npo rtanc1a prüc tica a l teorema centrai 

Como aplicación de este teorema. tra temos . . . . 
para obtener una aproximación de . 1 ct · b de ,ut1'1zat· la d1 str1 bución no rma l 

a istn uc1on muestra! de X basada en 

'T~; La formulación cxacl.l del leorc . . ' scp. ui rcmos la de I{ 1 A ¡º m,'. central del límilc v.iria de llll l"XIO ., otro. 
• , C\ y k · -· ne LrSOll y í A 11 · f . . ~ u • '1' ' or · . ~lcGraw-Hill , 1952 . p. 71 ~1c . ,111ero l. Stallstica/ Tlu:ory 111 Hcscarc/1 

• ,. ,: ~ ,que olr«s presentaciones. Sin c~1~ar opc~m~le en tender el lcorcma con mayor 
, .. , ... ;, cu rcma c, 1.i li miindil por el supuesto gd ~ e \poncr_sc de relieve que la validez 

1 pruccclc n clc una pobl ación cuyos pa~á~,~~ as Ya nab lcs X, son inckpcndicntcs ros son cons1an1cs. 

1 
1 
1 . 

' 1' 
! 
1 

1 

i 
¡ 

; 
:¡ 
,1 
¡'! 

., 
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muestras que p rov ienen de un a po blac ión uni fo rme d iscreta. E n panic ular , co n
sideremos una po blac ió n o rigina ria de X ta l q ue ésta pu eda torn a r únicamente 
los va lores O, 1, 2 .. . . , 9. Esta es la mi sma població n que nos sir vió de base 
pa ra el experimento mu estra l expues to en la secció n 2.2. E n este experi mento, 
se constru yeron las distri bucio nes de X para 100 mu estras de ta ma ri o 5 y 100 
muestras de tama ño 1 O. E n la primera par te de esta secc ió n o btu vimos la fór
mula exac ta de la di stri bución de X, de modo que co nocemos co n exactitud 
cuá l es su d istri bución rea l. Tratemos a ho ra de uti liza r una di str ibuc ión norma l 
(con media µ = 4,5 y va ria ncia a-2/ n = 8,25/ n) como ap roximac ión de la ver
dadera distribución. A unque se supo ne q ue la a p rox imac ión sólo es vá lida pa ra 
muestras grandes, y evid entemente las muestra s de tam a ño 5 ó I O no pueden 
ser co nsideradas grandes, es interesa nte ver cómo fun ciona con muestras pe
queñas. 

En primer luga r, util icemos la distribució n muestra ) de X co n muestras de 
tamaño 5. En este caso. la med ia y la desviación standard de la di stribuci ón son 

E( X ) = 4.5 

ª ·º = )8.525 = , l .2845 . 

Por ta nto, la va riable no rma l tipificada Z - necesa ria pa ra uti lizar la tab la de 
p roba bilidades normales- es 

1
., , , 1 ,I ... , \ 

,\" - µ .i.' - 4.5 O 
z = ª ·• = q 845: = . 7785.\' - 3.5033 . 

Cuadro 4-15 
4, ., ,. ¡ , , , l 1 :-'I 

Tamaño de la muest ra 5 

/(e ) /( ic ) 
(Normal / (.,) / (.,:) (en los 

lntcr- lntcr- acumu- (Aprox. (tcó- ex peri-
valo: .\· valo: = lada) norm al) rica) mcntos) 

0 .5 a 1.499 -00 a - 2.33 O.OJO 0 .0 1 0 .0 1 0 .0 1 

1.5 a 2.499 - 2.3 3 a - 1. 56 0 .059 0.05 0.05 0.0 5 

2.5 a 3.499 -1.56 a - 0.78 0 .21 8 0. 16 0. 16 O. 12 

3.5 a 4 .499 -0.78 a 0 .00 0.500 0 .28 0 .28 0 .31 

4.5 a 5.499 0.00 a 0 .78 0 .782 0 .28 0 .28 o.:~ 
5.5 a 6.499 0 .78 a 1.56 0.941 0. 16 0 . 16 O 1 ~ 

6.5 a 7. 499 1.56 a 2. 33 0 .990 0 .05 0 .05 () () < 

7.5 a 8.499 2.33 a 3. 11 0 .999 0 .0 1 0 .0 1 n n \ 

8.5 a. 9.4.99 :q¡ X l.000 0 .00 O.o.> n · • a 

~--- -----.. ---·---.---~ ... U"/11,n'"' ______ _ 
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1'_··_"1 c: ons iruir ia di , tr ibuciún no rma l seo · , . . 
cron 'L2 ,l ustrado en e l cuad ro 4 -7. E n. cf'~~~~~JS e! p roced rrnr c nto J e la scc-
l:idos ¡unto a las ¡Jrohab·,1,·dade . . o 4 1_5. se presenta n los res ul-. · ' s expc nrn enta l t , · 
dc:I cuadro 4- 13. Los rc\ ul l'tdos o bt .d es y co rrea s, q ue se reproducen 
son muy bu enos E n re. " 1·c1'. d . . - eln r os a part ir de la ap rox imació n no rma l 

· " 1 ,1 , resu ta qu e la d ·t ·b · · 
ta mos es exactamente igua I JJOr 1 , rs rr uc ro n no rma l que ajus-
d · - o m enos to ma nd o sólo los d · 

ec,ma lcs- a la d istr ibuc ión cxac t d . X- b . . : . os pnmeros 
A . . . . ª e o tenida teon ca mente 

ma ño ~~nt;uac1: 1, co~s,dcrcmos _la distribuc ión mues tra ) con mu~s tra s de ta
. a me ia y a desv1ac1o n sta ndard de esta distribució n son 

E( X ) = 4.5. 

/
8.25 

0 x = -To = 0.908 3. 

La co rrcsr ond icnt e va ria ble no rm a l ti p ificada es 

.f - 4.5 
z = 0.9083 = I. IOIO f - 4.9549. 

Los_ cá lcu los se presenta n en el c uad ro 4 -16 · la s co lumn . . 
babdrdade~ e xperim enta les y le , . . . . . ' a s que ind ica n las pro-
. 1 d . . . o r rcas cs ta n tomadas del c uad 4 1' L 

s u ta os rn d rca n nu eva mente q ue 1. d . .b . , · ro · ... . os re-
. . . a rs trr uc rnn no rma l p · 

x rmacro n muy bue na de la dis t .h ,·. · _ ropo rc ro na una a pro -
. rr U\: ro n mue ;tra l de :\' E 1 parece un poco peo r que en el cuadro 4-15 , , '. n e, e ca so . e l ajuste 

muest ra vi ene dado p o r un , , . · porq ue:, \:Ua ndo el ta rna iio de . Ja 
numer o pa r, la drstnbució n teo· r ·,ca ·1 . so o trcnc un 

Cuadro 4-16 

T rn na ño de l;i mues tra 10 

/ (:,) 
/(.'<) 

lntcr- /~,ormal f (.'i) lnter- /(-'<) (en los 
valo : x valo: 

ac umu- IArrox. (tcó-z lad,1) ex peri-normal) rica) 0.5 a 1. 499 mcn tos) 
O: · a 3. 3!) 0. 00 1 1.5 a 2.499 - 3.30 a -2. 20 

0 .00 "- 0 .00 0 .00 
2.5 a 3.499 0 .0 14 0.02 -2. 20 a - 1. 10 0 . 136 

0 .0 1 0 .0 1 
l .5 a 4.499 0. 12 0 . l I - 1.10 a 0 .00 0. 500 0 . 14 
4.5 a 5.499 0.00 

0. 36 0.35 0 .34 a l. JO 0 .864 l _5 a 6.499 l. l ú a 0 . 36 0.37 0.32 
~ 5 a 7.499 

2. 20 0 .986 0. 12 0 . 14 2. 20 a 0 . 16 • 5 a 8.499 
3. 30 0 .999 0 .02 0 .02 

1 • 3. 30 a 4. 40 l .000 0 .00 
0 .03 

3 9 499 4.40 a 0.00 0.00 C1) l.000 0.00 0.00 0 .00 

1 
/ 

/' 
1' 
1 '. 1. 
; ' 
1 ¡ 
¡ 
í. 
! 
! . 
¡ 

.!!, ---
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valor máx imo en el punto 4.5. mi entras que. cua nd o e l 1:,111:,ii" d -.: l., " "· 
es un núm ero impa r, la dis tribuc ión teór ica 1i cnc d ()s va lo re'' ll\ ;1\in1., , 1::11.!I ·, . 
uno de cllvs inmediatamente an tes. y el 01r0 in,n ed ia ta menl c ck spu,; , . ,l ,·J ¡1 ·111 -
to 4 .5. Tal como se ha n es pec ifica do los limites de los in 1.:: rva! C1, . 1:,, dó q ri
bucio nes basadas en una 111uestra par prese nta n uru aparienc ia en;:.1 11 ,, , :i J e 

a sime tría . 
Los resultados a nterio res ind ic:rn que b di , tribu ci,,n n0 r111a l r uede pn,¡,o r-

ciona r una aproximación aceptab le de la d istri buc ic', n mue, tra l de X in c lu so 
aunque e l tama iío de la muestra sea pequ e110 . pe ro es to no es c ierlo en ge neral. 
El rasgo espec ífi co de l ca so an teri o r que hi 70 que la aproxi mac ic',n no r111 a l di ese 
tan buenos re,ull ados es l:.i s ime tría de la di str ibuc ió n o rigina ria y, en conse
cuenc ia . la de la di stribució n de X para cualquier ta maíí o mu es tra!. E n tos ca
sos en que la di stribuci ún origi naria es mu y as imét rica. ha ría falta una muestra 
mayor para pod er obtener resultados sa ti sfa c to ri os utili ?a nd v una di stri buciú n 
no rm al pa ra X. y esto es, de hecho. to que p uede esperarse legítimamente del 

teorema central del límite. 
Pa ra fina li za r nu es tro es tudio de la distribución mu estra ! de ta medi a de ta 

muestra pod emos poner de re lieve los resultados mús importantes 4ue se ha n 
conseg uido. Se empezó obteniendo la di stribució n muestra ! de X co~ mu es tras 
procedentes de una r ob/ación uniform l' discrr ta. La di str ibuc iú n de X obtenida 
resu ltó se r pcr fc:c tamcntc s imétrica y suscep1 iblc de ap ro.x imaciún por med io 
de una distribució n no rmal. cualquiera qu e fu ese e t ta ma ño ele ta muestra . 
A co ntinuac ió n. se descubrió qu e ta distribuc ión de ,'( para mues tra s proce
d entes de una r u blaciá11 normal es exac tam ente no rmal para todo ta maño 
muestra !. Po r úl timo . a tra vi:s del teo rema centra l J e! límite. se ll egó a la co n
ctusi<'m de 4u c la di stri bució n de X para una m uestra g rand e sc rú a prox imada
m ente no rm al sea cua l sea la po hlac ic'i n o rigina ria. T odo, estos rcsultaclns 
seña lan la importa ncia d.:: b di str ihuc i<, n norma l e n la inkrcncia e, tad istica. 
Cuando se utili za n mu c, tra s g ramks. se puede co nfiar .1 icmpre en la di str ibu
ci ón no rma l para d escr ib ir b di strihuc i,,n 11 1L1cs tra l d e X. (Estr ic1:unrn te ha
bla ndo, e l teorema ce ntra l d el lím ite no es v;'i liclo en e l ca so en que la va ri a nc ia 
d .:: la pnblac i,rn no es finit a y su pr .::sc ntac ión e n e l tex to se ba , a en el su
j,u,:-;to ele qu e c-aos casos se han exctuicl n de nu es tro a nioli sis. Obsérvense adc
má, ta s re,;tricc io nes mencionadas en la n, ,ta lÍ de es te cap itulo .) Si ta po blación 
ori!.!inaria no es norma l. cst:i dcscripcic', n sc rú aprox imada. y si es nor mal se rá 
ex;cta. Cuando se util inn mu estra s pe4 ucíías, la dis tr ibuc ió n no rma l pro por
cionarú una desc ripc ión perfec ta de la distribución d e X si la po blac ión o rigi
na ria es no rma l, y una descr ipc ión aproximada s i dicha població n no es no r
mal pero es simétrica . Sólo sería desaco nse ja~lc utili za r una di stribución nor
ma l como aproximación de la distribució n de X s i tas muestras fu esen pequeñas 
y la po blació n originaria es asimétrica . Por último, respecto a las propiedades 
de la media de la muestra como estimador de la m edia de la población, se 
l1altó que, sea cual sea la población originaria, la distribución de X tiene una 

pe . ,aatPO 
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:1 1:, li;i i!:! ual a la media d e la 11ohbci(m y un a variar1c 1·0 1'oti"t t · · • . . . . . - .. "" " a a varra ncra 
slc la po hlac 1o n d1v 1d1 da por e l ta maíío d e la mu estra . Por consig u·c t X-. d · 1 ne, es 
un es tima or msesgado y consistente de la media de ta població n. 

EJERCICIOS: 

4-1. 

4-2. 

4-3. 

4-4. 

4-5. 

4-6. 

4-7. 

4-8. 

4-9. 

En una cierta . ciudad . un 20 % de los consumid ores utili za n jabón de la 
marca D . ¿Cuales son la s probabilidades de que en un ascensor en el que 
se ha llan diez personas , O, 1, 2, ... , 10 de e llas utilicen dicho jabón? 

zar una m a ne · a a l aire para que la pro-¿Cuá ntas veces tendríamos (¡ue Jan d 
babi li dad de que la p roporción d e ca ras se ha lle entre 0,40 y 0 .60 sea por 
Jo 11\Cll OS 0,95'? 

Sabiendo 4.ue el número med io de aciert os en 11 pru ebas es 8 y que la des-
viac ión standa rd es 2, calcul a r 11 y ;:. 

Considérese un a po blación un ifo rme d isc reta con X = o. 1 .... , 5. Obtener 
la di stribución mues tr. de l recorr1·do ( d · J es cc ir , a diferenci a entre la obser-
vac ión mayor y la menor) para muestras de tamaño 4 . 

Comidérese una pobl · · ·f ac1on un1 orme conti nua con O < x < 1. ¿Cuál es ]a 
pro babi lidad de qu e la media de 20 observac iones esté comprendida 
0.4 y 0.6? ent re 

Un a po blación está compuest::i por JO bo las. 5 de 
otras 5 ro jas. Constru ir la di stri buc ión muestra! 
blancas en un a m ues tra de 5 bolas ex traídas sin 

las cuales son blancas y las 
el e la proporc ión de bolas 
re p, Jsició n . 

U_na _empresa que ope ra en una cie rta c iuc.la c.l In sido acusa da de efectuar 
e_xc cs1vo5 bencf1c1os. C omo pruct,a de ello se ha d icho qu e Ja tasa de bene
f1 c10 de la em presa en el aií o anter ior fu e del 22 %. mi entras que el promed io 
nac iona l_ en esta industria fue e.l e! 16 %. En defensa de Ja empresa. los direc
ti vos af irma n que en dicha industria los beneficios son muy varia bles y que 
es frecuente encon trar dcw iac inncs importantes respecto de la m ·d· -lando t l . , e ia, sena-

. ; ,m "en qu e, ª'.mque la t:isa med ia de benef ic ios de la industria fue 
del _ 1_6 •o, la _ dc_sv 1ac1on stand:uc.l ha sido del 4 % . Suponiendo que Jos be-
nef1c1os se dis tri buyen no rma lmente. ¡cu:í l es la pro bab il ida d d bt 
beneficio del 22 % o mayor por ra;ones ' e o ener un puram_entc a lea torias? 

Sabiendo que X - N(B, 16), calcular las probabilidades siguientes : 

a. P(6 < X < 10). b. P(IO < X< 12) . c. P( X < O). d . prx > 20). 

c. Ca lcular tamb ién los dos va lo res de X d · que eilmitan el 50 % central del 
área situada deba jo de la curva 

Definamos Y = renta y X = lag de y Se h f d nes qu ¡ d . ·b · , · · ª ª irma o en muchas ocasio-
e a 1stn uc1on de X es aproximadamente normal e b . ompro ar esta 

t ""'F"""'""" 
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1 a la distribuc ión de X obtenida a 
afirmación ajustando una cu rva norma 
partir de los datos del cuadro 4-17 · 

<.:uadro 4-17 Renta de las fami li as y los individuos 

que viven solos (E.E.U .U. , 1962) 

Ren ta Frecuencia (en porcentaje) 

Menos de $2,000 12.0 

$2,000 a $2,999 8.5 

$3,000 a $3.999 9.8 

$4,000 a $4,999 10.2 

$5,000 a $5,999 10.2 

$6,000 a $7,499 14.1 

$7,500 a $9,999 )5 .7 

SI0,000 a $14,99,9 ¡2.3 

$.i ·~.mm o ~á s 7,2 

,i ,;: l!!M,. Mini~WfÍQ de Comercio de los 
. Fuente : ,5tatistica~ -'.,\~~W~~l ?~ !~~ l-{¡ij(f:, '.'l!fl!~, 
t\Hfü-·. f,'. ··~r·.. . 

. 
' 

-·- ~ .. .. _._ .... ., - .. l .. -.,-.:...-- • --..,A,,-.. ........ ..,-.:~.------------·•' _ .... o .. '•,_' ,¡;,•'.,.r ._ .. _ •'i;:;_~ ._:.;.'' 

Contrastación 
de hipótesis 

Capítulo 

5 

A l comie nzo de esta o bra se indicú que ex isten b:'.1, icamenle d os t ipos de 
inferencia s estad ísti cas: la estimación y la co ntra stac ión de hipó tes is. En a mbos 
c.:1,os se trat.:i de efec tuar juicios respecto a .:ilgún a spcc tn cksco noc id o de una 
p oblaci<m d e terminada . en base a , la info rm.:ición proporc io nada po r una nni'es
tra. E l a specto .inv,.·, tigad o, p11,,dc se r pi va lp r, ¡d C,, P,~º.· i1 ,,111 ;i , p i1r;'~ml'. t ros> fc1 }ª 
població n o, 1nrnos, ,fr ecL1<.: pt <; 111,ep te.1 la , (01:n,ia1 ,ffrn.-; ir1 n¡d ,de

1 
la'. ppbL1c i~11 . Scg~n 

e l tipo de pregun.ta que se plant ee, se tratani de un problcin a d e cst imaci6n 
. 1 • . • ' • . ' 

o d e co ntra star ió n ck hipótc:si ,. Fn e l ca , o de la es ti n1ac iú n. nos preguntamos 
cuál es el va lo r de un parúmetro de terminad o, mi entra s que en la contrastación 
d e hipó tes is pa rtim os de una afirmació n qu e ha ce referenc ia a la pob lación y 
la pregunta es, en es te caso. s i dicha afi rn1ac i.-J11 es co rrecta o fal sa. En o tros 
sentidos, lo s dos ca sos son bastant e s imilares, ya qu e e n amba s oca ~io nes la 
respu esta ,e obti ene co mbina nd o los co noc imi entos prev ios y los supues tos 
relati vos a la poblac ión co n la evid rncia p ropo rc io nada p o r la 111ue ·;tra . T am
bién en los d os casos se efectúa un uso cons id e rable del co ncept o de distribu
ció n mu es tra! que se ha d esarro llad o en secc io nes anterio res. Por último , c ual
quiera que sea e l tipo de pregunta , la re,,pu es ta es siempre provisional. Sin 
embargo . existen c ier ta s dife rcn r ias d e enfo que que hacen acon sci_ah le un es
tudio separado y, en consecuencia, d cdica remos este cap ítul o a l problema de la 
eontras t,1c ió11 de hi pó tes is y e l •;igu iente a la es timación . 

S.t Est:1bkcimiento y yalora ción de prnchas para la contrastaci6n 

Se defin e como hipó tes is un supuesío qu e hace rer'~ renc ia a la població n. 
Genera lmente, se efec lúa m ás de un supt1 cs to de este ti po , p e ro no todos e ll os 
se contrastan. Los supues to s que no se pretend en con tra s ta r se d eno minan 
hipó/csis sos1e11idas, y consisten en todos los su pu es tos que es ta mos di spue ~tos 
il efectuar y a creer válidos. Naturalmente, no podemos estar nunca completa
mente seguros de que estos supuestos son válidos, ya que, de lo contrario, de
i-1rian de ser supuestos para convertirse en hechos. En es te sentido, la situación 
l\.¡hitual consiste en el hecho de que estamos convencidos de que los supues-

' ¡ 1 

1. 
i 1 

1 ! 
' ! 
i ' ¡ 
1 , 
! 
1 
( 
1 

. .,,.. ... · 
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¡qs 5¡': qlf)1p lcp a j ¡¡¡ enos de fo rma a¡i rox jpi ;i.da. de Jll<1d o qu e la , liip t', tc, i, '• " · 
¡¡':pjcj_;¡ s son p ¡si i:.or recia s. !.,os supuesloS restantes. suje tos a vcrific 1Lii1 n . ,.: 
~enr m inarJ hipótesis co111rcwablcs y co nsis ten norma lm ent e en afirmacion c'. s rc
J;¡¡jy;,¡s ;¡ ] yalor de a lg4n pa rú111 e Lro de la po blac ió n . En la teo ría e<taclí , ti c:i, 
¡:s¡e ¡jp0 el e 1lipé11.:sis reciben e l nombre de hiplít,·sis 1111/11s, ya que ill1plica n 
81.JC no p iste ~lifcrcnc i;.i entre el 1-erdni/cr/l valo r del par:unctro d e la pohlac i,i n 

y el ,111c se supo r¡ c en la hipótesis. A modo ¡je c jc111plo, consid eremos la af irmaci ón de qu e « los ecnno nfr, tas 
y ]os ps jct',logos gastan. por térin ino medio, en propinas, durante sus co ng.re
~LlS am1 >1 les, u11<1 ca ntidad igual». E sto se puede in terpretar como una hipó tes is 
~on trn , table que sc í\a la q ue la 111 cdi ;1 de la 1mhlaciún es la nli,,111a en lo , dos 
¡iru pos prok\ ionak\. Nor111« l11 1ent e, con tra, t:irianw, e , ta hipLite, i, nbt i: ni endo 
una 11111cstra alea toria de ccunomi, ta s y o tra de p, ict',lngos, y co lll parando las 
medias mucs tralc, respec tiva s (en la forma que cs tudiarc lllOS a continuaciún). 
En este caso , la hipúti:,is 'so, tc nida puede estar fo r111 .1 da por los sigu ientes 

supuestos. 

1. Si ex isten diferenc ia s en el con1po rtaJ11iento medio co n respecto a las 
propinas, é, tas se debe n p or co mpleto a la profesió n d el individuo, y 
los dc1n:is fac tores, co mo pu cckn ser la rc11ta. e l sexo o la edad. no 

tienen ninguna im portancia. 
2. La ca ntidad media qu e se ga sla en propinas en cada grupo se distr ibuye 

normalmente con la mi sma va ria ncia . 
3. No existe ninguna presunció n a priori de que a lgu na ele las d l,s J11cd ias 

poblac ionalcs sea mayor que la otra . 

E l prilll cro de estos supuestos implica que a l efectuar la contra stació n no 
es nc-ccsa rio tener en cuenta ningún o tro fac to r apa rt e d e la prok, ión . E l segundo 
supuesto es n~ccsa rio para determinar la distribución mucstral Jel es tadí stico 
de prueba. y el último su puesto es el que dete rmina la hipó tes is a lte rnativa 
a la hipó tesis nula que consideramos. En este c:i so, esta hipótesis a lte rnativa es 
ta el e que las J11 edias 11 0 so n iguales, y al plantear la contrastación es preciso 

't:specifica rla . La idea de una hip,1 tcsis a lte rnativa es de gra n impo rtanc ia y conv iene con-
sidera rla con más deta lle. La hipó tesis nula es una proposición contra stable 
y. por lo ta nto, es necesario que ex ista una proposic ió n contraria, ya que en 
otro caso no habría ninguna necesidad de efectua r la contrastación . Esta pn

1

-

posició 11 contra ria recibe el nomb re de hi¡)(ítcsis altcmatira. Suponganws qu.: 
la hipótesis nula señala que la media de la población,µ. tiene un valor l"'· (, :· 
neralmente, \lama111os //

0 
a la hipó tesis nula y HA a la alternativa . E n e -te e:> '·'; 

la hipótesis alternativa puede ser, por ejemplo, la proposición de que l' e' 
11

: · .. > · 

a ·otro valor, µ .~· Es decir, tendremos que 

--- ----·-------------
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Si el caso es é 1 1 · 1-s_ e, a un p icac il.lll es que 11 p uede se r . . 1 . 
pu ede tene r ningú n o tro v·lio r Evici ' t . igu,1 ,t ll-0 o a ¡1,., , pe ro no 
corr ier1 lc. va · ·r· ' · en emente, esta s ituaci, i n es muy 

, que s1gn 1 1ca qu e tenemos ,. 1 . · poco 
respec to a la mcdi ·t d e la p bl . , . r'-"1 111 cntc mu cha 111for111ació n a prio ri 

' ' 0 ac ion Y qu e de lo único 
es de c uál de los dos va lores . 1 que no es tamos seguros · . · · es e correc to F rccucn tc i , t 1 . . 
previo rclat1vn a ·la media d e la o blació n ( · , . 

111
.:n e, e conocurncnto 

po hlaciún) es mucho m .-ts 1· ,,111 PJ s· o a cualquier otro parámetro de la 
' · e CI o. I no s-1bcn10 · b 1 

pec io a ¡,, la h ip<'itcsis a lt e rnativa se rá I· d " , s a s~ utamcntc nada res-
se11ta n;n10s d e la forma siguie nk ,t e que µ 110 es igual a l-l-0 y la rcprc-

// 0 : I' = f' o, 

HA : µ # f'o· 

E n a lgu nos casos esta mos has ta 11te segu ros d e que 
110 Y en estas oca siones te i.-.:mos 1-1- es mayo r (o meno r) que 

Ho: f' = ¡,0 , 

f-1,, : I' > f' o 

Las hip,,tes is ljUe ti, . f . . . u1c:n un .1 or111a "ém'n l coi 
ck no1rn nan hi¡1,í1esis com¡,uc,llt' v I· "' ' - no l.l r" l lú > 1-1<1 o ¡, < " " ~e CO . , J , l S que pr 'sC\ll 'll f ' ,....., 

mo µ ==: l.l-0 se llama n hip,5!t'sis sim ,/, . c . ' l una a irmaci ó n específ ica 
Las· f · .. · ¡, .,. . ,l 11 lll,lCIOnes d e C' ll"iCt' r ' . ',· r· ·, ' ' e cspccl ICO so n lll .- · f.- ·1, . 

que ll en en un ca ráct e r v:l"O , . , .. 1 a s ,,c1 ,., d e refutar qu e las 
. :, O l!c nCl,I y ¡1or l'llll 1 ocurrido l'n la 

1
1r.-,ctic i e· . - · ' · u, resu ta d eseable -y as i· lia 

. . , , o n1un- qu e l 1. . 1 1 p,,1t: , 1s se forn1ukn cn n un " 1 . . . l, p1 o 1 c n1 a s d e co n tras lac ió n de hi-
p . . " 11 JJ t> lc,h nula t·i . ,,- T , 

or tan to , s1 te nemos d os hi pó tes i· . , 1 . 'n cspe,1 ic,1 como sea po, iblc. 
y una de e llas i:s s i1n¡Jlc y h o 1,·:1 , rna es --como sue le oc urrir a menudo--

. e e compuesta ckc ' . 
conlra '>lar la s impl e. l ' llo .·

0 
·r·.. · ' -1

mos co mo hipó tes is nula a 
h' . . · Sl::, lll ICcl l[UC: en lllUdla. . .· . 

ipo tc ;1s nul a la propos icil·,11 c¡ue ¡· '" 1 , 1 s oc,1s1o nc, int roduc irnos como 
d , tj Ce, nl l !lle l ' SC 'lm OS f · e e o es e l co rres po ndiente a las ru eba . , . ' re I utar. Un buen ejemp lo 
obvia presunc ió n el e c1 uc en tc' 1·11p1 · . sl J e un n uevo medicam ento. Ex iste una 

· ' in os l e po rccnl' · d. 
nuevo med icame nto darú mci·o ,·"s , . 1 d ,lJC QlC 10 de eL1raLiones el 
t · ' ' rL, ll (;¡ OS Cjll j t '. • . ' 
er1 o res, ya que, en ca so cont rario , .· e a ~r,1p1a o medicamento a n-

contra stac ió n. Sin Clllhar"o la 1 . ·. i:º. _ tc nd1 ia n1ngu n sentido cféc tuar dicha 
dt: 

1 
° · ' 11 potc s1s nula es en ·t 

. que e nuevo med ica \llcnto produce 1 . e , e caso la p ropos ición 
crcincs que el viejo y la hi pó tes is a lt . . e m1s1~10 porcentaje medio de cura-
nia)·o r 

1 
c1 nativa sera que este _ · en e caso del nuevo m d. · po rcenta¡c medio es 

L d · . . e tcamcnto 
'. . a cc1 s1on de cuál d e las dos 11 · . . . . 
''·' " nula tiene algunas impl' . ipo tes1s nv~les debe toma rse com o hipó-

1cac1ones que es preciso no dejar de lado. Según la 
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m e tod o logía cstabkcida. una h ipó tes is nul a es un a p ro pos ici ó n qu<.: :,er;i r• Hl· 
sid crada vá lid a a menos qu e la ev ide nc ia nos haga dudar seri a me nte dc c:lln, 
En es te senti do , una co ntra, ta c ión estadís tica se parece a un juic io a nte los 
tri bu nal es, E n un juicio. e l acu sado es co nsid era d o inoce nte a men os que la 
evid e nc ia sugiera que es c ulpable . más allú de tocia duda ra~o1111h/c, De l mi sm o 
modo. la hipó tes is nula se con sidera vú lida a menos qu e la e vid encia s ug ie ra 
-ta mbién más a lb d e toda elud a ra zo nable- qu e no lo cs. (Sin e mbargo , mien
tras en los tri buna les la dcfinic ié, n de «eluda razonab le» es la mism a e n tocios los 
casos, en la s prue bas estadís ti ca s puede va r iar según cu,í l sea e l coste d e efec
tuar un veredic to inco rrecto,) Adcni:t s. a l igua l que en e l tribunal es e l fi sca l 
quie n ti ene que probar la c ulpa bilid a d de l acusad o . en la s pruebas estaJís t ica s 
es el estadi~tico quien ti e ne qu e probar qu e la hipC,tes is nula es incorrec ta , Na
turalm en te. la palabra «probar» no J e be to marse en sent ido abso luto e n nin
guno de los dos ca sos. pu es to que si empre exiqe una «sombra » d e duJa: só lo 
Dio s sabe si un ho mbre es 'rcal111cnte cu lpab le o una hipc'Jtc ;is nula realmente 
inco rrcc la, Por últim o. también e l proo:Jimi e nto res ulta s imilar : en e l tri bunal 
se presenta toJa la ev id e nc ia y demás información qu e res ulta releva nte para 
el caso, y se po nd e ra d e a cuerdo con las reglas establecidas po r la ley. llcg;'1ndo
se a un veredielo de «culpable» o «no culpabl e », Del mismo m odo. cuando se 
efectúa una co ntrastación estadí stica , se utili za tocia la e viden c ia y la informa
ción previa de acuerdo con unas reglas predetermina das y se llega a la con
clusión de «rechazar» o «no rechazar» la hip ,í tcs is nula , Cabe señalar que, 
igual que el tribuna l dic ta s u veredicto en la fo rma de «no culpable» en lugar 

,de «inocente». la conclusió n de una contrastación es tadística con siste en «no 
rechazar» en lugar de «aceptar» . 

El pa raleli smo entre los juicios y las contrastacioncs estadísticas finaliza 
de repente cuando consid e ramos la aplicació n de la Quinta Enmienda d e la 
Con aitución de los E stallos Unidos, Contrariamente a lo que o<.:urre con un 
acusaJo. que no de be «verse s uje to a g rave riesgo d e s u vida o a perjuicio 
grave en dos ocasio nes por una misma falt a ». las hipótes is nulas están siempre 
sujetas a la posibilidad d e contra staci ó n, En rcalidaJ. au nqu e las hipó tes is 
nulas se co nsideran válida s a men os que tenga mos evidencia clara en sentido 
contrario. esta opin ió n s iempre tiene ca rácte r provi s ional. E n este sentido, una 
hlpó tcsis nula se parece a un ca mpeón ele cualqui e r deporte, que en cualquier 
mo mento puede verse supe rad o por o lro depo rti s ta . E n rea lidad. es posible 
imagi nar el progreso de la ciencia como un proceso en el que se establcc.:n 
hipó tesis y a continuación se efectúa un gran esfu erzo para obtener nuevos datos 
que permitan refutar dichas hipótesis. Unicamentc pu eden so brevivir a estos 
ataques continuados las hipó tesis má s robu stas haciéndose merecedora s ele 
nuestra confianza, al menos ha sta que se produzca un nuevo ataque, 

Hasta aquí no se ha mencionado en absoluto la cucsti ú n relativa al Pri~~n 
de las hipót.:si s. En principio. este problema tiene una r.: spucsta ~imple· , u ' 
hi,pótcsis económicas se obtienen a partir de la teo ría ccon t"11ni..:a: ~in c 11it·. <r >" ' , 

· ·--~-----··--- ------------~ 
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,,,. l. 1 pr:ic ti ca. ,21 asunto es mu , ¡ , , 
,:_,,,,, ,,, n, ica es e n muy poc,1s _e 10 mas/ compl eJO, [ n primer lugar, la teor ía 

' · oca s iones o s uf1 c1cntcm ¡, .. , . 
<'< oJIIO p:t ra prod uc ir hilJÚ tcs is a ¡0 • • en" pieci sa Y detallada 
1 , , «s que se puedan apl ic-ir ¡ , 
'" r e1c111p lo. sería una t1r ·a J'f· ,1 , • . ' ' pruc Jas estadís ticas. 

, ' e: 1 1c 1 lr.ttar d e e ncontn l J' 
m ica un anüli s is tcú rico lJU ' d , 1 ' r en a ll cratura cco nó-

, , e: e ugar a una pro posici C1 n ·n J, , , , 
un valo1· co nc reto del multi'pl' " 1 d 1 • e •1 que se espcc1f1que 

,c,tc o r e ga sto pú b l' J JI 
los s upues tos implica d o s en 1 1 , . , ' , ico. eta ando ade m,is tocios 

. , a 11 po tes1s so s ten 1d't No r . ¡ , 1 , 
no 1111ca só lo es pec ifica ]·i s , 1 1, . , ', m a m c; nte , a leona ceo-

, '· 111 e rre .ic·1o r1c:s cntrª J d ' , , , 
cas dcscribiéri ¡,, Ja s no rn1 a lmc11 t , , , e: as ,s t1ntas vana bles econ ó mi-

. · ' e e n term 1nos muy ge 1 . 1 p , 
non 1e l ra el c he cs¡Jeciíinr 1• f , . ', r era cs. or ta 111 0, el ceo-

, " 0 1ma matcm ,111ca el · t· 1 , 
la h ipill c, is sc1\l c niJ a d e fornn lll 'Í . 1' e e s ,is re ;ic1nnc·s y presenta r 

1 - , , s cn mp c la \' co n ma),or el 1· 11 l h . , . 
nu :1 sc 11al,1 !.'.Cneral1ncn1 c <JU, I· , .1. , . · ' e" e, .,.-1 1¡x lles1s 

. , .' e: a re: a c1(l n pn,stubda n, . I' 1 1 
mente s1g 111í1ca que e l V'li d , , , ' c x is e:. o cua nor mal-

, , or e: uno o ma s paramc tros , , ,., , 1 , 
qu1: la hipó tes is alle rinti v·i . f ' . . , es i,,, u,t a cern. rrncntras 

' ' '1 irma que h rchc1 ; n ,. , L 
c ul1 a d prcse ntaJa po r h Icor· · . . ' ' ' s1 ex is te . a scgu nJa Jifi-

, l,l eco 11<H111ca cnmo o rin '11 . 1, I· ' 1 ' ' . 
en n111cha s ocas itHl •'s ¡,1,, V ' ' , l l 1 º' uc as 11p,,1cs 1s es que , , ' ' a ri.1 les 'l ' I S J , -
definir . o d e m edir. o ti e nen amb~s , r, b, 1 ,que 1,1cc: rcfcre11c1a son JifíciJc5 de 
s ·¡¡ • P o e mas a la vez Po r el · sn " , , 
, < o ocu rre en conccplos cu,•·¡ cl'f · 1 d ,, e: , o r«c1a. e sto no 

. , , 1 1c u ta e s l'lll no tor' 
capital. s ino que t:imbién s, ·a J' · ' 1ª CO!l10 en el ca so Je( 
cos como pued e n se r h re,n~ a p icla a co nceptos claramente mcn0s problemáti-
. , ' ' 0 e con s um o Po r último , , , 
ue problemas . c uya teo rh cconó m· , . · . ex1sicn g ran cantiJad 
po r ta nto mu y poca avu~a l ,cb,1 es ta_ muy poco desa rrollada, o frec ie ndo 

, , e n a o te ncHJn d e hip · t ,· 1 caso s , los inves tinado res recu 
1 

, " cs,s re eva ntes, En es tos 
, , • 0 • , rren genera mcntc a tco rir , . 

es t.i blcccn hipotcsis sos ten , 1, ,1cioncs ad hoc, es d ecir 
d l , · 1< as Y contra slables utili zand · ' 

to a a ayuda que puedan obt- d 1 . 0 s u senlldo co mún y 
, , ener e a teo n a La n . 

econo mctnco aplicado que se 11 ,1 · fe ··¡ d 
1 

, iayor parte del traba1·0 
, ' , , e: ua o nsta la t J'd 

o por lo menos puede d ec irse que el . , , , ac ua I ad es de es te tipo 
dificultades para e:, tablcc , h ' , , p,re o mina es te tipo de traba jo. Toda s esta~ 

1 c: r 1JJL1tc:si s econu1111cas •s J' • • 
e mayo r g rado de concen tra , , , 1 e , p ic.tn en e1er1a medida 
d d . cion en os pro blemas d , , , 

e ,eac ió n a los ele contnsta ,'. d 1 , . . , , e e ~t1111a c 1o n y la menor 
', c io n e 11po tes 1° e"i st 1 1 · nométrica , J , · ' , e n e e n a rnves tigación eco-

. El es tableci mient o d e la hipú tcs is nula , 
primer paso cua ndo nos oc upa m os d \ t e s u alternativa representa el 
de hipó tes is, E l paso s iouienie co n s1· 'le un pdro i_e ma rela tivo a la contras tación 
d , , 0 , s e e n 1scna r u ' t , 

ec1d1r, ba sá ndonos en Ja , , 'ciencia di s . ' . 11 cr, eno que nos permita 
hipó tesis nula , Es ta rc .,la o c ·1 , . p o 11 1b lc . s1 va n~os a rechaza r o no la º ri crio es en pnn , , l · · 
problema: se define un estad ' t' d . c1p10, a mi sma sea cual sea el 

. is ico e prueba y unos ¡- , 
espacio muestral en una reo· · 

1 
imites que dividen al 

1 0 1011 en a que se rech aza 1 1 , · , 
en a qu': no se recha za, E l estadístico de ' a 11po tes1s y o tra regió n 
que nos rndica la forma de conf t l ,,;-r~cba es s m1plerncnte una fórmula 
una variable aleatoria cuyo val ron ~r da ipotcs1s nula con la evidencia y es 
·¡ or vana e una muestra L ' 
' lle se rechaza la hipótesis se d . . a otra. a región en la 
¡unto dd espacio muestral tal qe;o~1n~ a tces región crítica y es un subcon-

s1 e va or del estadístico de prueba perte-

1 

1' 
/ ! 
1 ' 

1 ; 
• 

'1: 
' 

J 
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1 '' 
' 1 ;, , , , 

necea él. se rcc ha,a 11a 1hir<:tesi\ ~41a_ ,0 11.11!i~1110 nwu o .,Ja rcgi,;11 ,·11 '" ,111 ,· ,,,, 
'se 'r e/:!,ó;:a !el htpót'esis, llamada normqlm ente re r; icin d e (I CC flli/ C/l>/1 , es Ull SllO-

' i 1 · , ' . 1 / . ' 1, 1 1 1 1. 1 , •• l t , 1 1 1, , , _ / • ¡ .( , ' ' 

\:'.~.j~~!? ,º es'p~~ ,o ,pi ue~ \r~I ,t~I ,qpe 1i .GI ,v~lc¡ r JI GI ,c1t::i1tí1\ÍC\l ¡le 1¡iq1eha pc; r
ten bce a ~-l. 11 6 se rediaza 

1
1a hipólcs1s nula. 11;1 ,lí n1 it e c;n trc :las .rcg iqpes ,de accp-

1 ¡ 1 1 1 ,¡ ., l . 1 1 , , , , •¡ 1 ·1 ! r 1 , 

1(a~ i\1 11 X e ,rcc;~ '.1ce se .~ct~1:p,1 in i1 .:1 ,PP:~\\ r de ¡la \pfq ~q1 ¡ic;iqp ;P. re."'. ia ,rqlé\\iva a ;la 
ili str-\buci0n de) csta~i stico <,le pru c;fo . mc-ctiante 11at espec: ¡f,icac; i(W .c,1e ¡la 11,ipótc~is 

, TI ! J 1 ·• I, j , •, 1 ,f l 1 , . l 1 , ¡ • • ,. • L , ti ' 1 1 1•1 ' 1 1 1 

a ltern.-it iva, y a narllr ~l e con~irl eraciones reta, 1vas ¡i 11os ,co~tcs .de 11¡i .o.btenc,i(11,1 
~,I , 11 1 11 1 , 1 1 ¡'1· 1 ! IJJ , . , 1 , , j 1 11 1, •! 1• 1 l .;11 ·' · 

ye . ~~~ ,cº .~s i~ s,i<?,\1 .i.~~º.r.rec.,r ,u,i;i h ,sg9 ,ir:i.ip9,r,t¡i,i:i,1e .~e e~te ,\¡1,\ite es w .incte
p_e,~?e,n,q1~ .resl?~c,~9 .?' t1~ ,i_',1¡fo.r.1:nac,i9,i;i ,9e 11\l ,1.1,\\lest.r;;i ; .S\l ,re¡~\ic,la~. s,y dc;te.rm(ní(
,c,i,91~ ,es }me,r,i9,r, ,e,~ se_w,i10 11óg_ic,9, .\l ¡l\l ,<;l1l,i,\e,r;tC1Í9, \1 ,9e ~íl [.l;lU,eS,U-\L 

Criterio de contrastaciún 
t 111 ~ 1 Jd d · \ l,111, ¡ .. t ¡ , 1 1 

P:I r ,roccq,i,1;1,i c,n10 pª.r~ e, .1a?1ccer .~1n .cri,t.e,r¡q qye p c.ri11,i,1\l rec11az¡¡r J¡¡ ¡1 ipú.1e
sis ,~,~/~ se p,uc?e exrl ,i,car hacicnc) o rer e,re11.ci\l \l! casq ~q rr_icr¡ ,tc, e/e ji pro de ,texto, 
~e ~.º.~U·: s.l,,t,c,1(/,1) qc /),i/?Otes,1s . .Or1¡,1qcrC/l/OS ,.u,Il\l /11po,tcs¡s nula yt¡e _¡¡f1rma guc 
)~ m,cq,i~ .9C ,l/n~ :V~na /:J/ e r, es ¡g,u,¡/ a )/.o· ~.upqr));:/,1)/QS .qlJe /a /il)l ll,les¡s SOS~e
~i.~~ es¡~ fqr,rn\19,'f p<?f /os s.1gL!/Cíl/,eS \ l//l,l/c./QS: /) ,r sql¡s/ í//1U yi: l]OP)Ja)mel]-
f.e ; 2/ /.~ V<f,r/~ ,~C/~ qe r es c,

2 y /.:¡ ~qr¡o.ccn¡qs. /--<} /11po /es¡s sosfe111cj a /10 11Q_S 
~¡~~ nq1q f~SFe~¡q ~ ¡~JPQf ,cierr.prq. S/ F p4cde fCJIP::/f so!amq¡tc v;¡ jores. pos,
Hrns, H qfft 1nfqr1nq~1or¡ 9e csfe ¡ipr¡ ) y. rw Jqf]JP, ,,l h1pplcs1s ;¡j ¡err¡a¡ ¡Vij ¡:s 
~1mp.ler.)C1:f~ 9tic; 1.1. r.q ~s ,g~ql .:¡ ,~~- fqr Jq ntq, pml¡::!lFlS escnl:i1r 

ffo: f. = /'P• 

fk /f "# ¡t~-

pcsa rro\lc p1os qhora un c,tacJíst ico de prµ elx1 ¡¡clccuaqo a este caso. La 
jpfc~rppc i(>f1 q t\C !'\~tendremos ck \<1 mues \ra o \wi,rn1ep1e nos dirá al;:o respec ta 
'I: 1,1 r1edia de \:\ pohbcit\n: e\ pro t,k qia qiqsiste \:ll (.:Ú ll\ Q utiliza r esta infonna 
ci,ó,11,. j::\ an.á\ is¡s de \q secc¡óq ~-3. ¡pqieq qqc lq mcc.1i<1 de la mues tra posee 
~¡ems. propi cljac.\CS (\u,C rc:sq\\aq µesea \J,les para l\n eSIÍ lll.al\Or Qe la meQ Í<I 
~e ,~ pob,\:ki,ó \1,- \:: 110. sugiere (l\\e parn rcsq111ir la \:V il\c¡\c ia 111ueSlFII relé\ lÍY<I 
\'¡ \<\ w'ec.\ i,a c\e 1~ p.o\J\aciól'\ po.dcq1,os 11@z;ir \,1 mcc\i,, l\C l,1 11111es \r<1. Eíl CSIC 
\'\so,, 11,n, ~~i\c 1,i.o. cibvio. Pª,\A rcc \1,1zm o. no. \,\ hi\JÚ\es is mtla . p~.el\c ser el si
g~,1cn1e: s1 e\ v<\ \os qc :< es m\lY c.\1s\111.\o. lle \J,u• r,:e \¡azar l.i. \11p.o.\cs1s: s1 11,0 es 
~W,Y. ~is\ i':,\º· r;io. recl,1,'\l.ar l,1 

f \ cr\ \C~Í,0, <\Jl,\q io r ~CS \1.\\<\ c\,¡ra\s\en\C Í\\Í\\Í\ \J,•\ t"a QC(Ít;1Ít" \;\S regÍOll,CS C(i · 
\i~a.s X c.\c a,cep\ae i(>,1, \\ \I.\C \IOS \\\\\: \:S\,\\J\czcamo.s \:(l,I\ cx,1c:li\ll(\ l\L\é qltircs d~ 
"' Y<\\11,C,J,S <\ <;:\'l\'1,S\c.\Cra,r «\1,1,ll)" c\is\\\\\\ l.S >), \ .. \,; \Io y l.'.\\<·1\cs t;\\\. l>·,l\'a \l>,IWH t'.11 :1 d, : 
i;:isi{>r\ qcqyq \.le e\\o, es p,rcc: iso. \:\l.W.it \,;1·a1· \,1 t\is11·irw:ii11\ m11c , 11-,d tk _\ · ' ' \ 
\:S. 110,[lW\I Y \ienc. en rq\ic\aq, 1111,1 me,.li,1 \J.n Y 1111<\ \'iH Í,tnCi,, ,, , . .\' ,,r~ u-· ' 
fü\rlW\ I con m~1:fo1 ¡,., y Y,\ri,111ci;1 cr ' / 11 (,;n l,1 ,¡11c H.,:, d 1:,rn:1ún ,k l.t '"" ' , .. ' 
'Ni!ll!rillmcm,:. ¡:µme1 la íli, 1ri \l11.,:it·1n 1wrm;il s11 c\\icndc ,·111 rc - -· ' 

a; tt,A&!§ W.PMIJ$:¡¡;;m.#AliC.4-iU#KJ,t ill $4k.b#@l3.M ;g;:s · 
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¡,,·,1hlc t>b.servar c 1wi<¡11icr , .. ¡J ir ¡ . v 
, l '' (e / \ .,ca cual SL"I h 11 1 ,J · J 1 .,rn L'lll iargu, s i ,la lll edia co rrcc t· , . 1 . · ' • L 1a le a poli lacit"in. 
· ' des /lo, os va lo 1-cs d· X.- , , . u· ,lllh:r\'a l,1.s ¡n t-,.,irnos ·1 1 t , I ··· . e c,11 íLSJ)Oll 1c11t,:s a los , . • t,. L. n, l,t n .una n1a Vl>r - 1 . 1 T ·I· 
v,dus (de la .mi sllla ,1011-'itud) si Lu ·1dos - l,p10 1, 1. )J' " ,1cl qu e los de ilo·; ínt er-
. · 1 '=' ' • ' • ,lll u y , e ¡os d , -E . • 1 -, .1 L,1u , 1t eremos <cm uy cli , Lintos cl . . c /J.o . s n.i t11a . ,pues, q ue 
.. . , ¡· 1 . · · e /.lo «,l\Jucll os vaolorcs d e X , ... · .-. .c,1su,1 1c acl -s, la ve rd ·tdTi 1t u· f · qu t: oc. u, 1,,1.1,111 ,por 

4. ( e' . H.:: ia i uc ·.; c /l r - en inuv .· 
«en ,lllu y poca s oc-isiones i> . .., . ' · . ¡poca s ocasione.,. ,\,J c!J ecir 

. -. · · • - · ·GI Lt c1 cmos .icmr llt> r •l 1 , . J ¡P roba b1.l1daJ ,0,0J ». · ' · 1 ,n.icnos e e mo mento, «con 
A J lko ·1r ·1 , t · 

0 ' • ' "" '- .punto. es JJ cccs·1rio · L. d .· . . 
a,hcrn ativa qu e afi1.1;1a que _l"" l ... F.n Hl "IO. llllr Cf.l ,la' d1 ,cu s1ón ila ,hipó tesis 
)l• Jte , 1·; nula .1.1u ,e c11n1¡, I . / . . 1 ," 1 .-.. Jc;c1 J1 LL1d , e, 10 , 1g11J/1ca qu e. s i ,la .¡,¡_ 
d - e, , d ' e re , IL u,1 111 e·dra pu ·J , , 1. _ . 
, e ¡,, .. . 1',., r 1, , 1;1111 <1. ¡., , , .. 1¡.,1 . 1. \ ' .· " ' e , di L' ll u 1a lq u1 cr laJo 
)llll · /1 .· - ,. L\ t.L ,. fl lll_\ :- 1.1p ;,_· rh 1r 1..·, ~t ¡ 1., ~,,¡ 1.: 1)11 111 IP, ,·~1lo rL'S 

" L () nJ~l.' Jh' l/U Cll< J', CO ll , IÍtuir ia11 e·1 ·j,.k11 c· i~ L'l l · 1 -· , . · · , 
,(SJ Ja J11pu te, 1s <1ltcrinti v·i fu . . . . u m ,.; d , la h,p .,c t, 1s nula_ 
,, X ' ' LSL, JJP I c1,,11plo /l ... . . ye . m uc: bo ll1t1yo u ·1 t¡ u , ., . . . · .. ,... /J.,. t111 1c;1r11 e· 11tc l,1s va lo res 

. . · L Jto 1, p1c,c11t;1n;1n c, 1J .11 .·. , . .. . . _ . 
11.uJa.) L s decir. Jos Jj mj¡ ·s CJJlr ' J· -.. _ . . L tia u1 c<' Jll 1a J e· la h1p <l i..: , is 

L . 1...: ~ l l~Jun cn t ,c , y J·J r ~ · · f . . 
ser ta les yue ¡en!!anios yue , ·J . . . _- J . _ •· _- ' eg i, ,n l , · ac·e·p t:1c1u11 d ,·hen 
. d . , rc.c iaz,1.1 a h1po1t:,1s nul:.i si ·I .. 1 J , 

ser em;i , 1ado pct¡uc,1o O dcma si·i 1 , .. l · · " ' ·1 o r e ,\ resulta 
. - . - · • lO /c l ,J JH e coni¡n rado nin ¡ f 

sµ apanc1 on ¡Jo¡- ca sualid ·id '"" I 111 . 
1 

' ¡t, te' <1r 111;1 que ' .,e, lJ )' poco pro )' t J, e 1 
ma r mu y poco proba ble (o rnu v __ 

1 
, · - •11 

c .. clln o 1c111 os d cciJicJo tla-
r,11 0 :.i IJJJ , uccso , , . 1 t ·¡- 1 

camcnle O.O 1. did) a J>rn ln hil ' 1,- J 1 ·I · · . , u P1 o 1;1 11 1c ad es üni-
• ",ll t ' ic <> t·,r « rc¡1·1rt1 l · · 

va lo res J crna .s i,1d" Jle't /U CJJOs d, \' 1 . 1 · . ' l ,J» por igual entre los 
1 . . . · '· / Y n, e ,·ma , ,aclo (! ·· d . . l' . os 111 11 11c , dch·_' IJ c, tahl ·e ·r ., ¡ .. 1 f _ , i.i n LS. _11 o tras pal:tbra s, 
1 . L L 'L t L 1, 1 ll t /ll;J qu e· h ¡iroh· bT I· d J 

l c1na , 1,1d u pcc¡ucii:1 e, IJ í)()'i 1. . 1 . . . ' ·1 1 ic ·1 t e qu e x sea 
· - Y ,1 p1 0 1c1 hrl1 chd d· 11 , 1 . 

es tambi én 0 ,005 . Por 13111 0 s . ·I · e .t le .r , ca e L' llla , 1ado !!ra11de 
Ú, d ' · cgun L teorema ad iti vo (l ' O '1) 1. - .. 

,l el e qu e _\' sea dc111a ., i;icl n !!rantl , 1. . .. ~ rema - , a proba bil1-
- , '-' n , c111.1'l ,1d ,1 pcc¡uc11a ' n . . -

¡t-0 , sc r,1 0 .005 + o 005 _ 001 t· 1 . 
1 

· e comp,1rac1on con 
' - · .¡ l llll l ll l 1..' ,1..' ; llJl OS 

Llamemos µ¡, al valor por dcha ·o del , . . . . 
siado pcq uciia y P-11 al valor por e,/cima cl~td c~11 ~1dera :e111os que x es dema
mas1ado grande. En la fig ura 5-1 , 1 . . - cu,1 cons,d"raremos que x e:; de-

l d' 'b . , ' se 1.111 sena lado estos pu t . a a tstn uc1on muestra) de X . ._ 11 este caso · · 11 os correspond1cntcs 

Y por la tanta, 

P(x < l'L) = 0.005, 

P(,i > 1'11) = 0.005; 

P(¡LL s; X $ /L11) = 0.99 .-

Figura 5-J 
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En realidad, podríamos considerar a X como un estadístico de prueba ade
cuado a c, te caso, y tomar como región de aceptación el intervalo entre 1:1~ ,Y µ11, 
pero esto no resulta muy práctico porque no sabemos .. cuál es la .P?:'c1on de 
¡.1,_ ni la de ¡.1 11 . Sin embargo, podemos obtener con fac1lidad la pos1c1on de .los 
puntos Je una Ji , tribuci,\n normal tipificada, que constituye la contrapartida 
de los previamente mencionados, ya que en c:;tc caso disponemos de ~ablas 
para la s prohabilidadc:s: El proccdimic:nto a utili za r para ello se explico con 
dctalk en la sccc iún 4.:~ 

Dado que X - N(iio, c;' / 11) , la variable normal tipificada correspondiente 
será 

(5.1) 
X - P.o 

Z=-= 
Va 2/n 

(X - P.u)Yn 
a 

Y éste será el estadísrico de prueba. 
Ahora queremos hallar los valores de z que corresponden a µ L Y µ11 en la 

ese.da de x . E,tos valores c.h: Z, a los que llamaremos ZL y Z11, se pueden obte
ner consílkrandn c¡ue deben delimitar a cada lado 0,005 del área situada de-

,, 0 '11 Z 

Región• 1 Región de Región 
crítica acl'.ptación critica 

Figura 5-2 

bajo de la curva, como indica la figura 5-2. Es decir, a partir de las tablas de 
la probabilidad normal debemos obtener e l valor ZL tal que 

P(z < z,) = 0.005, 

o, lo que es lo mismo, 

P(z 2: z,_) = 0.995. 

Del mismo modo, tenemos que obtener Z11 tal que 

P(z > z11 ) = 0.005, 

'. 

6:t#R#tt "bftffitd t '· t TS't rr n ·t xt ter ·g¡· fa ~- r::z~· .• ,,,., W' "'wt .,. ... ,,1t"itftft#tW1MtierJWtiftN1ii1fs#>neia 
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o, del mismo modo, 

P(z s zH) = 0.995 . 

Consultando las tablas de la probabilidad normal. obtenemos 

Zt = -2.575 

Z11 = +2.575 
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Ello completa nuestra tarea. El intervalo comprendido entre - 2,575 y + 2,575 
representa la región de aceptación, y los intervalos entre - oo y - 2,575. y 
entre + 2,575 y + oo constituyen la región critica. (La probabilidad de ob
tcn cT un valor de Z igual a z, o a z,, es cero y, por tanto, el hecho de que la 

·rc~i ,.,n de aceptación incluya o no los valores limites no tiene importancia 
prác tica.) El criterio para rechazar o no la hipó tesis nula es, pues, el si
guiente: 

(x - P.o)Yn 
rechazarla si -'---~'--- < - 2.575 o si 

a 
(,'r _ · P.o)v'ñ 

u 

no recha•urla si -2. "75 <_ (x - P.o) vñ _< 2 575 .. ., + ' ' 
u 

> +2.575; 

Esta división entre la reg1on crítica y la reg1on de aceptación depende de 
nuestra dec isión anterior en la que sólo hemos considerado como «muy dis
tintos» de µo los valores de X cuya probabilidad de ocurrir por casualidad es 
0 ,0 1. E n otras palabras, si extraemos un número infinito de muestras de una 
población cuya medía es µo, sólo en un I o/o de los casos obtendríamos un 
valor de X que nos llevaría a recha zar, de forma incor rec ta , la hipótesis nula. 
Esta probabilidad se conoce con el nombre de 11i1•e/ de significuciún de la prue
ba. Naturalmente, no hay nada sagrado en esta c ifra del l c70 que hemos elegido; 
en la ausencia tk toda información, hubiésemos podido elegir cuak1uíer otra 
cifra. Si hubiéramos elegido un porcentaje mayor, la región de aceptación 
hu biese sido nüs es trecha, y la reg ión critica más amplía . En rea lidad, el I o/

0 
e, ww <l e lns nivc:ks <le significación «populares», pero es to es lo único que 
puede Jú·ir ,c a , u favor en este momento. Antes Je finalizar es ta sección, 
estuuiarc111os la posibi lidad de efectuar una clccciún más raciona l del nivel de 
,ignificac iún, pcrn con , id crcmos prín11.:ro un c:jcmplo numérico del procedi
miento de con tras taciún que acabamos de c.,am inar. 

1 11 . \ 1 PLO . Los e,tudio, psico lógicns indican que en la pohlación en genera l, 
L, 1111c l,gc11t.:ia - medida por el cociente intelectua l (IQ;- se distribuye normalmen· 
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te co11 meJl.1 100 y tbvlacl tln sta ntlard l 6. Supong1u110~ que queremo, totllrtt~IIH 
si una suhpoblación dett:n11i11a<la -por ejemplo, los zurdos- tienen una meula 
ui,tinta . tn la hipúte , is so,tcnida su ponemos que entre los zurdos la inteligencia 
se di , tribu yc norma lmente y con una desviaci ón standard igual a la de la pobla
ción global, es decir, 16. Llamemos µ a l IQ medio de los zurdos . La hipó tesis nula 
y la a lternati va ,cr:rn 

El estadístico de prueba se rá 

H 0 : ¡., = 100, 

H, : ¡., ic 100 . 

(X - IOO) V 11 _ _ 1_6 __ • 

Como nivel de signif icación, elegim os el 5 % que es otro de los niveles «popu
lares»; es Jecir , si el valor de X es tan di , tintu Je la media 100 considerada en la 
hipótes is nula. que sólo ocurriría por casua lidad en un 5 1/0 de los casos, conside
raremos que J icha hipó tes is nula es improbable y, por tanto, la rechaza remos. Para 
encontrar los limites de la regi ón de aceptación tenemos que loca li za r los valores 
de la variable norma l t ipificada que dejan en cada ex tremo de la di stribución un 
2,5 % del área total , tal corno se in<lica en la f igura 5-3 . A partir de _las tablas 
de la probabilidad no rma l, obtenemos los puntos 

ZL = -1.96, 

ZH = + 1.96 . 

-------+---Z¿ Q :// z 

Región ' 1- 'I' Región 
crítica Región crítica 

de ac~ptnción 

Figura 5-3 

Y, en consecuencia, el criterio es: 

no rechazar H0 si -1.96 
(x - IOO)Vn s _ _ 1_6 __ s + 1.96; 

rechazar/a en los ,h:111tÍs crt HH. 

.__., 7 .,, -, .. ·:e w~ ttb1 nen r rtttt "* ww tffí # ·,en 1 s -urttcw·c res? wr1re· te 1i rttit l 'rte··· ·táetmft-'r· tf'"rsfrWt1?itíhlt1a, 
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Al llega t nqut , podemo, extraet unn 111ucstta y calcular los valore~ de X y del 
t~tc1dlstlco de prueba. Supongamos que la mues tra consiste en 400 ob~er.,,ncionc, 
c,irrcspondienks a personas zurdas y que el IQ medi o es 99 . En este caso, el esta
<llstico de prueba será 

(99 - 100) v1400 
16 - 1.25 . 

' Es evidente que csk resultado pertenece a la región de aceptación. de m odo q~e 
la muestra no proporciona ningun a evidenc ia en contra de la hipó tesis nula . En 
otras pa la bra s, no existe ninguna evi<lencia de que el JQ medio de las personas 
zurdas sea distinto del de la poblac ión en ge neral. Con esto finali za la respuesta 
al problema . 

En lo ex pues to ha sta ahora no hemos e fec tua do supu es to a lguno que nos 
sirva d e ayuda e n la formulación de la hipú te, is alternativa y por ello dicha 
hipú tes is tenía que ser d e la forma µ ,"' !lo- A consecuencia d e ell o. la regió n 
en la que se rechazaba la hipútes is nula comprendía los dos ex tre mos d e la 
di stribuc ió n del estadístico d e prue ba. L::i s co ntra\lac io nes con este tipo de re
gió n crítica recibe n e l nc,rnbre d e cu111ms1acio11('S de dos 1·.rtrl'/11os. Sin em bar
go, e n ciertas oca , io nes es pos ible efec tuar algum>s , upue, to ·; que permiten 
una especificación m e nos genera l de la hipc'lle, is alt e rna ti va. Co nc re ta m en te . 
en a lg unas ocas io nes te nenws ca ,i la ce rteza d.:: que la única alt.::rnativa posiulc 
a la afirmación de qu e i! = ¡_tu es la afirmació n d.:: que i! es m ayor (o me no r) 
que "!lo· Por ejemplo. se ha afirmado qu,: la propc1b iú n marginal al a horro (PMA) 
de los «perceptores d..: bendicioSl> es m ayo r qu e la J e los trabajadores . E n 
este caso, la hipú tes is nula sería la de que ambas propensiones so n iguales y la 
hipó te-;is alternativa se ría la afirmación d e qu e l:.t PMA tk los p.::rccptores de 
beneficios es mayor . En es tas oca, io ncs. los valores· de X (y. por lo tan to, los 
de l es ta dístico de prueba) qu e se cons id e rarían como prneba en contra d e la 
hipú les is nu la se cc,ncc11trar í:1 n únican1ente e n uno de los ext re mos d.:: la di s
tri huciú n. Las co ntra s tac io nes de este tipo rec iben e l no m bre de cu111rm tuciu 11es 
d e un exlrc 1110. 

Cn n el fin de ilus trar es te pu nto . consi<leremos d e nuevo una variable 
X - N(¡ t. v') cuya variancia es co nocida Supongamos que la s hipó tesis nula 
y a lte rn a ti va se pu eden represen ta r e n la fo rma s iguiente: 

Comu est::idís tico de prue ba utili zaremos 
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corno indica la ecuación (5 .1 ). Supongamos ahora que deseamos efectuar la 
conlrastación a un nivel de significación del 1 %. es decir, que rechaza remos 
la hipó tesis nula si el valor de X es tan superi o r al de µo que la probabilidad 
de que ocurra de forma casua l es so lamente O.O l. En este caso. la reg ión 

'_]1, ___ _ 
0 '11 

--··- ----- - -- -- - -- - .,....,_ - - - -
Rcr ión '¡ [{cgión 

ch.: accp t3c iü n critil:a 

J1igur.i· 5-4' 

critita' y la' de ateptatión ' sort · la s que indica · 1!:t · figura · 5-41
• El' valor de z,, que 

se puede obtener en fas tablas de ¡mi babilidad normal ' es 2,327 y. por tanto, 
en· este caso, el criterio para recha zJr H 0 es 

rechazarla si (.~ - />o),; ,¡ 
a 

> 2.327; 

no rcchu7.11rla en los denuís casos. 

Si hubiésemos elegido un n ivel de s ign ificac ión del 5 % en lugar del 1 %, el 
criterio sería 

Tipos de error 

(x - ¡,. ),; ,¡ 
rechazarla si ---º-- > 1.645; 

a 

no rechazarla en los demás casos. 

El criterio para rechazar o no la hipt'ites is nula. bJ s{tndo nos en la evidencia 
propon.:ionada por la muestra. no co mtituye una garantía de que lleguemos a 
la conclu, ión correcta. Con iJ,:remos Je forma dctall;ida la s cla ses de error 
qu~ pod~111 os ri:ali zJr. Supn 11g:111,os qu~ l \.'.' ll Lflll)S qu e \.'l) fllr~l ~tar una hipútc~i -. 
n:, p-:cto a la media de la pob laci ó n, igual qu e -:n c l ca,o arll -: ri u r. La su lució rr 
di.'. c, k problema e, tá co rnpuc·,ta csc ncia lrnerll c Je do, p,1nes : e, tahlccimi <.'. lll<l 
de los li111 it,:, erllre la regii",11 n ilic·a y la reé'i,"H1 ,!..: acc· p1:1c·i,'111. y ll hl c· 11c: ii111 ,kl 
valnr rnuc , 1r:tl de l e , 1adh1icu de pru -: b,1. L,is result ad," l'("i hles S< l ll d, ": el 
val ,, r del e, 1:1d i, 1iu1 ck prn ,'ha pu ede e., i:1 r incluid" , ·11 l:t r,·,: ii'> n ck a c·c"pl.1 , 

., ... -.-· 
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,i n,> e,tarlo. Tomemos en printé'r 'lugaT 'la segund:1 p,h1hil i,bJ . f:·n e -\<.'. 'Cá Só, 

cl cstadi stico de prucl1a 1iene un va'lor 't,111 qui.'., , ·i lá h ip,',\c,b m.1h ft'l ésé ·e'n 
realidad cierta, la prOha'bilidad de que dicho valor , e hubiese nbkrliJu pó'r 
ca, ualidad sería muy pcqu ef1a. por ejemplo. el 5 r¡;.; o el 1 ',!,:; . F il o ,ignifi<.:a 
que, s i repitiésemos esta contra sta c ió n un núme ro infin ito de veces y la h:
pót <.'.s is nula fuese en n:alidad c ie rta, recha::.arí11111us de f u rma incurr :·cw esta 
hip,> te,is nula en un 5 '¡~ o un 1 '/0 (o cualqui e ra que sea el nivel de s ignifi
caciún) de la s ocas io nes. Es te e rror recibe el nombre dc erru r d el 1ipu / . ·cun 
ant .: rio ridad , hemos comparaclu las con tra , ta c io nes estadísticas con los jui~os 
ante los tribunales. en los qu e la inoce nc ia de l acu sad o (la hipótc, is nula) se 
ve dc,a fiada pm la afirmaci ó n d e culpabilidad rea li zada por e l fi scal lla !hipó 
tes is a lte rnati va ). Sig11icnd o co n este paralel is mo , e l error del tipo 11 e , taría 
reprcsc111ado pur e l -:rrc1r co me tido al co nd ..: nar a un inocente. ·En la contra s ta 
cit'in e , tadí stic:a . la probabilidad Je com ete r es te error c , tú de krminada e.xac ta
menle po r e l ni ve l de s ig nificacit'in elegido .' Consideremos ahora el ó tr o i posibk 
result ado de la contra stacit',n . u sea. el ca ,o en qu e e l \ ':Ílür del c i, tadi i, ti co 
de pru e ha c:stú comprendido en la ' rcgi ,in ele ac.:ptaci t:in , 'Eh cst.:: C3 SO , ' hb ' re
cha l :tlllOS la hip ¡'1 1es is nula, s ino qu e s-:gu imo,; cr-.:ycndo l¡ue Lli cha 

0

hipó tcsis es 
cierta . Sin cmh;1rgo. 110 pL1 de n1 os evitar la pu,i bilidaJ de que es ta conc lu sió n 
sea e rr t',nca. y que la hipéi tes is nula sea en rc;;liJ.td faba. E sta cla s..: d e erro r 
recibe el no mb r..: d .: error del lieo 11 . E n térmilll, s d e l paral c li,n,o co n un jui
cio. el ..:rro r de l ti po JI equivaldría a abso lve r a un cu lpa ble. Normalmente, 
en la contra , 1ac ic'rn estadística se desconoce la probabilidad exacta de este 
tipo de erro r. 

l'nd cmos ilu , trar f:'1c ilmc ntc la id ea ge ne ral subyacen te en los dos tipos de 
e rro r en e l ca so -dcsgra c ia dam<.'.ntc poco fre cuente- e n que se co ntrasta una 
hipó tes is nula simple con un alternativa también simple. Supongamos que laS' 
hipútes is sc,n 

/J-o ' 

~n las que l..l-0 y ¡..l 4 son ~nas cantidades determinadas y, además, µ,, > µ 0• Al 
igual que en e l caso ant.:nor. suponemos que X es una normal y que <.:onocemos 
su va riancia 17 ' . Po r ta11to. poclemus identifi car a las d os hipó tes is con dos po
blacio nes alternati vas , la , d ,is nor111alcs y co n una mi sma variancia o-~ pero 
con medias d i, ti111a s. Para una mu e·,1ra d -: tama1i0 11 , cada población genera 
su prüpia di , 1ri bución 111u i.: ., lra l de X. Pa1·a ckctuar la co ntra , 1ación debemos 
e, tahkc,: r lo, lin1it -:s ent re la r..:gii'i n cr iti ca y la de aceptac ión. C o mo sabemos, 
c, I<> ·, limit cs ck p,:ndcrún del ni ve l Je s ignifica cii'111 que elijamos y de la hipó-
1':,í, a l1 ..: rn;i1i va. LI ni ve l J e , ig 11 il'ic:tci¡'111 pu ede dcfinir ,e, a priori, tom ando 
!'· " ,ic! npl.i e l 5 ', ~. ('p11 10 l:t hipc',te, is al1 e rn ;1 1i va <.'. S que ¡.1 = ¡t_.1 y , ademá s. 

I,>, 1'rr1i c·., , , ·alurc., d e X qu e c,,11stituirún ..:v id -: nci a e n contra de //0 
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rnn los valores muy superio res a !--l-0· Es decir, en este caso la contra stación 
apropiada es la que súlo tiene en cuenta un extremo, y la región crítica se 
conc..:ntrará en el e ., tr..:111 0 den:cho de la distribución. Teniendo presente estas 
com.itl..:racio ne ,, pode lll os J e tc rminar el limite entre la región crítica y la región 
de aceptación correspondient e al cs tadisti co de prueba 

·:, 
a 

Para un nivel de , i!!nir icaci ón del 5 r.;, c uand o la reg ió n critica se concentra 
en el extrem o dcrccl;o de la di stribuc i,·rn . e l va k11 limite z,1 es igual a 1,645 y, 
por tanto. la regi ón de an: ptació n se rá 

;; ~ 1.645 . 

Si la vcrtlatl..:ra med ia es l l ú, la prnbabilitlad Je que un valo r de X se encuentre 
en la regiú n de accptaci,·rn es 0.\>5 . Para obtener la probabilitlad d e l error del 
tipo 11. tenem os que cal cular la proba bilitlad de que un va lor de X se encuen
tre en la regi i'111 tk aceptac iú n cuando la \' e r<hd era media no es 1.1.o sino l.l,1, 
Potl ..: lllOS calcula r e, ta prob:1 bilidad d..:I m odo , iguicnt c : Observ..:mos en pri

mer lugar qu..: 

P(z > 1.645) = 0.05 

se puede e, cribii en la for111a 

/' [U ·- :~ v',i > 1.645] = 0.05. 

Comideremos la desigualdad dt.:I interior d e l corchete. Si multiplicamos ambos 
lados de dicha de , igualdad p o r 17 / ...,I n , obtenemos 

(.i' - ¡, 0 ) > 1 .645 [ ~-) · 
\ fl 

StJ,ma ndo µ ú a ambos lad'os o bten1::mos 

.\' > ¡, 0 + 1'. 64'5~:,J 
),'. ¡¡,or, tanto , podemos escnibir 

P[.i.' > /.' u+ l.645Cª,¡)] = O.OS, 

- ----------::::-.-====:::--,·=;-=.-::-,-· .. 

/ 
.,,._.,.-.... -
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qu.: .:s una afirmación probabilística que hace rd..:rcncia a X y no a z . Por 
l.lnlü, el lt1111te entre la n:git'>n critica y la regi ó n d e ac.:pt ;.11.:iún en el eje de )as 
.r v1.:n.: dadD por [ !.lo + 1.6~5('7 l , / 11) J. E , te límite tendrá un valor conocido 
purqu.: sabemo s .cuüles _so n los valores de IJ.J , ,:, y 11. En la figura 5.5 ,e rcpre
,entan la, d os d1str1buc10 11es y los correspondientes puntos Jimilcs. 

C~nsideremo s aho ra la di stribucii'1n mue,tral de X para mu.: , tras de Ja po
blac10 11 cuya 111ed1a cs µ'.'. E s ta di s tribuci ó n sení una normal con media ,igual 
a la media de la pobla c1o n (es d.:c1r, 11 1) y va riancia 17 1/ 11 . Por tanto , Ja ;única 

Z11 = 1.645 "x11 = µ 0 + 1.645 (o/v',i) 

Figura 5-5 

d'.fcrencia entre esta dis tribución y la que procede de la población cuya me
dia es l-J.o hace referencia a las medias de e :tas dos distribuc iones. En la figu
ra 5-6 se comparan las dos distribucio ncs de X y se pucdcn ver claramente las 
probabil idades de los dos tipos de error quc aparecen cn la contrastación de 
hipótesis . R ecuérd ese que el crro r d e l tipo I es el que se con1cte al rechazar 
llu cuando ésta es en n:alida ú la hip t'ite , is curr.:c la . Ello ocurre c uando .t se 
cncucntra a la_ d.:rcc ha dd punto límit e .t11 . Ob, ;.<rvc"~ que s i la hipó tesis co
rre.e ta es 110, X ti ene la di strihuc i0n 1 de la fi g ura 5-6 y, pnr 1<11110. h p·roba
bil1d :1 d d .: I e rror d .: I tipo 1 vi.: n..: dada po r c1 ni vd d e , ignificaci.-)Jl elegid o (0.05) 
Y cn rrcspn nd c a l úrea en negro. E l c: r ro r d e l tip,1 i l lo dcctuamos cuando no 
'rec hazamo s //0 y és ta es , en realidad. f:ibu . 'Ell o ocurre: s iempre 4uc 'X se ·cn
·eu .:ntra a la ' izquicrda lle ·.r11 • 1E1 n ·c , te ·cuso , si 1//0

1fu csc' fal s'a, ·es ·Uec:ir , s i !Ju ' vc!r
. l.la~ cra m eUia ' no ' fl! c~c : p"" ib ' únim I po, lhililJaU 'á ltcfll':l tiva · es , que I la ' vcrUaUer-..i 
' n1 cd1 a s,:a µ_,. 1 pero ~·icnlJo oas'í, 1 l'a ' ni clli:1 ' 111ueqdJ 'X I tcnlJt ía I b , Ui ~ttlbución -2 'Y 
1 po r tJ rit o. 1 ta I pro ba bll ilf'a l:l ' lle · ccm1ttcr ' ~I · etro r Ü~I ' tipL> 11 I 'V iCne · ü:11.Ja I f,ór · cÍ 

' f> is ltlbu cit.i n '2 

·-, 
XIJ µ A X 

Figura 5-6 

f-
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área rayada de la fi g ura 5-6. En rea lidad, no sabemos cuál es la verdadera 
media y, po r lo ta nto , no pode mo s sa ber cuál es la distribució n correc ta de X. 
Si la ve rd ad e ra di s tr ibució n d e X es « 1 », la co ntras tació n da rít co mo resultado 
una co nc lu si<í n inco rrec ta en el 5 % de los ca so s (o cualquier otro nive l de 
s ig nifieaci .',n qu e e li ja m o s). Si la ve rdad e ra di s tribuc ió n d e X es «2», la contras
tac ió n dará res ulta d os inco rrectos co n un a pro babilid a d co rresp o ndie nte al 
área ra yad a a la izqui <' rd a d e X11 . 

Aunque la d i, c u .i<'i r/ a ntc: ri n r se lim ita a l ca so d e u na hipú tesis alte rna tiva 
s imple. po ne d e: rel ie ve una i111 ¡rnrta ntc fa ceta d e: la co ntra\la ci ó n d e hipú tes is 
que es ig ua lme nte r..: lc , ·a n te ..: 11 los ca sos e n los q u..: ex is te n al te rn a ti vas eom
puesta, . Se trata ckl hec ho d e: qu ..: <1 / r " d 11cir fu pro bubi liclw l el<' 1111 1i110 el<' .-rror 
a11111 f'111<1 111u.1 la />r<> lwf>i/ i clud cid º""· Po r ejcrnp lll . p,Hkr 11os h:tecr quc la pro
ba bilid a d dc:I erro r tk l tip ,1 1 (rec ha 7ar //,, cuan d o en real ic.Lt d es ci e rta ) sea 
ta n p,:q11 cf1a C< ll ll< J q uc: ramo, si ..: stablcc..: 111 o s un n ive l d e sig ni fi cació n mu y pe
quczin . E n rc 1J c iú 11 a Li fig u ra 5-ú es!l) inr p li ca d,·., pLt ¿ar d p u nto límite x11 

hac i:1 la d c rec h:i . Pcro c ua nd o hacemo s es to es tamos aum e nta nd o e l área raya da, 
que rc: prcse nta la p rnba hi li dad d c l er ro r d e l t ipo ll (no rec hazar //0 c ua nJo e z, 
rea lidad es f.1k1 ). Dc l 111i"110 m odo, pode rn o s reduc ir la proba bili dad d e l e rror 
de l ti po II s i a umen ta mo s e l niv..:I d e s ig nif ic:t ciú n , es d ec ir , s i d es pla za m os 
x11 ha cia la izq u ie rd a , pe ro ento rK es aum c: ntar íam os la p roba b il idad del e rro r 
d e l tipo l. R cfiri é ndo no ,; d .; nu e vo a la eo rnpa ra c iC:,n cntrL: la co n tra\l :1c ió n 
estadí '1 ica y los jui c io s. es ev id ent e q ue: po dría mos d ismin u ir la p roba b ilida d 
d e co mknar a un inoce nte a bsoh·i,·nd o a ca s i tod(>S lo s a c u, ad o ,, pe rc, c nt o m:e, 
aumentar ía mos la prnh:tb il idaJ d ..: no co nd ena r a lo s c ulp:1hk s. D L·I 111i s1110 
m odo , po dríamos red uc ir la probabilidad d e ah, P h ·..:r a un c ulpa ble L' .\ ig ie ndo 
una e , i<knc ia m enos r iguros;; pa ra di c ta r un a co nd .1a, p e ro e llo a um ,·nt a ria la 
p roba bil idad de co nd enar a los in ocen tes . E n la co ntra stac i(in c, t,1d i t ica. la 
ún ica fnr111a pa ra red uci r a la va la s ¡, mlia hili da d cs de lo s dns tipn s d e e rror 
com is t<.: en a unll: n ta r e l tama zi o d e la muestra (s upo n iendo q ue e l e s ta dí s t ico 
de pru cb: t qu..: util i7arnos es e l me jo r qu ,: po d e m os emp lc:tr) . 

EJ [t\ ll'LO. Un fab rica nte produce d os clases de neurn:í ticos, uno de los cua 
les ti ene una esper3nza de vida de 25 (J(¡O millas, mientra s que la esperanza d e vida 
del otro es de 30 000 mi llas. La va riación de la durac icí n en to rno a la <: speranza 
de vida es la mi , ma pira las dos clases. s iendo la desv iac ión stambrd ck 3 000 
millas. Puede supone rse que la d istr ib ución es norma l. Las dos cla ses <le neum{, ti 
co pueden di sti ng uirse sola mente po r una con tra seña impr esa en ellos. Al efrc tuar 
el inve nta rio s~ desc ubre q ue por e rror se ha n ck j3 J o 100 n,·urná t icos s in cont ra 
señ3. LI enca rgado J e efec tua r el contro l cree: q ue los neum:\ tí cos son d e la c lase 
de meno r durac iLÍn. ¡x ·ro recom ienda efec tua r u na prueba . Esta pru eba se va a 
efec tu ar co n un a muest ra de .¡ ncuni.it icos. ¿Cu:í l de be , e r el c rite ri o de contras ta· 
ción atkcuado'! 

Fn pri mL·r luga r . c,pc,ifiquen 1,is la l!i p<Í te, i, nul a y !:, a lt erru tiva de l '" 'º"'' 
sigui t:n tc : 
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A _ cuntinuaciün, estab_lczcamos d limite entre la región de aceptación y la región 
crtt1ca . Este dependera del nivel de si gnificación que escojamo,. V amog a conside
rar los ni veles de significaci ó n del 1 %. 5 % y 10 %. dderrninando las probabilida
de~ de _err~r del tipo 11 correspunJ icntcs a caJa un o de esto s niveles de signiíica
c10n . Como µ,, ( = 25 000) < µ,1 ( = 30 000), utilizarernos la región crítica en el 
e xtremo superi o r en todo s los casos. 

l. Si el nivel de significación es e l 1 %, el punto límite en la escala de fas z (en 
la distribuc ió n norma l tipifica da) será e l punto que limita al 1 % superi o r del área 
que se hall a de ba¡o J e la curva. A partir de las ta bla s de proba bilidad no rmal 
poJemos ve r que es te punto es el 

Z 11 = 2.327 . 

Pa ra o bten_er la proba bilida d del erro r del tipo JI tenernos que hallar el punto 
co rrespom!Iente en la escala de las i , es decir i" . Ya sa bernos, por el aná li sis an
ten o r, que 

Sustitu yendo , o btenemos 

5:11 = µ o + 2.327 . ~-· 
y" 

,¡,, = 25,000 + 2.321(
3~1 28,490.5 . 

A'M ora ten~mos ·a¡•ue _·cak,il__a-r 11a 1prd ha'h /Vid ud d e a¡uc i < 28 49('),5 wa'bit,niio ,que Oa 
•m edia lle X , ·es lleozr, E (l\'•) ·es 30 '000. IParu ello 'lcm;rn os -que •dfcc!uer 'la 1fr¡meffor
•m ac1ón co rrespondiente ·y 1pa sa r a 11a ·variable ·norma l •tipificada . IPotlernos •e!c~lbir 
·que 

!J?[x < 2 8,1490:-5 l ' ir(\.\1) = '30 ,000) =:J[ z < 1(28 ,'490:5 - >3(),000)\/1411 
'I ,3000 

=!Jí'[z < -ll•.0003). 

'En I las ' tál'>la s · tle , próbábí-lit:b.tl , fW>rmal r hadlamos 

'l'[ z < -J l-.0063] = •011571. 

Esta es la probabilida d de efectuar un error del tipo 11 . 
2. S i el ni vel de signif icac ió n e legido es el 5 % tenemos 

Z 11 = J.645 , 

l 
1 

¡ 1 

1 
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y XH = 25,000 + 1.645[
3
~~] 27,467,5. 

La probabilidad de que x < 27 467,5 cuando la media de X es 30 000 es 

P[x < 27,467.5 1 E(X) 
'.} 

30,000] [ 
(27,467.5 - 30,000) v'4] 

p z < 3000 

= P[z < - 1.6883 J = 0.0457. 

3. Por último, si el nivel de significación es el 10 % 

ZH = J.280 , 

y [
3000) 25,000 + 1.280 v'4 26,920 , 

P or tanto, 

P [x < 26,920 1 E(X) 30 OOOJ = P [z < (26,920 - 30,000) v'4] 
' 3000 

=P[z < -2,0533] 0.0200 . 

Resumiendo, los resultados son los siguientes 

Lím ite Probabi lidad de 

z x Error del tipo I Error del tipo 11 

2,327 28 490.5 0,01 0,1 571 
1,645 27 467.5 o.os 0.0457 
1,280 26920,0 0 ,10 0,0200 

Estos resultados indican que. como cabía esperar, las dos p robab ilidades están 
inversamente relacionadas . El problema es, pues, c uál de estos pares de proba
bilidades de bemos toma r como elección óptima. La respuesta depende del coste 
dt efectuar ca da uno de estos d os tipos de e rror. Si el error consistente en rechazar 
la hipótesis nula cuando en real ida d es cierta (error del tipo 1) es caro en relac ión 
al error consistente en no rec haza r la hipótes is nula cuando en real idad es fal sa 
(error del tipo 11). se rá rac io na l que establezcamos una probabi lidad pequeüa cid 
primer tipo d e e rror . Si. por el contrario. el coste ele cnmder un error del t ipo 1 
es pequci\o en compa ración con el co, te dd error d el tipo 11 , rcsult a rú d eseable 
que la proba bil idad dtl pri mer tipo de erro r sea gra nde (reduciendo, po r lo tanto. 
la probabilidad del segundo tipo) . 

Se puede ilustrar e,tc r,unto amplia ndo la infornrn c ió n del ejemplo considera d, •. 
Supongamos que el f ~h ri cante vende il}S neu n1~'1t icos <le rn enor du ra~i()n a 10 i.h1 

]a re~. n11cntra"i que d prL:c iv th.: hJs 11 1:í~ duraJcrus es de.: 12 J úla rt.:s. Supt"mg~1111 t1
' · 
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aJcm;i,. que lo, neu m á ticos de menor duración está n garanti,.ados co n «devolución 
del dinero» s i deben ree mplazarse a n tes ele la s 25 OOU millas. ,i n nin guna garantía 
pa ra la otra clase de ne umá ticos. Con esta info rmación podemos estimar el coste 
de cada tipo de error. 

Coste del error d el tipo / . Si rechazam os la hipó tesis d e que l.l = 25 000, los 
neumáticos se venderán a l prec io ma yor. Esto represe nta un beneficio de 11 0 X 
X ( 12 - 10) = 200 d ó la res. Por otra parte, s i la ve rda dera media es en realidad 
25 000 mill as , la mita d d e los ne umá t icos (en la poblac ión) kndrá n una du rac ió n 
infer ior. Por ta nto, en una pa rtida ele 100 neumá ticos el número espe ra do ele de
vo luc io nes será 50 y el dc,embolso co rres po ndiente se e levará a 50 X 12 = 600 chl
lares. El cos te to ta l de cometer el e r ro r del tipo I es, pues. 600 - 200 = 400 dóla res . 

Coste del error del tipo 11 . Si 110 se r<:c haza la hi pó tes is d e que la m edia es 
25 000 millas c uand o e n rea lidad es ta med ia es de 30 UUO milla s, los neumá t icos 
se venderán por un total ele I OUO dól a res en lu ga r d e 1 200. Sin embargo , esta úl
tima cifra tkbe a justa rse a la baja po rqu e la ga rantía represe nta en rea liJ ~d una re 
ducció n de prec io. Si la media es de 30 OUU millas. un 4 ,78 ;~ de los ncumi ticos 
dura rá n menos d e 25 000 mill as. Es to se debe a que 

P[ 25 ,000 - 30,000] 
z < 3000 0.0478 , 

Por tanto, en una partida de 100 neumá ticos de la clase más dura dera , el número 
esperad o d e d e voluc iones será 4 .7!i. En este caso, el coste dt: la garantía es 
4 ,78 X 12 = 57,36 dólares y el in greso esperado po r la venta dt: estos 100 neumá
tic os es 1 200 - 57,36 = l 142.6-1 . El cmte tota l neto dc cometer e l error del tipo II 
es, pues. 1 142,64 - - 1 000 ·'" 142/,4 d ó lares. 

Al disponer de la información a di c io na l respecto a este problema descuhrimos 
quc el error d e l tipo I resulta más costoso que el error dd t ipo ll y, por tanto, 
el comportamiento rac io nal será esta blece r una p roba bilida d mc.:nnr del error d e l 
tipo I re,pecto a la de l o tro tipo. La m edida en que la primera p robabi lida d debe 
ser menor la po demos obtener co mparando las pérdidas espe ra das co rres po ndientes 
a cada nivel tic signifi cac ,ó n. Se define como « pérdida esperada» el importe de la 
pérdida multiplicado por la proba bi lidad de que se p rodu zca. Por ejemplo, s i la pér
dida cs d e 400 d ó lares y la p robab ilida d d e que dicha pérdida oc urra es 0,01, la 
pérdida esperada será 4 dúla res. Los valores el e las pádiclas esperadas e n este ejem plo 
son las siguientes 

Erro r del tipo r Error dd tipo rr 
l' r uha hi lidad Pérdida esperada l'rnbabi liJ:id h rd id a esperada 

____ _ + _ ______ 

0,0 1 4,00 dólares 0,157 1 22.41 dó lares 
o.os 20,00 )) 0,0457 6,52 )) 

0,10 40 .00 )) 0,0200 2,85 )) 

Si suponemos que el fabricante no obtie ne ning una u tilidad de l hecho de correr 
un ri esgo, la elección racional será la que produ zca igual pérdida esperada para 
""Lt tipo ele er ro r. Las c if ra s anteriores indica n que esto ocurrirá en a lgún punto 

. 
' j 
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entre los nive les de significación del 1 % y el S %, Si efectuamo, lo! cálculos co
rrespondientes a los niveles de este intervalo, obtenemos los resultados siguientes : 

Error del tipo I Error del tipo II 
Proba bilidad Püdida esperada Probabilidad Pérdida espetada 

0 ,02 8,00 dólares 0,1006 14.35 dólares 
U,ü3 12.00 )) 0,0732 10,44 )) 

0,04 16,00 » 0 ,0567 8,09 )) 

Resulta , pues, que el ni vel de significación óptimo está entre el 2 % y 3 %. Si lo 
fij amos en d 2,75 '1/0 la pérdida esperada de l error del tipo ! será aproximadamente 
igual a la del error del tipo 11 (unos 11 ,00 d,í lan:s aproximadamente). Este será, 
pues, el nivd de signif icaci ón óptimo en este problema . 

El ejemplo a nterio r pone de relieve la impo rtancia de considerar las impli
caciones de las distin tas decisiones e fec tuada s a l establecer cont rasta ciones es
tadísticas en términos de coste . La teor ía es tadística moderna pone un énfasis 
espec ia l en este punto y proporciona un marco formal para la incnrpllració n de 
las func ion,.:s di.! p.:rdiJas y Je.: riesgo en la ddern1inaciú11 de l criterio ele con
tra slac ión adecuado. Desgraciada111,.:nte, s,·,10 una parte muy peqt11.:1-,a Je dio 
tiene interés o utilidad par::t la invl'stig:ición ccu 11 0 111 étrica ya que la s id eas pre
vias (o Inc luso posterio r,.:s ) ace rca Je las pérdidas debida s a conclu s io nes inco
rrectas son o bic11 del toJo Inexi stentes o ta n genera les que 110 ofrecen 11ing u11a 
guia. Po r ejemplo, co nsideremos el problema d e s i los activos líquidos afec tan 
o no a l ga sto en consumo. E l econó111ctra especifica rá la hi pó tes is sostenida y 
la co ntra stable, y calc ulará e l va lo r del e;, tad is tico de prueba ad <:cuado , pero 
no time ninguna idea en absol uto acaca de cuál es e coste -para é l, para la 
p roksión. para la ~oci cda d- de obt ener una co m:lt, sión in co rr,.:cta. En et> nse
cucncia, en la econom etría se ha co nvertido en pr,1ctica co rriente la ut ili zac ión 
del enfoque tradicional de b estadí stica cl.ísica, es decir, fijar d ni vel de s igni
ficaciún al I S~- o a l 5 '¡~, y u1ilin r un estad i:;tico d e pru c·ha qu<: haga lo m:1s 
pequeñ:.1 pos ible la prnbabilidad del crror de tipo J l. Si c.:l estadístico de prueba 
toma un valor comprendido en la región crítica d elimi tada por c.:l nivcl J e 
significación del 5 %. se dice que es si¡.:nificatim: s i el va lo r del estadístico de 
prueba está comprendido en la región crí tica correspondiente al nivel de s igni
fica c ión de l I c¡0 se dice qui.! es al1w11rnte sig11ificati1'0 . Sin embargo, estos dos 
nive les de signifi cación no tienen otra ventaja especia l apar te del hecho d e que 
son ampliam ente utili zados y es sólo esta po p ula ridad la q ue elimina la com
petenc ia po r parte de otros ni ve les de significación di stintos. 

Potencia de la (·ontrastación 

Al estudiar la clasificación de los errores en los dos tipos posibles se h:i 
considerado e l caso en que la hi pó tes is nula y la hipó tesis alterna ti va eran si m -

•,JJ · -~ -· 

CONTHASTACION DE HIPUHSIS 

pk, t a 1Jc.:a ,c.: ruc·Jc.: gcncrah2.ar con facilidad al ca .,o mas co rriente en q_uc 
, e cu ntra\13 una hip,, tcsis nula con rc, pccto a una altcrnallva compuestn. Su
pon¡;amo , quc.: tenemos 

• 
Igual que en el caso anterior, la probabilidad del error del tipo I (rechazar ,'llo 
siendo cierta) viene dada por el nivel d e significac ión . Sin embargo, la proba
biliJad del error del tipo II (no rechazar /10 s iendo fa lsa) ya no es una cantidad 
d ete rminada para cada nive l de significac ió n, si no que depende del valor de µ. 
La p robabi lid ad d e l e rro r del ti po Il para valores deµ próximos a p.-0 es grande 
en co mparac ión co n la probahilidad de e , te mi smo e rro r para valores de J.L 
que está n a le jados de ~l-0 - Por ej empl o. si la hi pótesis nula a firma que 1~ m edia 
es igual a 10, la probabilidad d,: no rechazar 11,, ,.:s claramente mayor s1 la ver
dadera media es 15 qu e ~i es 20. E ll o se il m tra en la fi gura 5-7 en b que la 
prokihilidad d cl error d el ti p,i ll e , ü indi c1 da por el área ra yada . 

íX1\ .AA 
_¿ ¿ ~~-~~- ¿ __A-_ __ ':::_-::::::_ 

'10 11.5 x IH!l 20 X 

'Figut'II .S-7 

•Com0 ,es llógio0, ¡poi!lom0s ,cat!otlla r 1la ,pr-oba·bilidad .da! ,tmar ,dol ,t\pc tiil ¡P,Híl 
-cualquier ·vü'lor -lle :µ . •C uanto ,menor sen esta prob,1bi lidad, -mejor sorá 1la ,con
'trastnción ·para discr iminar entre 'hipó tesis cierta s y fa lsa s . E n e l caso .repre
sentado en la fi gura 5-7, la con tras tac ió n d iscriminará co n mayor claridad entre 
b hipt',1es is nula y la alterna ti va s i esta ú ltima es 20 que en e l ca so de que sea 
15. E n la termi no log ía es tadís tica co rrien te, diremos que cuanto menor sea la 
probabilidad de no rccha zar /1 0 c uando ésta sea fa lsa, más potente es la con 
t ra stación. E s d ec ir, la potencia de una co nt ra~tac ión se mide po r la probabili
dad de rechazar /-10 cuwulv s.:a falsa . La probabilidad de l error del t ipo 1T es 
la probabilidad de 110 rechazar /1 0 cuando ésta es fa lsa y, por tanto, la p otencia 
de una contra stación es igua l a 

1 - P (Error del tipo 11) . 

Ad emás como rn e l ca so de a lternativas compuestas la probabilidad del error 
del tipo' n dep end e del va lo r de I L. la potencia de la contra stació n también de
prnde d e u . Si rcorese ntarno, gráficamen te la s probabilidades de rechazar_ Hu 
cua ndo es fal sa en e l eje d e o rde nadas y lo s va lo res de ¡L en el eie d e abscisas, 
o btenc111<.J s la llamada fun ci,h1 de po tenc ia de una co ntrastac ié> n . 

1 . 
1 
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EJEMPLO. Consideremos las siguientes hipótesis correspondientes a la media 
de una variable X - N(µ. 81) 

Ha : µ = IO, 

HA: µ ,f. IO. 

·supongamos que el estadístico de prueba se basa en una muestra de tamano 9 y que 
el nivel de significación elegido es e l 5 %. La contrastación adecuada es la de dos 
extremos y la reg ión de aceptación viene dada por 

- 1 96 < (x - 1 O) ,19 
. - v81 $ 1.96 

o 
x - 10 

-1.96 $ --3- $ 1.96. 

En la escala de las x, la región de aceptación equivalente es: 

4.12 $ ·" $ 15.88 . 

Para olltent:r' la función de J)Ot'ertcia' renemos que calcular [,11 - P('E rror dW ripo · N')ll 
¡fara la' regiórl ' de aceJ)tatit)rt ' y para· lbs distíntos vaibres de· p;. Empecemos con, 
algún ' valor r\1uy pequeño · de µ. ¡;or ejem plo - 10: En este caso · 

P(Érror del tipo 1\\ 1 = .P(ii'.12 $ x $ 1'5.88 ¡·µ· = - 10]1 

-r4:12 - (-Jú) !'5.88 - (•-JO)] i =P 
3 

$z$ 
3 

, 

= P(4.707 $ z $ 8.627) = 0.0000, 

en la que z es, igual que en el ca,o anterior, el valor de la variable normal tipifi
cada. El valor de la funci<Ín de potencia es, pues. 1 - _0 ,0000 = 1,0000. Si efectua
mos los cá lculos correspondientes a otros valores de µ obtenemos los resultados 

siguientes: 

µ Potencia p. Potencia 

-10 1,0000 10 0 ,0500 
5 O,Y988 12 0 ,1022 

o 0,9 152 14 0 ,2(,59 

2 0 ,7602 16 0 ,5159 

4 0 ,5 159 18 0,7602 

6 0.2659 20 0,9152 

R 0.1022 25 0,9988 

tfr+tt 1dttweattet~·ffiifrf?fftt't);1frfttffiit:wft¼rlfei;é f 'r, 
'i 
t 
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1 , t;i función de potencia se representa gr:íficamentc en la figura 5-8. El gráfico con
t,rm3 nuestra afirmación de que la potencia de la cuntr:istación aumenta a medida 
que p. se aleja de l..l-0 en la dirección (o direcciones) csr><:cificada por la hipótesis 

0 .80 

0 .60 

0.40 -

0 .20 

- 5 o 5 10 

Figura S-8 

: 

15 20 

alternativa. En este caso, vemos que si el verdadero valor de ~L fuese - S o + 25, 
rechazaríamos correctamente la hipótesis falsa prácticamente en todos los casos . 
Si el verdadero valor de µ fuese O o 20, rechazaríamos correctamente la hipótesis 
falsa en un 91,5 % de los casos. Obsérvese que s i la verdadera media fuese cusi 
igual a 10, sólo rechazaría mos correctamente la hipó tesis falsa en el 5 % de los 
casos aproximadamente. 

La función de po•encia reprcs<.!ntada en la fi gura 5-8 tiene una forma ,:¡¡.¡~ 
es típica de las contrJ staciones simétr icas, de do, extremos, relac ionadas con 
la med ia de una po l>la, 1ón norma l. Las contraslaciones ck un cxJrcmo dan lugar 
a una curva compktamcnte di stinta que no presen taremos aquí. El lcclor q~¡e 
esté in t.:re,ado en c!lo puede efoct ar los c.ílculos y representarla gráficamente 
por sí mi smo, o pueck consulta r ca , i cualquiera de los libros de texto corrien
tes so bre inferencia estadística. Unir·a men tc queremos se1'ia lar que la función 
de potencia es otra de las forma s c. ; demostrar algunas de las debilidades de 
la con tra stación estadí stica. La funci•.':n de potencia ideal -que no hace falta 
decir que no existe:- ,cría la qu e proporcionasc un valor de I para todos los 
valores dé µ (o cualquicra que fu.:sc el parámetro rel eva nte) especi fi cados por 
la hipó tesi s altcrnativa. y un valor O para el valor de µ especificado por la 
hipótesis nula. 

Calidad de la contrastadón 

¿Cuá l es la mejor contras tación que podemos di señar dados un tamaño 
mues tra! y una información previa determinada? Podemos responder a esta 
pregunta analizando las elecciones que debemos efectuar al establecer el cri
terio de contrastación. En general, las decisiones relevantes abarcan tres as
pectos di stintos : 

1. E::lccci,ín dd nivel de sign ificación. 

j¡ 

: ' 
! 
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2. Elección del tipo de región de aceptación. 
3. Elección del estadís tico de prueba. 

Ya hemos visto que en el primer apartado podemos efectuar una elección 
racional siempre y cuando tenga mos la posibilidad de valorar las pérdidas de
bidas a una conclusión incorrecta. De lo contrario -y esto es lo que ocurre 
generalmente en la inves tigació n econométrica-, no disponemos de ninguna 
base firme para elc:gir el rii ve l de , ignificación, como no sea la tradic ión. 

La segunda área de ekcc ión hace referencia a la posición de la región de 
aceptac ión ,o bn; e l eje d e la s z o d e la s .r. Supo nga mos que el probl ema incluye 
las hipótesis 

H,: µ c1 1-•o 

y que el nivel de significación elegido es el 5 %, Anteriormente, en un pro
blema de este tipo, elegimos una contras taci ón de dos extremos y colocamos 
la región de aceptación de forma simétrica en torno al punto cero del eje de 
las z. o, de forma equivalente. en torno al punto ~lo en el eje de las X. La región 
de aceptación cubría ento nces el 95 7c central del área y dejaba un 2.5 % del 
área en cada extremo para constituir la reg ión crítica . Naturalmente, podría
mos haber tomado el mi smo nivel de signifi cac ió n del 5 r¡" -y en co nsecuen
cia, la mi sma probabilidad de er ro r del tipo 1-, pero colocando la región de 
aceptaci ón en una pos ición distinta . Por ejemp lo, podríamos haber situado la 
región de acepta c iún de fo rma que delimita se un 1 . ~ del área en el extremo 
inferi or y un 4 % en el extremo superior . E l número d e posibilidad es es ob
viam ente infinito. Anteriormente, se justificó la elccc ii',n d,~ una región d e acep
tación sim étrica bas.ind onos en gran medida en la intuiciú n; rn este momento, 
pod emos efectuar una dc:fcnsa m:'1 s argum entada en favo r Lk dicha c lccciún. 
T ocia s b s reg io nc, de accpt;1ci.-,n qu e l.'{)ll Sé l'\·a n d 111i , 11111 ni v..: I d t: si!.'.11ifi..:aL·iú n 
lll ;111tiem:11 talllbi én. autu111.itÍl.'a111 e11lé, la 111i s111a prubabilidad dt.: crro r~dcl tipo J 
y, por tanto, el argulllen to en fa1 o r dé una regi ón silllé tri ca sólo puc:de discurrir 
en términos de las probabilidades del error d el ti po l l. Pe ro como el problema 
que nos ocupa tiene una hipótesis alterna ti va compuesta, los d is tintos valores 
cíe ¡_¡ co rrcspo ndicnccs a 1,i hipó tes i, alt:rn:iciva esta r,1n asociados a di s tintas 
)'iro b:i bili d'ades de error del' t ipo fí . A sí, pu es, tenem os c¡u c co mparar la s fun
ciodn dl' po1c11cic1 de la s con crastaci'ones basadas en regiones d'e ac,:p tae iórr 
co n· d'i st'in'ta d elimitaci ón. y no simpkmcnl'e comparar pro babilidades individua
les . Supongamos que com paramos l:1 fun ció n de potenc ia d'e una contra,t ;:ic i<',n• 
con una región de acep tac ión simétrica , co n la de una cont ras Lació n cuya re
gión de acepta ción es asimétr ica, como. po r ejemplo, la que delimita un 1 <;~ 
del ,irea en el cxtrcn10 inferi or y un 4 S~. en el ex tremo superior. En es te ,-,1, ,1. 

.....,,,.s ~ · t&tf éNt t ·e tbtt"J ?'11Wt 

CONTRASTACION DE HIPOTESIS ,s.l 

u l·,,ntrastaciún si métrica resulta ser más potente para los valores de µ infc
ri0res a \J-0 como puede comprobarse fúcilmente efectuando los cálculos co
rrespondien tes. La funci ó n <le p0te ncia indica la capacidad de la eontrastación 
para di scriminar entre una hipú tesis v..:rdadera y una hipótesis falsa y, por lo 
tanto. la comparació n muestra que la contrastación sim¿trit.:a cumple este co• 
metido 1111.-:jo r que la asimétrica (que tiene un extremo inferior má s pequeño 
y un extremo inferior mayor) cuando µ < µo, pero cuando ¡t > µo ocurre lo 
contrario . Si no ex iste ninguna razón para que estemos interesados en di scri
minar de forma mús efectiva e ntre las d os hipó tesis cuando µ estú u un lude 
de P-0 que c uando estú en el otro lado , la contrastación simétrica es, eviclcntc
mcn te. má s adecuada que la a simétrica . Si exi s te alguna ra z0n, d ebe estar in
cluida en la información previa rela ti va a la co ntra ~: tac ió n y, en este ca so , la 
región de aceptac ión se dclimitarú del modo que corresponde. N or malmente, 
(cuando H A es ¡.L sé ¡.lo) la elección más razonable que se puede efectuar es la 
de una regi ón de aceptaci ó n s imétrica. Es interesa nte sciialar que esta región de 
acepla..:iú n es la más corta de e ntre toda s la s ba sada s en el mismo e.'>ladís
tico d e prueba y para un mi smo ni vel de significació n. M ediante un rawna
miento similar se pu ede establ ecer tambi¿n que, para los problemas cu ya hipó
tesis altcr nati1·a es del tipo ¡_L > l.lo o ~L < ¡_L1, la co ntra stación mús adccuc1da 
es, como ya se ha menci onado antcriormentt.:, la correspo ndi..:nte u un e xtremo. 

Só lo qu eda por comidcrar el terce ro el e los campos de elección, que c:o
rrespond:; al estad istico de prueba. Pa ra el problema co nsbtcnte en contra , lur 
una liipú tcs is rela ti va a l.t media de una po blaci ón nor111al -el único tipo de 
problema que se estudia de forma espcclf icu rn esta sección- se Utili za como 
estadístico de prueba la variable norma l tipificada Z construida de l,t fottlla 
siguiente 

z = x - µº ; 
a., 

·en la <jue µo es la 11\edia ·de la población ,post'úlada po'r la hipótesis 'r'ú'lla y 
a~ ,= a/ fii: La út ,ili7.ációo ·de X se tu sti

0

fic 0 basándo'nos e'r1 que se 'trii'ta 'de 'u'na 
cs1'1mac:1ó (1 ú1s,:~g:ida 'y 'cd nsistciúc 'de 1µ ·y, lpor 1ta'n'to, 'representa 'ü/1 'resu'N1dh 
l!8ecuado ae 'la 'ittfó'rmac iéin 'tiüe 11a 'm\Jestra 1pro péi rcio na iiccrd1 'cte 11a 'm eljia 
·a~ _' la ~~bi1c.i6n. ipa~a 'tina 'ccintra ~tii¿i{fa 'de 'dos extremó~ co/i 'u9 '/úvdl 'de 's1g
'tirf·cac1o n 'del 5 %, 'la rt'gi éiil 'de acdptaciéin 'pa'ra di ·estadístico z 'es 

-Ui6 s z s Hi6; 
'y ipara X, 

1µ 0 - 1.'%a,: S X :5 1µ0 + J .'96a.,. 

'Estudiemos a'hora 1a razón d e qúe las 1propicda cles que 'res'u1ta'n 'deseables 
en un estimador (insesgadez, etc.) son 'también desea bles cuando se 'trata ·ae 
,,111 1rastar hipútes is. Considerem os un es tadístico de prue ba simila r a Z pero 

'e!" - · 
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en el que, en lugar de utilizar X, tomamos un estimador no especificado de µ 
al que lla maremos µ . La variancia de este estimador, que tampoco está espe
cificada, es a¿. La única restricción que imponemos a µ es que se distribuya 
no rmalmente (al mcnos de fo rma apro ximada) a fin de poder efectuar la trans
formació n a la variable normal tip ificada . En este caso, esta últ ima ve ndrá dada 
por 

Z* 
¡1 - E(/1) 

Expresada de esta fo rma. Z* no inc luye a µ,, y, por lo ta nto, no cumple la fun
ción bás ica que debe cump li r un estadístico de prucba, es deci r, co nfro nta r la 
hipótesis nula con la evidencia d e la muestra . Sin embargo, pod emos intrnuucir 
fácilm ente ¡J.Q en la fór m ula, cscribi cnu o 

Z* = (,. - E(¡,.) + ~ _ ~ = ((,. - 1-'o) - [E((,.) - 1-'ol . 

ª¡, ª¡, ª;,. ª;,. 

Si la hipó tesis nula es vá lida y, por tanto, µ 0 es la media correcta, [ E (¡1)- µ 0 ] 

representa el sesgo y sóls, será igual a cero si µ es un estimador insesgado de µ . 
Para una contrastac ión co n dos e ,x trcmos al nivel de significación del 5 o/0 , la 
región de aceptació n se rá 

-1.96 5. (¡1- 1-'o) - [E(/1) - 1-'o) 5. 1.96. 
ªµ 

La región de aceptac ión equivalente en el eje de µ será 

µ 0 - l.96ap + [E((,.) - /' o] 5. ¡1 5. µ 0 + l.96a;,. + [E(¡1) - µ 0 ] . 

La primera propiedad de 1-1 que vamos a considerar es la insesgadez . Supon
gamos que µ es un <.:stimad or sesgado de µ. La consecuenc ia obvia de este 
hecho rn nsisti rá en q ue la región de aceptac iún ante rio r no será simétrica en 
torno a µo. Po r ejemplo, si µ 0 = 10, /.:'(µ) = 5, y a., = 3, la n :gión dc aceptación 
será 

es decir, 

10 - l. 96 x 3 + (5 - 10) ::; ¡1 5. 10 + l. 96 x 3 + (5 - JO), 

-0.88 5. ¡,. ::; 10.88 , 

que evidentemente no es simétrica en torno a 10. Si utili za mos una región de 
aceptación asi métrica como é·"ta, la funci ón de po tencia de la contrastación 
estará dc , plazada y su valo r mínimo correspo nderá a l punto E(~l) en luga r de 
µo. A menos que tengamos alguna razón especia l para querer ser capaces de 

CONTRASTAC ION DE HIPOTESIS 155 . 

J ,.,.: r i111 111jr entre hipútesis verdaderas y fal :,as de forma un de, igual. c, ta 
, ., nt r:is tjci,',n no pod rá resultar adccuada . Naturalmente, ,i no s:\bcmo s cuál 
e, <:J ,c,go de ¡-1. no p odremos delimitar lo s limites en tre la regió n de acepta
ci , ,r1 v la rcgiún critica, como hicimos an ter ior men te , y. por tanto, no podremos 
cfcct~:.ir b co ntra stac ió n. Pero a ún es peor el caso en que el estimador es ses
gad ll pero no lo sabe mos. En este caso: es ta ria n:o s utili za ndo una rcgió~ de 
aceptació n inco rrecta para e l m vel d e s1gn 1f1cac10 11 e leg ido y las conclusiones 
se rian, pues, e rró neas . Todo ello se ap lica p o r ig ual a las co ntras tacio nes dc u,n 
e xtremo y señala e l interés de utili za r un estima dor insesgado d e µ a l co qs
truir e l es tadís tico de prueba. 

Consideremos aho ra la consistencia . Anteriormente se ha definido como 
consi stente un est imador c uand o su distribuc ió n ti ende a co ncentrarse en to rno 
al verdadero va lor del parúme tro a l aume nta r el tamaño d e la muestra . Salvo en 
a lgunos casos especiales (en los es timadores que no tienen m edia o va ria ncia 
finita ·; , o ning una de la s dos) es to s ignifica que al aumenta r el · ta ma ño ·d e ' la 
muestra di \ minuirá n e l sesgo (si lo ha y) y· la variancia de la 'dist ribuci ón, · y ·que, 
en el límite, ambos tend erá n a cero. Por Jo · ta nto, cuanto ma yor es e l · ta maño 
muestra !, má s est recha es la reg ió n d e aceptac ión en la esca la de las µ. y más 

Figura 5-9 

potente es la contrastación. E n la figura 5-8 se ilustra este caso. El valor de 
la media postulado por la hipó tes is nula es µo, y µ* es uno de los valores de la 
media po :; tulados por la hipó tesis a lte rnativa . El área en negro representa la 
p robabilidad del error del tipo I. y el área rayada la probabilidad del error del 
tipo II . E l gráfico indica cómo disminu ye la probabilidad del error del tipo II 
o , de fo rma equiva lente, aumenta la p o tenc ia de la contrastación al a umen ta r el 
tama110 d e la muestra, dado e l ni vel de s ignificació n. Si a l aumenta r e l tama ño 
de la mu estra la var ianc ia d e la distri buc iún no di sm inu yese - es dec ir, si el 
c,1i111adur no fuese cons istcntc- este aumen to d e la mu estra no reduciría la 

-·---- -·-
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probahil id:id del error del tipo 11. Esto no resulta deseable, ya que significa 
que el coste adiciona l, debido al aumento en el tamaño de la muestra, no pro
duce ma yo r información respec to a la media de la población . 

La última propiedad a la que haremos refcrenci:i en este contexto es la 
eficiencia. Si tenemos dos cstim:idorcs de la media de l:i población, y los dos 
son insesgados y se distribuyen normalmente pero tienen variancias distintas, 
el c, 1i111aJ0r con la var ianc ia ma yor no es eficiente. La reg ión de acep tación 
de e, te e, timador -mecfi<la en el eje d e la s ¡i.- · :rá ma yo r que la del o tro 
y la potencia de la contra stae ión correspo nc.Jieme será menor. En la fig ura 5-10 
se prese nta un ejemplo de este ca sv. En c:I grüfico. µ.1 es nüs eficie nte qu e Ct 11 • 

Si comparúsemos la s funcio nc·s de potencia de las contrastac ioncs correspon
dientes a es tos dos estimadores. ve ríamos q ue los valores de la fun ció n de µ1 
son siempre mayo res que los de: la [unc ió n I.L 11 . Por tanto. la eficienc ia es cla
ram ente un ra sgo muy desea ble a l cstabkcc:r un e, t:idisti cc,. 

El an:ili sis del discfi o óp timo J e una co nt ra sta ción que acabamos de efec
tuar in c.J ica qu e. en la ma yo r parte de J,1 ·; p roble llla s econométricos . el único 
procedimiento para obtener la mejo r co ntra sta..:ión consiste en uti lizar e l es ti
mador <">p timo a l cons1ruir el c,1adís1 ico e.Je prucha adccuac.Jo. Como norma lmen
te no se di spone de la informac iém que pc:rm itiría efectu :ir una elección r:ic io nal 
d el nivel d e significaciún o de la loca lización de la reg ión de acep tación, dada 
la info rmación prc:via y e l tama ,io mues tra !, la única posibilidad de avance es la 
rela tiva a l estimador óp timo. Co mo veremos, en a lgunos ca sos con crclos 
la investigación ya se ha completado. es d ec ir, y~ se ha obtcnido el estimador 
óptimo 1. Desgraciadamente es to ,ólo ocu rre en problemas simples como. por 

Figura 5- 10 

ejemplo, la es timación de fa media de una población norma l, pero en muchos 
problemas econométricos la búsqueda sigue en pie. Esta es, a l menos en parte, 
la razón por la que la investigac ió n econométrica pura se ha concentrado fuer
temente en los p roblemas d e es timación. 

l. Si n embargo, iambién cxis1c el pro blema de s i cs1amos utiliz and o toda la infor
m ación prl.!via de la fo rma mü s c ft.! c li vH pos ibl e . Norm~dmi,;n te, parte dt..: los cono c imien
tos previos (por ejemplo . lo:::i rcsult..J<los numl.:ricos Je las e~timncioncs anteri ores) no se 
u"tili za n en abso luto . a m1:nos que ~e :iUu ptc el t.:nfoqut..: b ,1yl's ian o de la inferenc ia cstn
disti ca. 
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( 'om<·nt:irios finales 
( \,n Jo dicho ha~ta aquí, llegamos a l final de la secc1on d ed icada a la ob-
1cnción y valoración de las contrastaciones estadísticas. Como el leet~r recor
Jará, se inició la discusión dividiendo las hipóte sis e n hipó tesis sostenidas po r 
un lado e hipó tesis contrasta bles por ot ro . Es ta di visión presen ta un problema 
qu e no se h:i planteado y que es el rela tivo a qué -~ipótesis deberían t? ma r~e 
como hipó tesis sos tenid as, es decir fu era de d1 sc us1o n. Parece que se na m:is 
razonable contrastar todos los sup uestos uti lizados en lugar de sólo un~s 
cuantos. Desde Ju ego , esto ser ía mús seguro qu e confi:i r en nues tra s creencias 
previ as que son las tiue co nstit uyen la hipó tesi s _so_, tcnida, pero la dificult~d 
de ello radica en e l hecho de que nuestro conoc,m:cn to real d e la pohbc1on 
es muy escaso y, por lo tanto . sí no efec tuásemos a lg_unos supu esto s, la única 
fu ente de inform ac ió n se ría la muestra. A consc·cuc11c1a de ello. la pos1bil1da d 
d e come te r errores sc ri:i ma yor y la po tenc ia e.Je: la prueba di sminuiría. Tomemos 
po r ejemplo e l problema de contrastar un~ hipótes is . acerca de la m eJia _d e una 
pobla ció n norma l cuya varianc ia es conoc1da, es decir, el probl ema considerado 
a Jo la rgo de e, ta secc ió n. Una parte d e la hipótc ,is sostenic.Ja es el supuesto 
d e que conocemos la va r iancia e.J e la po blac ión . Si no efect ua mos dic ho , upu c ~to_ 
no co noce rem os la va ri :inc ia de la di stri bución d e la medi a de la muestra y no 
podremos co nstruir el estadís tico de prueba de la ecuación (5 .1 ). Naturalmente, 
pod cn1<)S es tima r la var ia nc ia de la población a partir clc los J :1t<Js d e la rnue,
tra . pero al usar la es ti mación en lugar del va lo r rea l de la va ria nc1a aumen ta 
mos e l grado de incertidumbre respecto a la població n y, co mo es d_e espc~ar, 
obtene mos un a rcgiún J e aceptación m.is amplia. A ún podemos elegir e l nivel 
d e significac it"rn que dc '>ccmos , pero, con un:1 regió n de aceptaciún má s _a mplia, 
la po tencia de la con tra stac ió n será menor (en la secc ió n 5.2 se explica. con 
detalle es ta con trastJ ci,.,n). l'or lan to, a l , ustituir un supu es10 po r una es tima
ción a par tir d e la mue, tra , perdemos c ierta info rma c ión y debemos paga r por 
ello a tra vé, de una con tra s taeión menos po tcme. Claro está q ue. s i no tenernos 
nin ou na id ea re,pcc to a l va lo r d e la va riancia de la poblaci ón . no hay elección 
po ~hk . l'n r o tra p:t rte, s i confia mos en los supu es tos co nt cn_idos en la hipó
t,> is snstcnid a. ,1btcnem()s un <> s resultados cs tflc t,11nc·nte cond 1c1onados a dichos 
supue., tos . que no t:enen ninguna va lid ez a l . mar_gcn . ~e ellos. E_st~ hecho ele
mental pa rece o lvidarse con frecuencia en la 111 vst 1gac1o n eco no metflca a plicada. 

5.2 Distribuciún de algunos estadísticos de pru~ba 

En la secc ió n 5.1 hemos ilu , t,ado las id ea~ subyacentc: s en la contra stac ión 
de hipó tesis estadís ticas eonsic.Jc:ran do e l prubkma de contra star una h ipóte
sis respec tll a la lll L'' '.ia de una poblaci{rn normal co n una vanancia conocida o-2

• 

Co mo es tadístico de prueba se propuso 

z = ( X - 1-'o). 
º"' 
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en la que ll-0 es la media postulada poh la hipótesis nula, y a, es la desviación 
standard de la distribución de X, y es igual a a y'tr. Si X es el mejor estima. 
dor que podemos hallar de la media de la población, Z es el mejor estadístico 
de prueba que podemos construir. Como veremos en el capítulo 6, X es (salvo 
en circunstancia s especiales) el estimado r ó ptimo de la media de la población 
de modo que, en gi.:ncra l. no es pos ible mejorar Z. 

·., 
Contrastación de la dikrcncia entre dos medias 

Cuando el problema cu 1npreml c dc,.1· 11111(' )'//'Cl.1' i11dcpe11dicllles procedentes 
de dos po blacio nes no r111aks con variaEc ias co noc ida s. se puede utilizar un 
procedimi ento de cont ra, ta ción similar al que acabamos de describir. Se puede 
plantear el p ro blema de si existe alguna dikri.:neia i.:ntrc las mcJia s de las dos 
po blaciom:s. Supnngamos que la media de la prirm.:ra es µ 1 y la media de la 
segur.da es ¡.t2. En csti.: caso , la hipú ti.: , is nula es 

y la hipótesis ahi;rnativa es 

(o ,,, > 1'2)-

Como resumen muestra! de la evidencia disponible acerca de las medias de 
la 5 poblaciones pod.:1110~, utilizar las medias muestrales ri.:spcctivas, Xi y X2• 

Si la hipótesis nula es ccrrccta (¡.L1 - µ 2) = O y, por tanto, el valor de (Xi - X2) 

será en muy poca ~ :,,·asioncs muy distinto de cer0. En consecuencia, los va
lores mu.::strale, J.: (X, - Xi) que sean muy distintos de cero se podrán con
siderar co: . :J evidcncia en contra de la hipótesis nula. Si obtenemos la distri
buci6r ~e: (X1 - X i ), podrcml'S cspi.:cificar las r.::g ioncs crítica y de aceptación 
aJc~uadas. Cnmn tanto X, como X, proccdcn d e poblaciones normales, su di
ferencia también , ..: di stribuirú normalmcnt..: . La media de esta di stribución es 

E(5;'¡ - X2) = E(X'i) - E(X, ) = /L¡ - 1'2, 

y, si la hipótesis nula es cierta, esta media es igual a c..:ro . Por tanto , Jo único 
que debemos obtcn.::r es la variancia. Como X I y Xi son las medias de dos 
muestras indepcndi.::ntcs. su covarianc.:ia .::s c'ero y, por tanto, 

Var(,\\ 
_ - - a? a~ 
X2 ) = Var(X1 ) + Var(X2 ) = - + -, 

n 1 112 

en la que cr;, y cr; son las variancias de la,: dos poblaciones no rmales de donde 
proceden las muestras, y 11 1 y n, son los ta mafios muestrales respectivos. Cuan-
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. I , '-" J ," mcJi:1, 1.k la, p,ibL.tciunc, ,un iguale:,. cumo afirma la hipótc,is 

n u l.1, 

[ 
2 21 - - O¡ o ., 

(X1 - X 2 ) - !\' O. - + -" · 
11 1 "2 

f:n i.:,tc caso, la variablc normal tipificada correspondiente es 

(5 2) x, x, x, x, 
V a 'f./11 1 + a~/112 

' . 

Este es el estadístico de prueba apropiado y con la ayuda de las tablas de 
probabilidad normal podemos ddinir la región crítica y de aceptación corres
pondientes al mi smo. 

Estimación de cr2 

En la s dos co ntrastacioncs · consldcddas · ahr<!riorln .::'nte 1' lrcll\os · 'fü):h1e~to<1tjüe 
se con ocía la variancia :de '·la · poblaci6n .. Normalni'ehtc ' ·r10 ·sucedc ' así, '· y esta 
varianc ia debc cstunar,c a partir de' la ·muestra , p.::ro a l utilizar una estimación 
de la variancia dc la po blació n en lugar de , u valor real. es pr.::ci so· modificar 
la s cllntra s ta c io n.:s re lativas a la media dc la pobla.::ió n. Antes de cf.:ctuar las 
mndificci o ncs nece·,ari as. c, tudiar.:mns el prohkma Jc e, ti111ar la variam.: ia de 
la p,1hl:11.:i t'111 dc X - N(¡.1. u ~). C111111 posible canJiJato, pndcmos co nsid.::rar 
la variancia Jc la mu es tra, a la quc lla111are111os é-' y que sc ddinc de la forma 
siguiente : 

(5 3) i (X, 
11 1 = 1 

X)> . 

Naturalm.::nte, cada mu es tra di,tinta daría como r.:: sultado un valor distinto 
dt: u". y nos intere , a saber si este estimador po:,ee alguna s de las propiedades 
que resultan dc,eabks y cuúl es su di stribución . 

PoJemos cmpczar examinando el sesgo y para ello tomaremos la esperanza 
matcn1;'iti ca J e 6- ' y comprobaremos , i es ig ual o no a cr2. Si lo es, diremos que 
6- ' e , in ,c,gada . Sa he111 u, qu c 

E( á 2
) = E! ¿ (X, - ,\7)2 = ! ') E(X, X)2. 

n 1 11 1 

El val o r de l-. (X, - X)' n,, l,i conocemos, pero sa bcmos que 

E(X, - µ) 2 = Yar(Xil = 2 
a ' 

¡ 1 

i 
i 
< 

i 
t· 
) . 
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ya que X, !ietle exactan1e111e la t11ls11111 dlsltlbucló11 que X y; por lo tanto. la 
mlst1111 variancia . Adcm.í s, también sabemos que 

(12 

E(X - µ)2 = Vat(X) = -
n 

según el leotetna 13 (sección 4.3). De uhl que podamos esctibit de nuevo ta 
cxprcslóll de L'(a' ) sum.u1Jo y rc , tartdo sin1ult.it1camcnte µ: 

E(c,2) = ! ¿ E[(X, - µ) - (X - µ))2 
11 1 

Es decir, 

(5.4) 

= ~ ¿ [E(X, - µ) 2 + E(X - µ) 2 
- 2E(X, - µ)(X - µ)] 

1 

= ~ ¿ E(X, - µ) 2 + ! ¿ E(X - µ) 2 
- ~ 'E(X, - µ)(X - µ) 

, • 11 • 117 
J ' 1 (12 = - L ª2 + - ¿-

11 1 11 1 11 
- 1, 

2E(X - µ) - L.. (X, - ¡,) 
11 • 

(12 

= ª2 + 
11 

2E(X - 1,)
2 

v2 a2 

o 2 + - - 2-· 11 11 

E(,F) = r~Ja2 
11 ' 

que no es igual a a'. Ello significa que ér' es un estimador s¡,sgado de a'. 
Este resultado. pe, e a ser ncgati vo, resulta de utilidad, ya que sugi ere un 

fácil procedimiento para obk11er un estimador in s.:sga do de i'J'. Si multiplica
mos ambos lados J..: la ccuaci t'u1 (5A) por 11/ (11-I) ubtenemos 

[ -
11 

] E( u2) 
11 - J 

4ue puede: escribirsc cn la forma 

,.. r-__ !!_ 1 J2 = ª2 
,, - 1 ' 

o también l " J '' t. - - - - / (X, - X)2 

/1 - 1 117 ª2, 

zif z ···e w½®?!si!Wrte·tn'ita -ffttéieét:ñsf7, 

CONHIASTACION DE HIPOH.SIS Hl.1 

tS.5) 
E-'-1 ¿ (X, - X)2 = o,, 

11 - 1 

0 ,ca 4uc un estimador de a'. al que llu111arc111os s' y que se define como 

(5 .6) s2 = _I_I "5' (X, - XJ2, 
" - 'T' 

' es un estimador insesgado de cr'. 
. 

Debido a su insesgadcz, utilizaremos s' como estimador preferido de a-2• 

Su di stribución, que no obtendremos ni presentaremos aquí, es un caso es
pecial de la llamada di stribución gamma 2

• La forma exacta de la distribu
ción de s2 depende de dos parúmetros. la variancia de la población cr' y el ta
maño muestra! 11. La di stribuc ión es siempre asimétrica hacia la derecha para 
tamaños muestrales pequeños y se va haciendo cada vez más simétrica al au
mentar el tamaño mues tra!. Como se ha indicad o. la media de la di stribución 
es igual a cr ' y su variancia viene dada 3 por 

(5 .7) 2 a 4 

Var(s 2
) = n-=-r· 

(\11110 .1..1 es in sc';gado y su variancia tiende a cero cuund o n - oo. s2 es un es
timador co11si.1tente de cr2. Otro de los ra sgos de s2 que es interesante señalar 
es el hecho de que _1¿ es indepcndicnt.: Je X, en el sentido de que la distribu
ci <'> n conjunta de s' y X cs igual al pruduc to de sus dis tribuciones marginales 
respectivas. E s decir, 

f(s 2
, .,:) = Rs2 )f(.'i'). 

La distrihución X2 

Para ol>tc·ncr la prohabilidad de que c1..1 se halle en un intervalo determinado, 
te ndría mos que conocer las áreas situadas dcbajo de la curva gamma corres
pondient e. Esta curva sería distinta para cada combinación de los valores de 
cr ' y 11 . y ca lc ular e l úrea apropiada resultaría mu y complicado. Ya nos hemos 
encontrado co n un proble ma similar al es ludiar la di stribució n nu rmal, que 
también cs di s1inl a para cada cnmhinciciirn J e los valores de los pa rá metros 

2. Vénsc, por c jcmrl o . 10 h11 E. 1·rcuud. ,\lwlwnwtirn/ Star istics. [nglcwoo d Cliffs, 
N. J .. Prcntic e- liall . Jq b2. pp. 127 -28. l':ira el ~aso es pec ia\ de s2 tenemos, siguiendo la 
no tación de Frcu ncl, a = (11 - 1 ·l/ 2 y (3 = '2cr2/ (n - q ). 

3 . !bid ., p. 14 7. Obsé rvc5c que la rn~d ia d e s2 es ig u..1\ a v -:. scu c urd sen ')u ,disrr?bu
ció n origi nari a di.: ,'\. pL:ro la fó rmul a de la \'ari3nc ia (5 .8 ) se basn en el supues to d e 
que .Y ~e cli ~1rib u _yL· norm, d rnc r1t c . 

- -

1 

i ! 
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~e~ ~ste ca:o, . p .. y a.'- y . cuya fi'mnula matemática cs. asimbrno . muy ((In,. 

P ,cada . En d ca so d e la Jl\tribuc,un no rmal reso lvimos el problema tran , for
manJo la va ria ble normal que nl,, in kresaba e n otra co n rnecJia O v varianc ia 1 
(la «variable no rmal tipi fi cada») cuyas pwhahilidades se ha llan t;1huladas . En 
el ca so de ., '. la ,o luc ii', n e, sim ilar . La tran , fori11aci i'rn cn e,ll: ca ,c1 ,c hace 
pa , ando a una variablc lla n1ada ii-c11//dr//do ( z' ) que se ddi11e co mo 

(5 .8 ) ') (11 - 1 )s2 

x2 = -2- - . 
u 

cuyas probabilidad es es lün calculadas . Sin em bargo. eontrariamcntc a lo que 
ocu_rrc con b Ji s tribu c it'rn nor111al tipificada. la forma de la di strihu c ii',n de x' 
varia a l variar e l tarnaiio de la mu c·, tra . Cua ndll la m uestra es pequ c: ri :1. la d is
tribuc ,ún e, , imt:lrica hacia la ,kr,:c- ha. p c: rn. a 111 cd id:1 qu e ,· 1 1ama ,in de la 
mu e, tra aum enta . . ,e va haciendo c:,da vcz m;'i, , im.:1rica . l\: :11ura l111 ..: 11t c . x2 
~o t1 cnc 11111g t111 va lo r ncg:t tl\ 'O. Uchido a c,1.1 dc p: 1Hknc·ia tic la di , 1r ihu c ii,n 
J1- c11acl1·aclo rc,pec· 10 al ta maiio tk l.1 llll1c, tra . lll>1·n1:il111c11tc , e utili / a 1111 , uhín
dice para id en1ificar la . Po r c ic111plo. b cc ua c it",n (5 .K) ,e cscrih irí:t 11 o r,n alm.: nte 
en la forn,a 

x;._ 1 
(1• - 1 )s2 

(5. 8a ) 
a 2 

Una forma cquivalcnte dt: e,c ribir es ta ecuació n es 

(5.8b) i (X, - _\')2 

l.'~ - 1 
l == I 

ª 2 

E l su bí ndi ce J e x'. que e, ig ua l al ta111aiio de la mue,tra menos uno se 
llama el número de ¡.:ruclu.l' e/,, lih,·rrwl y f1 ec ue111cn1t:nte se representa por ~ en 
lugar de (11- I ). La c,1nc, ii'1n «gradm ,k lih.:naJ » ha ce r.:kr.:ncia al núm ero de 
cuadrJdo~ i11d ('rh:ndi L· ntc s l_'ll ..:! !H!n it .. ·r;:dnr 1.k l 1.: ... i~1di-dicn ji-cuadrado. e~ d~cir. 
en 

n 

¿(X, X)2 . 
l ,.c 1 

El núm ~ru tn tal J e c uadrados en e, ta c, prc·, it'111 es 11 , pc ro ,úlu h.,y tn-1) cua
Jrad t1, 111 ,kpemlie nt ó l'"'"Jll e 1111 :t , .:1 ,·:duilad ,is los 11 - I pri111cros. e l va lo r del 
últ imo qu .:da tkt.:r111 in :td11 a11 1,,111 ,i 1ic·,t111 .: 111.: . La ra 1i1n d e e ll o .:s la ¡He ,e nc ia 
de X en b c ., ¡ll' .: ., ii'1 11 ~ d hc:c ho d e q ue una J e la , cara : 1.:rí , 1ica s bien cum1e·i
d:1s d e: .Y e, qu e 

¿(X, X¡ O. 
1 

===rrr ~ ·- - .. ~ 

CO Nll\ A~ lAC10 N Dt H l l'OTLS1S 

. 1, ;,, ~·~.:11 1., tlfu r , .. : , tr tl1..l•• ll LJU..: dl."h.: l·ttntpl ir,L· . Por ej ...: tnpln. ~upongJ n1os 

¡ , __ . 1 .. n:;:11,, lh.: ... (U .1Jr:,Jo, ~ qul'.' IP" , ~d l lfl·~ d..: lo, Ju" pr i111..:ro..; ~on 

Si el tcrc:cr cuadraJo fuese indcpcndicntc Je lt1s o tros dos , podrla tener cml<l
qui c:r valor. por ejemplo, 5 2• Pero es to no puede ,uceder, porque en este ca;o 
1e11Jría mos 

¿ (x, - x) = 2 + 4 + 5. 
1 

cuya suma es 11 y no cero co mo tendría que ser. En realidad ·. si los d os pri
meros cuadrad os son 2' y 4'. e l tercero ti e ne qu e se r necesariamente ( - 6)2 = 36, 
porqu..: sú lo en este ca so ob tenemos 2 + 4 - 6 = O. E sta explicación de la 
obtenciún Je! número de grados de libe rtad resulta bastante simple en c ·:te 
co nte ., t,>, pero en o tra s ocasiones e l tema es muc ho mús co mplicaJo . Por este 
moti vo. la ma yor partc Jc lo, libros de tcx to d e e , taJí,tica c lc.: mcntal no pro
fundi zan de 111 a, iad o en la cue, 1iú n y , ugicre n que el lec tor puc:de pen sar en los 
gradn, d e: li hertaJ s i111plc111 c: ntc cn1110 1111 110111hre que sc da a un pa rúmetro . 

A partir del conoci ,ni e nto J c la Jis1ribuc ii'1 n d e probabi lid ad J e x' pod emos 
o bte ne r la s proba b il idad es de la Ji , trilrnc i.-, n 111u c.:, tral d e s' . Podernos , ·e rl o Je 
la fn rn,a , ig ui cnt c. Si c1 y I, , 011 do, cu n , tante s c ua lqui e ra tale , qu e O ;:;, a ~ b, 
tcnc mos 

P(a :; x ~- 1 :S b) 

o sea, que una a firma ción de tipo proba bilístico respec to a x' se puede trans
formar fúcil m t:nte en o tra cquivalcn1e rcspecto a s2• Por último, podernos se
ñalar que la media y la varianc ia de la Ji st ri buciún de ji-c uaJraclo son 

y 

n-1 

V;ir(x~ - i> = 2(11 - !) , 

111i c·111 ra , q ue la m nJa cs (11 -~ l . 1·11 b li g ura 5- 11 se reprc ,c11 ta gr,'tficamcntc la 
d1 , 1rih t1c·i(111 J e Ji -uuJrad u pa i:1 ui , 1inl<" ~!t ad ns d e: liht:rt :,d . ,·. 

¡. 

J 1 
! 
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1c, 7 8 9 I u r 1 1 ~ x2 

Figura 5-11 

Podct11os ver con mayor claridad la naturaleza de Ju distribución ji-cuadrado 
comti,ttandola con la cJi stfibució 11 no rnul. Esta última se utiliza en estadística 
tJot dos tazones funda111.:ntalcs . En pri111cr lugar, se trata de una di stribución 
lnitiot tank en s i n1 i, 111a, ) 'U que proporciona una descripckin de gran cantidad 
de tioblaciones. No es muy diíícil encon tra r variables rela tivas a fenómen os so 
ciales o naturales que se di stribU)Cfl -o podemos suponer que se di stribuycn
nor111alme11k. Eje1np ln, de ello so n la int.:lig,: ncia . la e, ta tura de los indi viJuos, 
llls errure, de llh.:dicii,n l1 de u1111p lirta1nient,1 . e l 111ú1 1<.: ro lk aci ertos c: n nwchas 
o b, c· r\al·i.i 1i--, y 11 1uch ,1., ,itr<h. L1 -c·g 1111da ra ,,,, 11 p:1ra u, ar la di , trihuci i,n no r
hl.11 , c: d ..: h.; a l h,xh<> d .: qus.: e, ta di , 1rihucii111 de,u ihc: al ~· u11a s di , trihuc ill ncs 
111 11.: , tral,, lllt1\· i1 11 11,,ru111.:, y, lºll pa rticu l:1r . la d c: l.1 111 ..:di :1 ,k b 1n uc:, tra . l'.1r 
1,) l:t11to. LI di , tri h11t·i iin n,, rn1.1 l p11,d.; utili1ar , ..: p:u :1 d -.:,c"rihi r 111u pnhh ciún 
ohgi11:11·i·1 " 1111.1 di , 11·ihucii1n 111tk , tra l. l'<ir -.: 1 l"< 111tr:1rill. !a di , trih11ci i•11 ji
ti l:l,iraJ,i ·" ·,1,1 , in-.: p:1r:1 d..:,,Tih1r alglll Lh J i, tri h11cinn-· ,. 11111-:str. tl ,> . 1111 :1 de 
Lis cu:1lc, ~, b lkl -.:, t.1dhii ,-. i d , b ,·cu:1,·i, in L~ ~l ' . N,1 ii :1v 11 i11 ;•1111:1 p.ihl:l , ;im 
\lrigin:ni:I il1iporh11t-.: c:l:y,I dh\1·illl1,·i,n1 c,1n,:,p,11h la :1 b Ji -c11 ,1d1 ad,1 . 

La 1llslrlh1idún 1 

lJn :.1 vez ">lill" i,1 11:ll l<1 c· l JYrobkma de b e,li111 :1cii>n d.: la vari:111c1a de la 
pohi:11:i .-1i1 . podd nn, rnlver al prnbkina uriginal qu ..: consistía en contr:l'>tar una 

~. Aci emá, de ,lc,crih ir la di , l rí h uc ió n J e h1 ex'J)rc , ió'11 15 .8), la d; sníbucic\n ji-cuadrado 
·rnmb\én co·rrcsp o nck a un e sl .i ,hsl 'irn qtk se titi l iza parr, con1raslar 1'1 indei,c ndencia cr, 
las '1.ibl3s de cont'in~,' nc i,1 v b honJ .1d ¿¡,:¡ aj'úsk d e las dist r iburioncs de frecue ncia . l. ;1 
tcon'trn s'tac ión de 1<1 incJ1.: pcn (k 'r'lci :1 L:n I:,~ 11:1hbs de cont'in ¡?cncin L1 L:StuU i~ rcm o~ en t· I 
cJ pÍtuio 11. c: n n:l:Jc iún con J ;i::, \·:1 ri a hks bi!1;1ri :1:::.: l:1 co ntra s tac iú n de la 1hon (bd del njuqt · 
se c..: ~tudi¡i .-d fin:d d L' esta :::.cc<..: iü n . 

CONTRASTACION DE HIPOTESIS 16.':i 

, ,. 11,,1,., i, r.:,p..:ct,> a la 111cJia J e la poblaci,,n . J..: una variahle normalmente 
J, , tri buida c·uya variam:ia no se conocía. Rcc.ip1tula11Jo, ~abemos 4ue si 

X - N(¡,. , a2
) , 

se cu111ple que X - N[,,_.f] · 
: 

,\J cmú s, si la hipótesis nula es de la forma 

el e,taJístico de prueba corr..:sponJi entc es 

sup,rnicndo que n1non:111os r, . Cuando, como en este caso, no conocemos el 
valor de r,, lo podemos sustituir por una estimación obtenida mediante la 
fórmula 

s = J- -1 - )(X, - X)2
, 

11- 1 j 

que procede directamente de la ..:cuaciún (5 .6) . E n este caso , el estadístico de 
prueba se ría 

( ,\' - 1-1 0)\111 
s 

L1 pnihlema \.'onsis\c en obkncr su dí slrihud,ín . Ob,érvesc que si ·dividimos 
d numerador y e1 dcno mina·dor por r, y reordel'lamos d resuhado, -oblencnros 

·, 1(11 -
0

l ')I2/ (11 - 'J)<, 2 

' El num~raJor cs ' la ,~1rdl\k ·11 11 rn 1:t1 ·ti piíic~.1ua z ·y s.:n J l dcnbmíhatlór ' véltlbS' tjl.ie 
· (1111Js' / cr2 = x,. _ ,como ·\nUica la ecuación '/5.8:, ).'0 ~ca, 4uc•pockmos · esct~bír 

Z ~ 'NCO! 1 l 

, / X~ -- ,'/(;;-=,!) 

L-.11,. 
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Esta variable tiene una distribución que se conoce con el nombre de distrib,,. 
ciún t . Debido a la presencia de la variable ji-cuadrado en el denominador , \;¡ 

forma de esta distri bución depende del tamafio de la muestra y, po r tanto. 
norr11a l111ente se utili za un subíndice para identificarla. En este caso escribí. 
remos 

(5 .9) f n - 1 · 

E n esta expresión. (n - 1) es e l número de grados de libertad. Naturalmente, 
estos grados de libertad proccd cn de la var ia b le ji -cuadrado que a parece en 
el deno minado r. Pc ro cont ra riame nte a lo que oc urre con la distribució n ji
cuadrado, la di stribución t es s icmp re s imétr ica; su media es cero y su va
rianc ia es (11 - l )/ (11 - 3) y cu an do II es g ra nd e . e, ta última se ap rox ima a la 
unidad . A l aumentar e l ta111a 1io de la m11 e, tra. la di ·, t ribuc i,, n I se ap rox ima a 
la di stri buc ió n no rmal tipif icad a. En el ,\pémli ce D se reproduc ..: una tabla 
que prese nta la s probabilidad es co rrc, po ndi c ntcs a di stintos ta ma ños mues

tralcs. 
!'ara co ntra star la hip,i tc, is d ..: que la media de la po blac ió n ti e ne un va lor 

dcter rninad u . t.::nc111os qu .:: espcc ifi c:1r lu , lím itcs entre la regiún c rítica y la 
rcgiún dc accptac iún pa ra el e, tad is t in , de pru e ba dc la ec uac it', 11 (5ll) . Eqos 
d.::pend e rún d.:: la form a qu e tn 1111.: la liip t',te, is a lte rna tiva . d e l ni vd ck s igni
ficac iún qu e s.:: d e,ec y J el núm cr,1 de gradt>s Lk li bc: rt :1d . Supungam os que que
remos con tra , tar 

1-/ o: µ = µ o 

HA: µ 'i" µ o. 

E l nivel d c s ignificación deseado es un nún1<:ro a . En .::sil! caso. la regió n de 

acep tación se ddinc como 

E n es ta expr.::sion . 1" _ 1." ·2 represe n la el va lo r del esta d is lico I co n n - 1 grados 
de li bertad , que d elimita un porcentaje o. / 2 del :.irea d e la distr ibuc ió n en cada 
extremo. E ste va lor se puede obtcne r a pa rtir d e la tabla d.: proba bilidad es de 
la distri ht1ciú n / . Dicha tabla se pre,c nta d .: for ma que cada fi la corre, po nde 
a un núme ro di , tinto ¡k grados J e li bertad . y cada co lu m na a un úrea dis tinta 
en e l e .\ trcmo de la di stribuci t", n . Por cjc n,plL>. e n la fil a co rrespo ndie nt e a « 1-l » 
v la w iumna (0.05» . ha llarnos el va lo r 1.7(, 1. L , to s ig nifica que la probabi
lidad de que un va lo r del cstad i, tico t (o btenido a pa rtir de 1111a mues tra d e 
ta mafio 151 ,..:a supaior a 1.76 1 (o menor q ue - 1.7(,I) ..: s O.OS. Es lk c ir. los 
va lo res d ..: I c, tad í, tico d.: prue ba ,e prese nL1 n c· n la parte cc: n tra l de la ta bla 
y la s J)r<JhahilidaLk·: e n el m,1rgc·11 . F ·.1:1 , ,rde11ac ii,n es di, tinl a el ..: la d e las 

CO NTRAS1ACI ON Dt HIPOH SIS f&1 

t, ~ e.o , Je p r, ,h.,htl1d.1J n-,rm.11. ~ . l qu e en clbs el orden es o.ada 11 1i:nt~ el con
u , , ,., 1 _, 1.,hl., de· h" v;1l n re , d~ la r J1te , e1tla cn r..:a lida d 111ucha, d b lti b uclo nes 
J ,,,1,11 1." 11.1n1.1 , , , 111 1<.> fila s ) y. po r tantll, c , 111uchu 111enos Jdallada LJUe Ju de 

u pr "h.1 hilidad normal. 
('on , id c rc11 1o s ahora la contra staciún con d o s e:1.trcmos que hemos mcncio

naJ" an1<:rinrn1c11te. Si el nivel d e s ignificaciún que dcsea mos es el 5 r¡,. , e l valor 
a 2 es O,tl25 . y la columna que nos interesa es la eorrcspo mlicnte a es te nú
rrn:ro. La fila que debemos tomar depende del tamaño de la muestra . Alguno~ 
d e los valores qu e podemos obtener so n los siguientes 

T a ma ño de Grados de 
la muestra libe rtad Valo r de 

(n) ( v) In - 1, 0 10 2 5 

5 4 2,776 
JO 9 2,262 
20 19 2,093 
30 29 2,045 
00 1,960 

Obsérvese que al aumentar n, los va lores de t son cada vez mús pequeños, y se 
aproximan a 1,960, que es el valo r que correspondería a una va riable normal 
tipificada con el mi smo nivel d e s ig nificación . Si comparamos con las con
tra staciones en las que se conoce la va ria ncia d e la pohlaci(m, y por tanto 
no es preci so estimarla , la ·región d e aceptaci ó n ba sada en la d b tribució n r es 
siempre más amplia . Ell o pucdc v.::rse s i 11 LlS fij a mos e n que en cada columna 
lk la tahla dc la I tod os los va lorc, so n m ayores que e l va lm qu.:: apa r'--cc en 
la últ ima fil a , que corre, p,rnde a la variable nnrm a l ti pificada . Co mo conse
cuenc ia de e, ta ll l:lyt>r regió n d e accp1ac it'n1, la p rnhabilidad <lcl erro r del lipo ll 
es m ayor . y p nr tant ,1, la L'<ll llra , L1c·i,in e, m enos p oknte . 

\ .a conlra, taci t'>n que li e mos ,111,Üi7,1Ll,, ·cnrrc,p ,i nu c ;11 caso de ·tlo~ o,\'rc'111·os., 
ipeni el prnc.::dimi cnto a 'ut i'li zar 1para IJas ·L·n nl i;;i ~lac io ncs Jle •un ·c>,1'r0mo ·e~ m•l'ly 
·sim ila'r . E n 'luga r ·d .:: d.::crua r 'Una ckscrépc ió n de 'tipo gcnc ra:J. ~o •i'lusn111rc mCJs 
·co n 'un e jemp lo num érico. 

'E'JEtvff'LO . 'Un 'tr:iba jador ·que ·efrctúa •u nu tl éterminadu ·o peraoión ·en 1Ju ffn. 
' bricación de un •p roll uc: 10 ·emplea 7 ·minutos, ;po r •tér mino ·m ed io , 1pu ru •ret.i lizu~ la . 
'Un anali sta sugiere ·una 'formlt ·Uis 1i 111,, ·ll e ·cfe~ ttmr ' la ·operac ión ·.y ,(luc iUe 1tom0 r 
una muc, tra ,para ·Ucsc ubrir gi ~e 1rroUuc:t: t.ll gún lihorro ·üe •ti empo . ILu s thipól<!!3is 
nLila y a lternati va son 1las sigui entes 

H o: µ 7 min. (o 420 seg:) 

---~ -

; 
1 

1 

\ 
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El nivel de significación será el 5 % tradicional y el tamaño de la muestra es 16. 
Suponiendo que la población originaria es normal , el estadístico de prueba apropia
do es la r de la ecuación (5 .9) con 15 grados de libertad. El punto límite de la dis
tribución r se puede busca r en la ta bla, en la fila « 15» y la columna «0,05». El cri
terio de contrastac ión que obtenemos es 

1 1 1 . , . . (X - 42ü)v"i6 
no rec ,azar a 11potcs1s s1 ------ 2, . s ·., 

- 1.753; 

rechazarla en caso co111rario. 

Obsérvese 4ue x y s se miden cu segundos. Las observaciones obtenidas son 

6 min . 26 seg. 6 min. O seg. 7 min . 30 seg. 6 min. 
6 min . 38 seg. 7 mm. O seg. 7 min . 8 seg. 6 min . 
6 min . 48 seg. 7 n1in . I 2 seg. 7 min . 20 seg. 7 min . 
6 min, 58 seg. 6 min . 46 seg. 6 min . 22 seg. 6 min . 

.Los resultado~ o btenidas son los siguientes: 

x = 6,528/16 = 408 ( o sea, 6 min. 48 seg.) 

s = v9872/I 5 = 25.65 . 

Por tanto. el valor del estadístico de prueba es 

(408 - 420) v"i6 
25.65 

-1.871. 

4 seg. 
42 seg. 

6 seg. 
48 seg. 

Este punto se halla en el exterior de la región de aceptación y, por tanto, la hipó
tesis c7 minutos» debe rechaza rse a l nivel de significación del 5 '1/0 • 

Contrastaciones respecto a 1:1 media Je una población no normal 

El a náli sis ante r io r se ocupa de las co ntra staciones relat ivas a las pobla
ciones de una variable distribuida no rmalmente c uya variancia se desconoce. 
Para reso lver e l problema corn:spondicn te a la diferencia e ntre las medias de 
dos poblac io nes normaks, a partir d .;: dos muestra ~ independientes, podemos 
establecer un procedimiento s imilar, p.:ro no lo vamos a e studiar a4uí porque 
se puede hallar en cualqui.:r te:-- to introductorio de esta dísti ca matcmútica. Lo 
que sí vamos a co nsickrar es la correspondiente a l valor de la media de una 
variable que nu se dis1rih11ye n,JT111a/111e1:1.:: (pero tiene una variancia f inita) . En 
es !<:: raso. si la 1111//:S rru es ¡;nuul,· pod cmu, urili ,:ar e l tcorc:ma ccnira l dc:I li
mite (tcor.:111 ,1 15) que' sc iiala qu.:. ,ca rna l sc::.i la di , tri buc iCrn de X en b, 
muc, tra, gra nde , . b Jistrihuci,, n ,k X ,cri1 .1 prn ., i111 ;, d ;1rn-:11tc 11,irn1:tl . T ..: 11 i,11,!, 1 

.... , ,rn;::::::...._ - - · 
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.:n cuc·nta c, to y el hecho de que cuando n es grande la dis tribución I es aproxi
rn:.:Jam..:nte normal. podemos ver que 

(X - ¡.i0)vñ 
s 

(n ~ 30) 

tiene una distribución que se aproxima a la distri bució n no rmal tipificada y, 
po r tanto, e n este caso podemos utilizar la con tra stación que se ha estudiado 
en la sección 5.1 . Si no conocemos la distribución or iginaria y el tamaño dcr' la 
muestra es pequeño, podemo~ ac udir a las co nt ras taciones llan¡a das sin distri
buciún o nv paramé1ricas que se estudian en muchos libros de tex to . 

Contrastacioncs de a' 

Consideremos a ho ra a lgunas contras taciones cte la variancia de la pllblación. 
Supo ngamos que queremos contrastar la hipó tesis nula d e que · 1a va1 iancia de 
un pobla c ió n normal tiene un valor determinado contra la hipótesis alternativa 
de que su valo r es o tro. Es decir, 

Ho: ª2 a~, 

HA: a 2 # a5 . 

Podemos cont ras tar esta hipó tesis tomando el estimador muestra! Je a 2 defi
nid o en la ecuació n (5 .6 ), es decir, 

s2 
n -

y e stableciend o la s regiones crí tica y de accptac1on para la distr ibución de .s-2, 
Como estad h tico de prueba utilizamos una t ransforn1ación des' que· viene dada 
por la exp resión 

2 _ (n - l)s 2 

Xn -1 - 2 ' 

ªº 
en la 4ue (11 -- 1) es el número de grados de liber!ud . Las propiedades de esta 
dis tri bución ya las hemos es tudiado an tes. Si eleg im os un nivel de signif icació n 
a., en una contrastaciú n de dos e.xtrc:mos la región de aceptació n es 

(n - l )s 2 

X~ - 1,1 -a/ 2 ~ ---- 5 X~-l,a/2, a5 

en la que los subir.dice, I - a./ 2 y a./2 se refieren a l úrea situada a la di:recha 
del correspondiente punto límite d e x'. La tabla de las probabilidades de la dis
t ribuci(, n ji-cuadrado tiene n la mi,ma fo rm a qu.: la d.: la 1. L.as filas corres-

\ 

\ 

1 
1 
' 1 

! 

1 
1 1 ¡ . 
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panden a los grados de libertad. las columnas a las probabilidades y las cifras 
en el centro de la tabla son los valore·; correspondientes de x2. Por ejemplo, 
el valor que aparece en la fil a «4» y la columna «0 .975» es 0,484. La fila indica 
~uc se trata de la distribución ji-cuadrado para las muestra s de tamaiio 5, y el 
valor 0,484 indi ca que la probabilidad de que la va ri able ji-cuad rado tome un 
valor superio r :.i l mi , 1110 es 0.975. En otras palabras. 0,4 84 es el limite inferio r 
de un interva lo que: se c.\ticndc ha sta + oo . y 0.975 es la probabilidad de que 
un valqr de x; se ha lle cr; e ;te inl ervalo. A continuac ic'rn. indicamos a lgunos de 
los valores de x2 para un nivel de s ignifica ci ó n de 5 "/0 en una contra st:ición 
de dos extremos. 

Tamaño de 
la muestra 

(n) 

5 
10 
20 
30 

100 1 

Grad ,is d e 
libe rtad 

(1' ) 

4 
9 

19 
29 

1000 

Valo res de 

X~ -1, 0 . 015 X~ - 1, 0 .02s 

0.484 11 , 143 
2 ,700 19,023 
8.907 32,852 

lú ,047 45,722 
9 14 1090 

Cuando n es gra nde, podem os obtener las prc1babilid :1dcs d e Li ji-cuadrado a 
partir de l hec ho de que [ v '.27 - J2(n - 1 l J tiene una di stribuc ión que se 
aproxima a la di stribución nor111al tipificada . Por ejemplo. c.:twido (11 - 1) 
= 1000 vemos que 

y 

V2 x 914 - , 12 x 1000 

, / 2 x 1090 - V2 x 1000 

-1 .%6 

+ 1.969 

que so n casi los valores - 1,960 y + 1.960 r r,rrcspondicntes a una variable 
no rmal tipifi cada. Aunque es te anúlisi s se ha aplicado a um contra stac ió n dC: 
dos e:'\tremos , pu.:de ada ptarse:: focil111 c nte a las contra staciones de un extremo 
en la s que HA : a 2 > ag o a 2 < ag, y dc jamos esta tarea para el lec to r. 

EJEMPLO. Tomem os nuevame nte e l ejemplo a nter io r reb tivo al ti empo em
pleado por un tra baj:idor a l efect uar una tarea. Supongamos que se afirma que 
la variancia de es ta va ri a ble (qu e se , upone se di stribuye norma lmente) es 302 se
~undo, f l a nalista afi rma que el nuevo mét- id<1 de efectua r la operación que él 
,., , ., .. ,:, , ta mbién a lterará la va ri ancia del tiempo utili zado . En este ca so, la hipó
' " ·''• nula y la alterna ti va será n 

//0 : a 2 900, 

H,.: a 2 t- 900. 

CU N11-U-'., 1 A C IO N D [ H IPO H SIS ,.7,, 
\ ,. · : ,'\ .i 1,. ,•n ttJ ,t .1 r l.1 hq~,l l l"' " nub :a un n1\c:I J1.: ,1bn d1~..1,("11..J n dd 5 </ , y ut1l11...a
:i t ' · "' l." i,, l,¡ ''«: f\ .h.ldflL, llhtt: n1d..1, en c:I cJcn-,pl ... 1 ;.tntc:r,ur . La r1..:gión de ~ Cl · pta 

' :, •n , e Jet Irle ~lHll\l 

6.262 
(11 - 1 )s2 

:s ~- :s 27 ,488, 

en b qu e los valores límit es se han obtenido en la tabla de la distribución ji-cua
drado. El val or tkl estad ís tico de prueba, calculado a part ir de las observaciones es 

' 
9872 
900 

10.97, 

y, po r ta nto , se ha lla en el interior de la región de aceptación . En este caso, la 
muest ra no proporciona , pues, evidencia en contra de la hipótesis nula . 

La distribuciún F 

Otra contrastación que se utili za muy a menud o , re la tiva a la variancia de 
la población, es la correspondiente a la hipú tesis de que dos poblaciones nor
m ales tiene n la mi sma variancia. La hipót es i ; a ltern at iva más corriente es la 
de que una de las varianc ia s es mayor que la 01ra 5• Es decir, 

a'f a~, 

a'f > a~, 

en la que tomarnos como prim :•ru pohlaci <'i n a la que. según H,. 1iene la varian
cia mayor. Se puede contrastar la hipótesis nula obt.:n iendo una muestra de 
cada una de la s dos po blaciones y ca lculand o las es tima cio nes s\ y s\ de las va
rianci as respec tiva s. Se supone l[UC las muestras se obtienen independientemen
te y que su tamaño es 11 1 y 11 ,. respectivamente. Corno estadhtico de prueba po
d emos tll111 ;,: el coc i.:11lé srfsr Si la hipútcs is nula es ci e rta, este cociente sólo 
ser:1 di s tin tn de la unidad porque la s es tim ac io nes mue,tralcs no son exacta
m e nt e ig uales a los rcsp ec:l ivos parám.:tro:; . En c ual q ui er ca so. es de esperar 
que , a medida que la s dos 111u cs tras aumen tan de taniaíio. el coc iente se acer
car:, a la unid ad a mc nlls qu.: I;, hip,'i tc:, is nula scJ f,1k1. 

!'ara ckc tuar la corllra st,lc iéi n t.:n cmn s qu .: c:, ta hkce r el punt o límite entre 
la rcg i<'rn d e acc pt,1c i,'111 y la rcg iél n critic:a. y' p,1ra c ll ,i tcn cmos que c,rnocl'.r la 
di s trihu L·i<·rn rnu es tra l dcs ,",'s/ . [)i vi,Lirn os el num crad ll r por a," y e l denomina-

Na rur :ilrn c nt c. tumhi0n p o dr íamo~ co ns id e rnr u na h ir ói' c sis a lt crn.:1 ti va con dos 
,_· \t ri:rn o~ . J r.: I Lipo cr1~ :;r=:. -:;- 2- . pero l'S much o m enos corri cntc ~- 11 0 l.1 \·amos ü es tudiar. 

·-- ~ ~-

i 

\ 
1 
l ¡ 
1 
l 

1 

1 
l 
1 ' ¡ 
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dor por crl; si la hipótesis nula es cierta, el cociente no variará. Por tanto, po
demos escribir 

que equivale a 

(n1 - 1 )sV(n, - 1 )a~ 

(n2 '- 1 )s~/(n 2 - 1 )a~ 
!) 

x~.-d(n, )) 

según la ecuación (5 .8a). Como las dos muestras son independientes entre sí, 
el numerador y el denominador de esta expresión también son independientes. 
Mencionamos este punto porque la distribución de un cociente de dos variables 
ji-cuadrado independientes. cada una de las cuales está dividida por su corres
pondiente número de grados de libertad , es la conocida distribución F. Esta 
di str ibución es asimt:trica y d epende de dos parúmetros. el núm ero de grados 
de libertad del numerador y el dd denominador. Estos dos núm eros se indican 
generalmente en forma de subíndices d e F para asegurar una id entificación 
adecuada. Por tanto, podemos esc ribir 

(5. 10) 

Los valores de la di stribución F se pueden obtener a partir de las tablas 
correspondientes. Normalmente, se presentan dos tabla s, una para el nivel de 
significación del 5 % y la o tra para el de 1 %. Cada tabla indica el va lor límite 
de F para la contrastación de un ex tremo. Las filas de cada tabla corresponden 
al número de grados de libertad del denominador, y las columnas a los grados 
de libertad del num erado r. Por ejemplo . s i buscamos en la tabla dd nivel de 
significación del 5 % en la fil a « JO» y la columna «15» obtenemos el valor 
2,85. E llo sign ifica que si tenemos dos muestra s ind epend ientes. una de las 
cua les es de tamaño 16 y la oira de ta maño 11 . la probabilidad de que el 
cocicnte (s//s,C) , ea mayo r qu e 2.85 es 0.05. Es d-:cir , el va lo r 2 .85 co rre , ponde 
al límit e inferior de un in te rvalo que se extiende hasta + oo , y la pro babi lida d 
de que el valo r de (s," ís!) se halle en s: I interior de este interva lo es 0,05. 

E stas contra,tacioncs ele la , vari:tcioncs de la población só lo so n exactamen
te ciertas si las poblac iones o rigi naria s son normales. Sin embargo. cx istrn al
gunas indi~ac ioncs de que fos resultados s~ pucJ.:n ap lica r ta 111bién en gran 
medida a lllra, cla , cs ele pob la c iones o riginar ia s ,icmpn: y cuand o no sea n muy 
distintas d e una pc,b lari ón nlirmal •. Pero en caso de qu e existan buenas ra zo nes 
pa ra sospechar que la poblaciún or ig in a ria es muy a simétrica o ti ene forma Je 
U, no es pos ible confiar en estas co ntra stac io nes. 

6. Para u n "mí lis is c.k es te rema . véase. ror ejemp lo. G . Uc.ln y Yulc y M . G. Kc nd :dl. 
An lll tro d11ctiu 11 to 1he T/1co ry uf S 1a1 i, 1ics. Lo ndres . Griffin, 1 qso. p. 486 . 
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(",,ntr.1,t:1dún de la l,ondad del ajuste 

La contrastación de la bondad dd ajuste se aplica a los problemas en que 
!-<: trata de decidir si la distribució n de frecuencias de una muestra es compa
t,bh: con cierta distribución teó rica. Por ejemplo, se utilizaría para contrastar 
el supuesto de que una variable se distribuye normalmente. En general, la hi
pt>tesis nula consiste en la proposició n de que cierta variable tiene una distri
bución de probabilidad determinada, m ientras que la hipótesis a lternativa señala 
que dicha proposición no es cierta. Para contrastar la hipótesis nula utiliza efios 
ta distribu c ión de frecu encia s obtenida en la muestra como evidencia rela tiva 
a fa forma de la dis tribuc ió n de la población. En este caso. el ·estadístico de 
prueba utilizado corrientemente es 

en la que /, es la frecuencia muestra ! en el i-ésimo inter-valo, e, es la frecuencia 
esperada en la distribución teó rica (que se postula) y m es el número de inter
valos. Se puede demostrar que este estadístico de prueba posee una dis_tribu
ción que para mues/ras gruntles se a proxima a la dis1ribució11 ji-cuadrado. En 
particular. s i la muestra es grande. se cumple qu e 

(5.11) 
~ (f, - e.)2 2 
L ,...., Xm-k-1, •= i e, 

en la que el subíndice (m - k - 1) se refiere al número de grados de libertad. 
Las frecuencias muestralcs / , se pueden observar; y las frecuencias teóricas e; 

pueden calcularse utili za ndo la fórmula y la di stribución especificada en la hi
pó tesis nula. Es ta fórmula incluirú probablemente algunos pa rámetros desco
nocidos que debe rán ser reemplazados por sus correspondientes estimaciones 
mucs tralcs. Po r ejemplo . s i la hipó tes is nula señala que la d is tribució n de la 
pohlación es normal. scrú necesa rio estimar la media y la variancia de esta 
distri b ució n a partir de la muestra. (En realida d , para que se c umpla la ex
presión (5.11) la s es timac iones Je ben ser ele una forma d eterminada , concreta
men te d el tipo «múximovcrosímil» -expresión qu e: se c.xp !ic<1r.:t · e n la sección 
6.2-. En este nwmcnto ba, la con ~eiialar que X es una es timación maximovero
s,mil y que .," Jo es apro xi madam ente en la s muestra s grandes.) E l número de 
grados de liber tad se obt iene de: la fo rma siguiente: 

111 = número de inte rva lo s; 
/.; = n t'1111 cro de parúmc:tros que se ha n tenid o que reempla zar po r estima

ci o nes mt1<.c :,1rales. 

.. --~~ - - -..... ,. , , , ··-· ..,.., .. ... .. , ,.,. ,. . .,..,. ., .. 
..... 
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Para que la contrastación sea razonablemente satisfactoria es preciso que m ~ 5 
y e, ~ 5 p a ra cada i. 

Si la hipó !esis nula es cier ta , / , se puede tomar como una es timació n mues
tra ! de e, y la expresión (5 . 11) sólo se rú di s1in1a de cc:ro p o rque es tamos obser
vando uua mucslra e n luga r de la població n 101al. Por lo tan to, si observamos 
una muestra en la que el va lo r d.:: I cs!adís tico de prucha (5 . 11 ) es g rande, co n
siderar.::mos e ;¡e: hecho co mo e.v id enc ia co ntraria a la hipó tes is nula. Para efec
tua r la co mra , tacii"in tcn~)nos qu .:: ob1c nc r e l límilc ' lllre la región cr ílica y la 
d e aceplación. y és!e lkpemk dc l núme ro de g ra dos d e: libe rt a d y d c l nive l de 
s ign ificac iéin ekgido, pudi endo obtcnn sc e n la tabla d e la ji-cuadrado. Obsér
vese que el cs tad í, ti co (5 . 11 ) no pucclc sc r 11 ,,ga ti vo y, por ta nln. la ..:v id c nc ia 
conlraria a la hip il l.::s is nula súlo pu.::dc toma r la fo rm a clc valo r.::s mu y g rand es 
(pero no mu y p cequc íios); a co nscc u,'ncia d..: c :: .. i , la ..:o ntra s ta c i.-m quc n.:, ul!a 
ad c..:uada es la d e 11n extremo. 

EJ E MPLO . Los economi stas se interesa n a menudo en la di stribución de la 
renta persona l. Con, ideremos la hi pótesis d-: que la renta fa mili a r se di , t ribuye 
nor ma lmen te . Para contra,t :i r esta h ipó tesis podem os utili za r los da los del cuadro 
5-1. E, tos da tos se pueden toma r c,1 111 0 una mu es tra de una poblac ió n qu e incluye 

Cuadro 5-1 

Intervalo Punto medio • Porcentaje 
<le familias t 

Menos de $2,000 1,130 12.7 
S2,000 a S2,999 2,560 9.4 
S3 ,000 a S3 ,999 3,490 10.8 
S-1,000 a S4,999 4 ,510 1 l. 7 
$5,000 a S5,999 5,480 11.4 
S6,0üü a S7,499 6.690 14 .4 
$7,500 a S9,999 8,570 13.9 

SI0,000 a S 14 ,999 11,960 10.5 
S15 ,000 o má s 22 .780 5.2 

Tota l 100.0 
Nt"1mero total 57,8lJO,OOO 

Los puntos medios se han c¡¡ Jculado dividiendo la renta tot al (después de deducidos 
los impuestos) de cada gru po de renia por el nt",mero de famili as del grupo. 

t Incluye persona s que v ivc.: n su las. 
Fuente: Statistica/ A bstraer o/ thc Unitecl S tates. 1965. Mini sterio <le Comercio de EE .UU., 
cuadro 467. 
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1. , ~.i. , t.1 , rc nt..1 , p,,,1hlt.·, que ~e h11 hi,'H'tf putlic/ 11 ohtL"nc.·r en el at\o 1962 en lo5 

J t t : L t c,t .11..!i ,t i1.: o que ,e util 11ará en la contra "' tación es 

en e l que p, = frecuenci as observadas, en po rcentaje, y 7t ; = frecuencias esperadas, 
también _en P?rcentaje . Las frecuencias esperadas ti enen que calcularse ajustando 
una d1 stnbucwn normal a los datos observados . Para ello, tenemos que estimar dos 
p~r:imetros (la media y la variaocia) a pa rtir de la muestra. Uti lizaremos como es
t imadores la media muestra ) y la va ri a ncia mues tra l, cuyos valo res son 

x = 6507 y á2 = 49202
• 

A fin de obtener las frecuenci as de la di stribución no rma l con la media y varian
cia citadas, seguir.:mos e l procedimiento expuesto en la sección 4 -2 e ilustrado en el 
cuadro 4-7. En p r imer Juga r , fo rma mos la va ri a ble n o rmal tipificada 

z = X - 6507 
4920 

(en la que X = renta) y ~a lcularemos de n uevo los limites de cada int erva lo en tér
minos de es ta variable . A continu ación , ob tendremos la s probabilidades normales 
corres pondientes a ca da grupo de rrnla, a pa rtir de la ta bla de las áreas situadas 
deba jo de la curva norma l. Lo, result a dos son los present ados en el cuadro 5-2. 
UtiliYando estos res ultdos vemos que 

Í U, - e,) 2 

j c:l <.'1 

9,454,950. 

En la tabla de la ji -cuadra do , e l va lor correspondiente a 9 - 2 - 1 = 6 grados de 
libertad a l nivel clt: s ignificación de l 1 % es 16,8 12. Los valores inferiores se hallan 
en la región de ace ptaci ó n y Jo, ma yo res en la regió n crítica. E n el caso que nos 
oc upa e l va lo r del cstadi , ti co de prueba es muy , upcr io r al valor limite de 16,8 12 
y, po r tanto. se rechazará la hipó l{:sis nula . Es dec ir, los datos no resultan ser 
consis ten tcs con la p ropos ición J e que las rentas fami liares se di stribuyen no r 
m a lmente. 

Conclusión 

Co n es to llcga m 0s a l fina l d e esla sección , en la que se han pr.::s ..:nlado 
alg una s comras tacioncs bús ica s. Los objc1 ivos buscados han s ido d os. En pri
m e r lugar , se h a qu..:rid o ilu s t ra r .::1 d esar ro llo de los proccdimien los de con
tra , ta c i<rn en gene ral, de m od o qui: el lec to r pud ic,e v.::r e n térn1ino, concrc los 
1,is prubkrna s qu .:: se p r.::sc nla n y la for m a d .:: reso lve rlos. E n re;_ilidaú, los pro 
hL·11 1a, n mcn.: tos qu c a parecen e n cs la secc ión y s u s co rrcs po ndie n1e, contras-

_____ _,.,.. __ _ 

1 
1 i i 

i 1 
l J ! ¡ 
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taciones no se presentan muy a menudo en econometría. Ello se debe a que 
los modelos estadísticos que hemos utilizado son demasiado simples para satis
facer los requerimientos normales de 1:1 teo ría económica . Concretamente, la 
concentración en una sola variable y la exclusión de todos los demás factores 

Cuadro 5-2 

Intervalos 

X 

Menos de 2,000 
2,000 a 2,999 
3,000 a 3,999 
4,000 a 4,999 
5,000 a 5,999 
6,000 a 7,499 
7,500 a 9,999 

10,000 a 14,999 
15,000 o rná~ 

% 

- oo a -0.92 
-0.92 a -0.71 
-0.7 1 a -0.51 
-0.51 a -0.31 
-0.31 a -O. ti 
-O. JI a 0.20 

0.20 a 0.71 
0.71 a 1.73 
1.73 a + oo 

Probabilidades Probabilidades 
normales normales 

acumuladas 
Porcen-

f(z) 
taje 

0. 1788 0.1788 17 .9 
0.2388 0.0600 6.0 
0.3050 0.0662 6.6 
0.3783 0.0733 7.J 
0.4562 0.0779 7.8 
0.5793 0 . 1231 12.3 
0.7612 0.1819 l 8.2 
0.9582 0.1970 ]9.7 
l.0000 0.0418 4 .2 

1.0000 100.0 

no puede hacer justicia a la complejidad de las relacione~ crnnómicas. Sin 
embargo. las senci llas contrastaciones estudiadas en es ta secc'.on llenen un ras~o 
en común con las que se aplican en situac iones más complcias. Esta caracterts
tica es el uso de las distribuciones que se ha n ana lizado en las páginas a nte
riores: Ja distribución normal, la ji-cuad rado, la I y la F . Este ha sid o el se
gundo y más importante de los objetivos de .· .sta secc ión. E l estudio de cst_as 
sencillas contrastacioncs ha pcrmitido int roduc ir de forma na_tural d ichas dis
tribuciones y nos ha dado la opor tunid ad de subraya r ~us pnnc1palcs caracte
rísticas y de relacionarlas en tre sí. He aquí, pues, la razon por la que est~ sec 
ción res ulta verdaderamente indispensable para una completa comprens1on de 
los métodos econométr icos. 

F.JERCICIOS: 

5.1, Sea X _ N(µ . 8 1). La hipótesis nula y la a lterna tiva son 

llo: µ. = ]O , 

HA: µ. > 10 . 

• .......... _ 

' 
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l< cprc,cntar gráficamentt: la función de potencia de esta contrastación con
"Jcrando que el e~ tadis tico d e prueba se basa en una muestra de tamai\o 9 
y que el nivel de s ignificación elegido es el 5 % , 

5-2. Al dectuar un análisis de mercado de los prec ios de los comestibles, se ob
tuv ieron dos muestras del precio Je un determinado producto. La muestra I 
se obtuvo e n un área c iudada na de e levada densidad de población y la 
muestra 11 en los suburbios. Los resultad os son los siguientes: 

5-3. 

.' 
Muestra I Muestra JI 

n 14 18 
n 

¿ p, 12.60 14.96 
' - 1 

n 

¿ p'f l. 68 1.96 •= 1 

en la que P, = precio obtenido en la tienda i. Contrastar la hipótesis de que 
no existe diferencia entre el precio medio de este determinado producto en 
una y otra área . (Utilícese el n ivel de significación del 5 %.) 

Al as ignar subsidi os federales entre di stintas loca lidades, una determinada 
ciudad se c lasificó como área de renta elevada. Las autoridades locales se 
mostraron di sco nformes y presen ta ro n pruebas, basadas en una muestra 
aleator ia de 25 familia s , de qu e la renta fami liar media de la ciudad era 7 145 
dólares. Un estudi o a escala nac iona l de ciudades de tamai\o s imilar indicó 
qu ~ la re nta fami li a r media era de 6 500 dólares y la desv iación sta nda rd 
920 dólan:s. ¿Son cons i, lc nlcs los rt. sultados mues lrales presenl ados p o r las 
auto,·iJades locales co n su afi rmación de q ue la ciudad en cuestión no es más 
prüspe ra que la s d e más ciudades si milares del país? 

5-4. Sea Y = rrnta y X = log Y . Contrastar la hi pótes is de que X se distribuye 
n or malmente. utili za ndo los datos cor respondientes a la di str ibución de la 
re nta e n lo s [stDdos Unidos, presen tados en el cuadro 5-l. 

5-5. Plantear y reali za r un ex perimento con la distribución ji-cuadrado para con
tra,lar que la~ ,J11i111as cifras de los n,nneros que apa recen en la tab la 
d e de" iat.:i o nes norma les del Apéndice O son a lea torias. 

5-6. E l propieta ri o d e una pizzería quiere establecer un se rvicio de reparto a do
mi t.: ilio para el que neces it a un a furg,,neta. La elecc ión se limita básicamen
te a dos marcas, A y B. La furgoneta A cuesta 300 dólares más que la B, 
pero se af irma que su con sumo medio es de 24 millas por galón y , por tanto, 
mejor que las 20 millas por galón cor respondientes a B. E l propietario de la 
r,izze ría pu ede u td iza r cada furgon e ta durante 4 días antes de tomar una 
dec isión. ¿Cu:\ ! debeda ser el c~itcrio d e co ntrastac ión adecuado, teniendo 

. ' 1 . 
1 



l 
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tacioncs no se presentan muy a menudo en econometría. Ello se debe a que 
los modelos estadísticos que hemos utilizado son demasiado simples para satis
facer los requerimientos normales de la !corla económica. Concretamente, la 
concentraci ó n en una so la variable y la exclusión de todos los d emás factores 

Cuadro S-2 :, 

Pi-obabilldndes Probnbilidndes 
Intervnlos normales normales 

acumuladas 
X z /(z) 

orcen-
taje 

Menos de 2,000 -ro a -0.92 O. I 788 0 . 1788 17.9 
2,000 ii 2,999 - 0 .92 a -0.71 0 .2388 0.0600 6.0 
3,000 a 3,999 -0.71 a -0.51 0.3050 0.0662 6.6 
4,000 a 4,999 -0.51 a -0.31 0.3783 0.0733 7.3 
5,000 a 5,999 -0.31 a -0. 11 0.4562 0.0779 7.8 
6,000 a 7,499 - 0 . 11 a 0.20 0.5793 0.123 l J 2.3 
7,500 a 9,999 0.20 a 0.71 0 .7612 O. 1819 18 .2 

10,000 a 14,999 0.71 a 1.73 0.9582 0.1970 19.7 
15,000 o más 1.73 a + oo 1.0000 0 .0418 4 .2 

1.0000 100.0 

·no puede hacer justicia a la complejidad de las relaciones económ icas . Sin 

embargo, las sencillas contrastacioncs estudiadas en esta secci o n t~cne n un ras~o 
en común con las que se aplican e n s ituac io nes más .compkps. Es t~ ~aractc ris
tica es el uso <le las distribucio nes que se han anali zado e': la s pag'.nas ante
riores : la distribuc ió n norlllal, la ji-cuadrado, la I y la F . l~sll: ha .s ,<lo el se

gundo y m (1s illlp Ll rlante d e lo s ohj c ti v1>S d e c_sla secciilll . Ll c ,.tud10 .de .cs t_as 
sencilla s con tra stacioncs ha pc rm1t1do 111truduc1 r J e form a naHu,d di c has dis
tribuc iones y nos k1 Jado la oportun iJad d e subrayar sus pr,11c 1paks ca racte
rí sti ca s y de re lacionarlas entre s í. He aquí. pu es. la ra 7ón por la qu e cs t~1 sec 
ción resulta vc rdaJname ntc indisp ensable para una completa COlllprens1on de 

los métodos econo m~tricos. 

F.JERCICIOS: 

5-l. Sea X _ N(¡l. 81 J. La hipótesis nula y la alternativa son 

/lo: 1-' = JO, 

H,: µ > 10. 

CONIBAST ACION DE HIPOT'ESIS n? 

!{ <Pr<,cnLH grificJ.m.,ntc la funci..ín de potcnc:iJ. de t:,la contta.stación t,:,n
"J"r;ind,, 4ue el 1.:,tadí,ti.:o de prueba se basa en una mue~lra de tamai\o 9 
y 4uc el n1vd de ,igniíicación elegido es el 5 %. 

S-2. Al t.:fcctuar un análisis de mercado de los precios de los comestiblc5, se ob
tu vicr,m dos mues tras del precio de un dderminatlo producto. La muestra 1 
se obtu vo en un área ciudadana d" elcvatla densidatl tle población y la 
muestra 11 en los suburbios. Los rcsultatlo s son los siguientes: 

5-3. 

' . 
Muestra l Muestra rr 

11 14 18 . 
¿ p, 12.60 14.96 

, ~ 1 . 
¿ pf 1.68 1.96 

1 : 1 

en la que P; = precio obtenido en la tienda i. Contrastar la hipóte5i! de que 
no existe diferencia entre el precio medio de este determinado producto en 
una y otra área. (Ulilícese el nivel de significación del 5 %.) 

Al asignar subsidio, federales entre distintas localidades, una determinada 
ciudad se c las ificó como á rea de renta elevada . Las autoridades locales se 
mo,traron disconformes y prese ntaron pruebas, basadas en una muestra 
al ea toria de 25 familias, de que la renla familiar media de la ciudad era 7 145 
dólares. Un estudi o a escala nacir>na l de ciudades de tamaño sim ila r indicó 
qu e la ren ta fa mili a r ·media era de G 501J dó la res y la dew iación sta ndard 
9211 d, il :irc s. ;.Son C<ll1'Í ,lt' nlc , los rL , ull ad.,, mu e, lra lc, prc,e ntado, por las 
aul ur idade, lo>c:a le , cu n ,u afi1111ac1<Ín de qu e la c:.iuJad en cuesti ón no es más 
pr,, , pcra que la , demús c iudades , im ilarc, del paí,? 

5-4. Sc,1 l ' rrnla y .\' - log }'_ Co111ra,tar la hipó1c,i, de que X se distribuye 
nurn,a lrncnte. utili za nd o lo , da tos C<JJ'f'c s1w11dicn tcs a la di,tribución de la 
renta en '"' l: , 1adll, U nid us. pre , entado, en el cuadro 5- 1. 

5-5. Planlear r reali za r Uil exper imen to con la dis tribución ji -cuadrado para con
tra, la r que las t'1!1imas cif ras de los números que apa recen en la tabla 
de d1:" iac·iu nes no rma les del Aptndice D so n altator ias. 

5-6. E l propietario d e una pizze ría qu iue establecer un se rvic io de reparto a do
micili o para el q 11e ncn , ila una fur :conela . La e lecció n se limita básicamen
te a dos marcas, A y B. La furg o neta /\ cuesta 300 dólare, má, que 111 B, 
pero se a f irma que su co n, umo m ed io e~ de 24 millas por ga ló n y, por tanto, 
mejor que las 20 millas po r ga lón i.:orres pondienles a U. E l propietario de la 
pi nc ría pu ede util izar ca da furgo ncl a duranl e 4 días a nlts de t o m ar una 
1kc i,i ,ín . ¿C u,i l debería s~r el i.::-i te ri o d e con tra,tac ión adecuado, teniendo 

-~ '----- - · 
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en cuenta que la vida útil esperada de cada furgoneta es 50 000 millas y que 
el coste de la gasolina es de 40 centavos por galón? 

5-7. Se: ha afirm:idn que la , fluctu:i~iones cíc li cas en la demanda de trabajadore~ 
de edades inferiores a 20 arios son mayores que las de .Ja demanda corres
pondien te a hombres casados. Contrastar esta afirmación utilizando los datos 
de ! cu adro 5-3. 

Cuadro 5-3 Desempleo en los EE.U U. 

1949 
1950 
1951 
1952 
1953 
1954 
1955 
1956 
1957 
1958 
1959 
1960 
196 1 

Tasa de clesempleo, % 

Hombres 
casnclos 

3.4 
4.6 
1.5 
J .4 
1.7 
4.0 
2.6 
2.3 
2.8 
5.1 
3.6 
3.7 
4 .6 

Jóvenes 
14-19 nños 

12.2 
11.3 
7.7 
8.0 
7 .1 

11.4 
10.2 
10.4 
10.8 
14.4 
! 3.2 
13 .6 
15 .2 

--- -----

Fuente: Economic Rcport of tl,e l'resiJcnt, 1965, Washi ng ton, D .C. , U .S. Government 
Printing Office, 1965, p. 217. 

Estimación 

Capitulo 

6 
• . 

En la introducción ya comentamos la división tradicional de los problemas 
de la inferencia estadística en problemas de contrastación de hipótesis y de 
estimación. La similitud entre ambos tipos radica en el hecho de que tanto uno 
como otro se ocupan de problemas relativos al valor el e algún parúmetro o 
parámetros clesconociclos de la población . La diferencia consis te en que en la 
es tim ación, eontrariamcn te a lo que sucede en la eontrn,tación ele la hipótesis, 
no efect uam os ninguna afirmación previa cuyu crcdib ilid ucl se vuyu a di scutir . 
En la co11tr :1 ~tació11 de hipótes is, lus in gredientes iniciale s son la inforniación 
previa (en forma de una hi pó tesis sos tenic.la) y una ¡¡ firn rnción rel at iva al valor 
del par,ímc tro e n cues ti lÍ ll . En b estimac ión también empezamos a partir de la 
inform..1ción prel'ia (en forma ele un modelo), pero no lt:nemos nin gund ic.lea 
previa respecto a l va lor cld par.ím etro . ( La espec ifi cación a priori cid posible 
rt'c(lrr iclu c..k l p¿¡r,imelro - - pu r cjrn1p lu, la e spcc ilic nc ión ck que debe: ser positi
vo- se..· n, 11 si,k re1 p:1rtc ,k l 1n0Lklo.) Co rno ya hcn 1us 111 enc ion adu anterior
mente , los probkm:.i s de esti mac ió n hnn recibicl q mayor a tenc ió n que los ele 
cont r..i stn c ión de hipó tesis por parte d e los económetras y, por tanto , la teoría 
de l:i estimación pur:1 los dbtintos tipos el e modi:los eco nómicos c:st.í bastante 
avan za da :iu1H¡t1i:, 11 a 1urnl 1m:11te, sigue n ex is ti endo d il icu lw dcs. 

l'odemos dividir la te orí:i d e la es timación c11 dos parte s, la cst imm:ión por 
punt os y la es timaci ón por interva los. En la cstimació11 por pu11tos, el objetivo 
con siste e n calculnr, utili zando la info rma ción a p ri o r i y la proporcionada por 
la muc, tra. un va lo r qc1c sea, e1 1 a lgún se ntid o, el mejo r pronósti co acerrn del 
val o r real d e l par:'11m·tro que nos int e resa. En ]¡¡ csl i111aciú11 por i11 tcn •a/os, se 
utili za la 111i cm :1 info rnwción co n e l fin d e o bt en e r un int crvu lo que tenga un 
nive l det c r111i n~du ele probabilidad lk abarcar e l vcrdadcro v,ilor d el par{i me tro. 
Como un intnva lo qu eda completamente ddinid o por sus límites, la estimación 
del i11t e rvnl o eq ui va le a es timar sus límit es. Norm almente, es tos inte r\'alos re
c iben e l no mbre d e i11/2rl'n!os de co11/ia11:::a y pueden considerarse también como 
u113 posible med id a de la preci s ió n de un es tim ador po r puntos. Al final d e 
c·s tc c:i pítulo lus Clln s id erarc n1 0 :; en i: s tc sen tido en la secció n 6.3 . 

-· ----~ ~ ---
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El problema de la estimación por puntos consiste en obtener una estimación 
que represente nuestro mejor pronóstico del valor del parámetro. Para resolver 
este problema tenemos que hacer dos cosas: primeramente hemos de concretar 
el significado de l «mejo r pronós ti co» y, en segund o lugar, ten emos que diseñar 
es timadores que sat isfa gan es te cri te rio o a l menos se aprox imen a e llo . En 
ot ras palabras , tenemos qu e especificar lo que q ue remos y es tab lecer una fórmu-
1:i que nos di ga cómo hace rlo o ¡¡ l menos cómo conseguir uno bu ena aproxima
ción . La primera pa rt t; J e l·' probkma -la definición del mejo r prc. nós ti co
equiva ie a espec ifi car las propiedad es que se pu ('d(:;n considerar d eseables 
en un estim ador. Cumo un es ti mad or es una va ri ::i blc a lea to ria cuyo va lor varía 
de: un a 111uc· ctra a otra , sus pr0pi.:d ,1<lc, so1 1 en rc,il i<ln d las <le su di s tribu
ción muestra!. Estas prop iedatles se: estudi :11 {1n en !a secc ión 6. 1. La segunda 
part e d el p robkma corrc:;po ndc a l estab lec im iento d ,~ un os es ti madores que 
ten gan a! menos :d ¡c un JS ck las pro picd :. dc s que se desea n 'y será d tc111a d e 
la sección 6.2. La úl ti ma sccc iún ,e ded icará a l cstc1Ji c1 de JCJs ·inkrvalos de con
fi anza , eomo ya h C; mos men cion ado . 

6.1 Propit.-d ade~ d~ In~ ~timadores 

Conside remos una variable aleatoria X cuya d is tribución se carac tedza, 
entrl! otras cosa s , po r un p <1 rámetro 0 que querenws es timar . La población ori
ginaria es tá formada, pues, po r tocios los valores pos ibles de X , y O es una 
de las carac terís ticas p nramétricas de esta población. La variable X puede ser 
d isc reta o con tin ua , o puede ser inclu so un atributo (es dec ir , una variable 
binaria) . Un eje mpl o podría se r b rc nt:i familiar -qui:! es una variablt: c,mti
nu a- y su media. JEs ta especificación consti tuye un problema d e estim ación 
re la tivamente simple; un problema más compli cado podrfa ser la es tim ación 
conjunta de var ios pa ráme tros corrcspondi i: n tes a di st int..i s v..iriablcs. En reali
dad , e! p roblema de er,ti rnación simple es m{.s que sufi ciente para d escribir las 
di stintas p ropiedatlc:s rk los estimadores y esbo:,.a r lo m étodos bús icos de cs ti 
maci L>JL En los capítulos s igu il'. nles con oid c: 1·a remos los proult:ma:; de e '.; timaciún 
más compkjos , que son típi cos d..: la cco11ornc tría . 
, Pa ra cs li rna i u11 a p:;d1mctro de la poblac ión combin an.os la información 

a pri ori que podamos tener con la información que nos proporci o n.:i la rnuc:strn . 
La información a prio ri no es más que lo que, en el cont ex to de la contrnsta
ció n de h ipótesis , cknominados «hi pótes is sos tenid a» . Cuando se trata de es ti
mación, no rmalmen te utili zamos b expresión modelo pero hipótesis sostenida 
resulta tam bién una ex presión tota lmente aceptable. Esta información previa 
h ace referencia a la poblac ión de X , y puede consi s tir en supuL:stos acerca 
de la fo rma d e las di stribuciones, el valo r <le cie rtos parámct1 os distintos de O, 
o algún ti po de es pec ifica ción (po r cjcmplo, el reco rrido) de la p rop ia ü. La in
formació n propürc ionada por b m11 cslra es la corrc, po ndi ·ntc a las obsc n ¡¡ . 

cioncs muc~!raks X,. . .. Xi, X ,, . La furni a J e ut i li z,i r la i11fo1 n,ac ilÍII a fin de 

( S T1•.IA CIO N 1ST 

..,!: tener una c~timación de O viene indicada por la fórmula de c~timaci6n a la 
q ue ll ama mos esti111udor. Es posi bl e que exi sta más <le una <le estas fórmulas 
entre lus que elegir, y norm almente esto es lo que ocurrirá . En la m..iyor parte 
de: este cap ítulo consideraremos únicamente los problemas en los que la infor
m ;ici6 n a priori es m ínima , y en el resto del libro se estudi a rá n probl emas 
relativos a modelos m :ís elaborados. 

Llamaremos Ó al estimador del parámetro 0, que es una de las caracterís
ticas de la di stribuci ó n d e X. Como 8 se obtiene sus tituyendo en una ió rmula 
las observaciones mucs trales de X, p odemos escribir 

{J = O(x,, X2, .. . , Xn). 

que se lee id) es función de X1, x1, •• • , x.». (Si no se utilizan todas las obset· 
vaciones mues trales, la expresión se modifica en la forma que corresponda.) 
Esta función puede tener cualquier forma salvo por la restricción de que no 
debe incluir ningún parámetro desconocido ni, naturalmente, la propia 0. Las 
carac te rísticas básicas de la distribución de 8 son su media E(é) y su variancia, 

E(U ") - [E( 0)] 2
• 

La desviación s tanda~d d e Ó, que se d efine como vVar(é), recibe el nombre 
de error standard d e O. Los conceptos siguientes son también muy importu11tes: 

Error mues tra ! = 

Sesgo= 

· Medin del error al cuadrado = 

0 - 0, 

E({}) - O, 

E(O - 0)2. 

El error muestra[ es simplemente la diferencia entre el valor del estimador y el 
verdadero valor del parámetro que se estima. N aturalmente, este error muestra! 
varía de una muestra a otra. El sesgo es la diferencia entre la media de la 
distribución muestra! de un estimador d e terminado y el verdadero valor del 
parámetro. Para c atla estimador, este valor es una cantidad fija que puede ser 
o no igua l a cero. Por último, la media del error " / cuadrado es un concepto 
re lacionado c0n la di spcn ió n d e la d ist r ibució n d el estim ador y, por tanto, es 
simil a r al co ncepto J e variancia. La difcr.:: ncia entre la varinnr:iu de un cs ti
ma,Jor y b 111edia del e rror a l cu adraJo es que la primera miele la dispe rs ión 
<l t: h d ist ribu c ió n en tom o a fo m edia, mi en tras qu e J;i úllima m ide la d ispcr
s i¡j¡ , e11 l tJrllu 11 / 11,·rdudi:ro 1•al or del parrí111i.'l,D. S i la meui a Je I¡¡ di s tr ibuc ión 

·--.;-~~~ ·· - ·· 
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coincide con dicho valor, la variancia y la media del error al cuadrado son 
iguales, pero, de lo contrario, son distintos. 

La relación entre la media del error al cuadrado (MEC) y la variancia 
puede mostrarse explícitamente de la forma siguiente 

MEC (0) = E(fJ - 0) 2 = E[B - E(O) + E(b) - 0]2 

= E([Ü - E(O)] _.J- [E(O) - 0]}2 

= E[B - E(ÜJ] 2 + E[E(Ü) - ll]2 + 2E[B - E(O)][E(O) - O]. 

Conslderc:mos el último término, 

2E[b - E(9)][E(9) - O] = 2{[E(0)]2 - [E(9)] 2 
- OE(b) + OE(b)} = O. 

Teniendo en cuenta esto, y observando que el valor esperado de una constante 
es simplemente esta misma constante, podemos escribir 

MEC(0) = E[O - E(O)] 2 + [l:.'(8) - 0]2 = variancia más sesgo al cuadrado. 

Es decir, el valor de la media del error a l cuadrado no puede ser nunca inferior 
al de la variancia, y la diferencia entre los dos es precisamente igual al sesgo 
al cuadrado. 

Pasemos ahora a considerar ulgunus de las propiedades que normalmente 
se conccp lú an como de seables en los estimadores. Pod..:mos dividir esta propie
dades en dos grupos, según el tamaño de la muestrn. Las propiedades de las 
muestras /initas o pec¡ue11as hacen n.:ferencia a las propicdadcs ck la di stri bu
ción muestra) de los estimadores bnsados en mucs tras tic cualqui ..: r tam:1iío 
fijo. Las propiecbcks de la s muestras finitas pueden caracterizar a las estima
ciones obtenidas a partir <le cualquier número de obse rvnciones, y norma lmente 
se ll aman propiedades de las muestras pequeñas porque se cumplen incluso 
aunque las muestras sean pequeiías . Por otra parle, las propiedad.:s de las 
muestras grandes o asintóticas se limitan sol amente a las dis tribuciones mues
trates que proceden de mu..:s tras cuyo tnmaño tiende a in finito. Se su pone que 
est as propiedades , cuando so n de apli ..:al:ión, sólo se cumplen aproximadamente 
cuando e t tamaño de la muestra es grande, y que posiblemente no se cumplen 
en ab soluto cuando las muestras son pequciias . Cuando consideremos las di s
tintas propied ades as intó ticas es tudiaremos es to con mayor precisión. pero . 
en primer lugar, nos ocuparemos de la s muestrns finitas . 
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r, .. ¡,kdad~ de l.t, mul.~tras pcqueil.a5 

L1 prim..:ra prupic.:da<l que vam0s a mencionar es la insesgadez. Esta pro
piedad <le los estimatlorcs es la más ampliamente conocida entre los investiga
dor<.: s que se dedican al trabajo empírico. En la sección 1.4 ya hemos explicado 
el significado de la insesgadcz y hemos señalado que un estimador insesgado 
es aquel cuya media es igual al valor del parámetro de la población que vamos 
a estimar. En esta ocasión, habiendo estudiado ya e l significado y In termino, 
logia de la espe ranza m atemá tica, podemos definir la insesgadez d e forma a la 
vez técnica y precisa del modo siguiente: 

(6. 1) é es 1111 estimador insesgado de 0 si E(O) = O. 

En la figma 6.1 se representa gráficamente un estimador insesgado; como 

6 8 
(= EO) 

Figura 6-t 

la distribución considerada es simétl'icn, In medio se halla en el centro de la 
distribución y coincide con el valor c.kl panímctro. Como ejemplo de estimador 
insesgaclo podemos tomar la mctlia de la mue stra como c~timador de la media 
tic la población, yn que 

1 " 1 . 
E(X) =E-¿ X, = - ¿ E(X,) = µ. 

" • = 1 n 

(Obsérvese que E(X,) es la media de X,, que es µ.) 

Es p-reciso sefiafar que la inses:gackz no es, en sí misma, umt proipfodad timny 
suti s'faetoria, ya ·que ino impHca absolutamente nada respedtc, a ija dispersión 
tk 'la di st11ibución -de1 estimador. Un estimador ·que sea insesgado, perc, •qnc 

·kng11 va riancia muy ·g ra néle , .producirá .a menudo ·estimaciones ,muy n'lejaclus 

. -- - -·-~ ~ ~--~ .. --- · 
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del objetivo. Por otra parte, un estimador cuya varlancla es muy pequeña 
pero es sesgado -y no sabemos cuál es el sesgo-- es todavía menos útil. Po
demos ver este punto tom ando el caso extremo de un estimador cuya varlancla 
es cero. No es difícil construir un estimador de este tipo, ya que todas las cons
tantes, cuya variancia es, por definición, cero, sirven para ello. Por tanto, el 
decidimos que nuestro estimador de O será siempre el número 5, la di stri~ución 
muestra! de este «es limndpr» estará totalmente concentrada en el punto O = S. 
Pero un estimador de es.le tipo tiene, obviame nt e, muy poco sentido , pues to 
que no presta ninguna atención a la evidencia proporcionada por la muestra 
y, por tanto , prescinde de toda la i11form :1 ción q ue tenga este ori gen. En vista 
de este argumento, parece que lo deseab le sería un estimador que minimizase 
la med ia dd error ul cuadrado. Efectivamente, puede dcmos tran;e que este 
estimador sería óptimo en el caso en que ln pérdida debida al uso de un es
timador en luga r del verdadero valor del parámetro aumenta cu ando la distan
cia entre é y O tambi~n aumenta. Dc,grac iad:i men te, en la pr.íctica, la fórmula 
de un estimado r que propor.:: ione un valor mínimo de la media del erro r al 
cu adrado incluye la mayor parte de l;1s veces al verd adero valor del parámetro 
que vamos a estima r. Obvi amen te, esto hace que la fórmula sea to talmente 
inútil ; se ría como si una rece ta de cocina para confecc ionar un pastel empe
za se diciendo «tórnc:se un pastel. .. » . Nuestra defini ción de estimador eliminó 
de forma específi ca este tipo de fórmulas no considcr.índolas merccc:doras del 
título de «estimador,, . 

El an :í li sis antc' rior proporciona una base par.i introducir el concepto de 
ejicie11cia en la est imación. Como ya mencio namos e n la sección 1.4 , 11 0 existe 
un acuerdo g~ nern l acerca Je la definici ón m ás apropiada de estt: con cepto en 
la literatura estad ística. Algunos nutorcs equiparan ( ;·ciencia con valor mínimo 
de la media del error al cuad ra do , pese u la dificuilad que acabamos de men
ciona r; otros autore s sólo dd inc:11 la eficienci a en el cont ex to de las propi ccl.1dcs 
asintóticas, pero no en el de lus muestra s finitas , y otros consid eran que un 
estimador es efi cient e si (y úni came nte: sil es in sesgado y al mi smo tiempo 
tiene una v;iriancia mínima. Este último corv:cpto de eficiencia se cstCJ haciendo 
muy corriente entre: los eco nó11:c t ras y se d e l que adoptaremos aquí. l'o r con
sigui ente, dcfiniremus formnlmcntt.: la e fi ciencia en la formn siguiente: 

(6.2) O es u11 esti111aJor eficient e de 8 si saiisface las co11dicio11es siguien tes: 
a) e es insesgado; 
b) Var(O) :-c; Var(0), en la que Ó es cualquier otro estimador inses-

gado de O. 

Este tipo de estimador eficiente que acabamos de definir se denomina tamhién 
a veces «estimador insesgado de variancia mínima» o «estimador in sesgado 
óptimo». Obsé rvese, que , según es ta defi nición, un estimador que sea ligera· 
mente sesgado no podrá llamarse eficiente, aunque su variancia sea mu y re· 

ESTIMACIO~ l-8S 

, ~" ·• 1 n l.1 fit:uru b.2 se reptc sentu gráficamente este concepto dt: eliclcnclu. 
¡ " e · :., t,,·u r.i ,e pr..: , entun la , di , tribuli_unes de tres estimudotcs Út! O, O., Ób 
y l1 

. l· I que tic·nc la 1ncnqr variancia es O, , peto no es cficknte porque es ses
¡¡~J ,,. l'or otra parte, O,, y O, son insc sgados, pero este último tiene una vatluncl11 
mayo r que O,., o sea que tampoco es eficiente. Por tonto, sólo quc<lu Oh, que es 
elicirnte siempre y cuando no exista otro estimador lnscsgudo cuya vatlancla 
sea 111:ís pequeña. 

Esta última fra se 11 0s llevo u considerar un aspecto práctico de In efidenclr,¡, 
que es el problema de decidir si un determinado estimador es eficiente o n.o. 
Este tipo de problema no nos ha causado ninguna preocupación en el caso 
de la insesgadez, ya que, en dicho caso, se trata de un problema que, al menos 
en .principio, ~s trivial. Lo único que tenemos que hacer para comprobur si un 
estrmador es m sesgadc o no es cnlcular su esperanza matemática, es decir la 
media de su distribución muestra!. Pero cuando se trata de la eficicr.cia, y en 

o 

Figura 6-2 

/(8,) 

6 

•especiia'l, ·~e.ªª •oondfüiión •de 'Vmiiunoia imíriima, ,di rprdb1ema •es rpmcmciidlmfl11te 
muy ·c_ompleJo. •Oonro 'tenemos ·que ·efeetuar ,una dfirmoción acerca •lle IJa ,veriamiia 
•de 1todo~ 1los •estimutlores iinsesgntlos, •que 1puctlcn ser •infinitos, ¡pual:le rrest.Jltar 
1muy ·ü!frcll dfirmnr 4ue •un ·csiimuüor •conereto ,es eficiente . 1Una lformn ,l:Je ,evi
•tar · esta difictiltad consiste · en •reducir · nuestras · exigencias y, · en 'lugar . tle ,decir 
que. un_ determ(nado es~imador ·insesgado es mejor -en el sentido de qu e su 
~ananc1~ es mas pequcna- o al menos es tan bueno como cualquier otro es
timado r msesgado, nos podemos dar por s::i tisfcchos señalando que el estimador 
en cuestión es mejor que algú n otro estimador insesgado . Por tanto , al com
pa_r~r dos est imad ore s in sesgados, nos podemos ocupar simpleme nte de su 
ej1c~encia relativa y declara r que el es timador que tiene la variancia más pe
quena ~s más efici ente que el otro. Un ejemplo de ello es la comparación entre 
la media Y la medi ana de la muestra como estimadores de la media de la 
población. Como ya vimos en la sección 2.2. ambos estimadores son inscs
ga dos , pero la va r iancia de la med ia de la mue stra es más pequeña que la de 
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la mediana . En este caso, podemos decir que la media de la muestra es un 
estimador más eficiente de la media de la población que la mediana de la 
muestra. 

Afortunadamente , en algunos casos no tenemos necesidad de limitarnos 
a comparar las variancias de un pequeño número de estimadores, ya que po
demos eícctwir una afirmación clara respecto a la efic:iencia en sentido absoluto. 
La razón de ello es la existencia del teorema que presentamos a continuación, 
y que se conoce con el nombre de desigualdad de Cra111er-l?ao. 

Tcorrma J 6. Sc11 X 1111a 1•ariablc aleatoria co 11 1111a clistrib11ció11 dq probabili
dacl /lx) q11c se rnral'leriw por los parámetros O, , O!, . . . , ÜL y sea 0; cualquier 
estimador i11 scsgado de O; obtenido a partir de una muestra X, , X2, . .. , Xn , 
Defin amos L = log j(x,, x 2 . .. . , x,,); fu fun ción L se conoce con el nombre de 
f1111ció11 logarítm ic:a de verosimilitud de una muestra cleter111 i11ada. Consideremos 
la sig11ie11te matriz : 

[ •
2
L] -E ;Uf -- E[-~~ ] ¿·01éU2 

-E- -[ o
2
L ] 

cU1¿0, 

-E--[ ?,
2
L ] 

?02 ó01 
-E[~~] ¿·o~ 

-E[ c;2~ ] 
;; U2é:Ok 

-E - -[ é"L ] 
i ·O,i'U, 

-E ---[ PL ] 
i•Oki:11-:, 

[é2

L] -E i'tlf 

Esta matriz se conoce con el nombre de matriz de información. Tomemos ahora 
la inversa de la matriz de información y llamemos ¡;; al elemento de la i-ésima 
fila y la i-ésima columna de esta matriz inversa. En este caso, la desiguadad de 
de Cramer-Rao seiiala q11e 

Varlli,) 2: !" . 

Este teorema nos permite construir un límite inferior (mayor que cero) para la 
variancia de cualquier estimador insesgado, suponiendo que podamos especificar 
la forma funci onal en la distribución originaria.1 El límite inferior especificado 
en este teorema se denomina límite inferior de Cramer-Rao . Si podemos obte
ner un est imador inscsgado cuya varianeia sea igual al límite inferior de 
Cramer-Rao, sabremos que no exi ste ningún otro estimador insesgado que tenga 

l. Esta de sigualdad se cumple bajo condi c iones rn uy gene ra les. Los dc1a ll cs comple tos 
se presentan. por eje !llp lo. en C. R. Rao, Linear Sw ristirnl /11/erence and lt s Applicatiom. 
Nueva York. Wi ky. 1%5. pp. 265 y ss. 
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,_ , .. , , .,:i.i:1, 1:, m.;, l"-''1Ud1a. y el otima<lur con, i<lcr:1<lo snü cfi<.:it:nt.: . Por ejem
:-'., ·. , .,bcii-;, qui.: la v;,riancia úi.: la mi.:<li a muc:,tral X es igual a ('7:/11). Ahora 
b ict1. , , pu,d, tkmostrar que, , i la población originaria es una normal, (rr/11) 

e, ,n n:;ili<l aJ el límite inícrior de Cramcr-Rao para los estimadores in ses
¡:aJu, <le: la mcJia de la población normal. Debe señalarse, sin embargo, que el 
u,u J i.: la desigualdad de Cramcr-Rao no nos soluciona siempre el problema, 
ya qu e el limite inferior puede no ser alca11:::able por ningú n estimador in ses
gado. Por ejemplo, cuando se trata de estim :i r la varianci:i de una población 
normal, el límite inferior de Cramer-Rao para un estimador in sesgado es (2d' /11), 

pero 110 existe ningún · estimador in sesgado de a2 que tenga una variancia tan 
pequeña como és ta.2 

El análisis an terior indica que no siempre es fácil obtener la efic iencia . En 
el mejor de los casos, tenemos que poder especificar la forma de la di stribu
ción originaria y confiar en la existencia de un estimador in sesgado cuya va
riancia sea igual al límite inferior de Cramer-Rao. Si no sabemos la forma ele 
la distribución originuria, o si no se puede alcanzar c.:! 'límite inferior de 
Cramer-Rno, ex isten pocas espaanzas de que pod :.1 mos es túblecer si un estima
dor determinado es eficiente o no . Por es te motivo, podemos es tar di spuestos 
a abandonar la idea de buscar un es timador cuya variancia sea la mínima de 
entre todos los estimado res insesgados, y ,podemos limita r nu..:stra a tc:n ción a 
una clase más n::tlucida Ue estimadores · inscsgados. ' En , r::: .ilidad, · H:stilta que 
el probkma de hallar •un es timador in sesgado cuya ·va ri :.i nci;i sea mínim a es 
relat ivamente sencillo si nos limita mos a ·los es tim ad ores q ue ~ca n 1fun ciones 
li11call's d..: la, olrn.:rv;1ciuncs mu cs traks. Este hcc hci ha dado lugar u la defi
nición de un concep to . de eficienci a más espec i¡, li zado. que pre,entamos a 
continuación: 

(6.3) Ó es un estimudor lineal insesgado óptimo· (EL/O) de O si satisface las 
tres ¡¡011dicio11es siguientes: 
a) e es una fun ción lineal de las observaciones muestra/es; 
b) Ó es i11 sesgado; 
c) Var(Ó) s \/ ar(O), en fu que O es cualq11ier otro estimador lineal 

inscsgado de O. 

La condición de linea lidad significa que para una muestra X,, X2, . • . ,X", 
el est imador debe 1e ncr la forma a,X, + a1X1 + .. . + a .. X,. en la que 
a1, a2, ... , a,. son constantes. Por ejemplo, X es un estimador lineal ya que 

- I " I . I 1 X= - _¿ X,= -.A'. 1 + - X, +, · .+-X,.. 
11 1 _ 1 n 11 n 

Debemos señalar que el hecho de limitarnos a la clase de los estimadores linea-

2. / bid., p . 268 . 

~-··--~~ .. -... __ _ -- .. 
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les puede no ser demasiado restrictivo, ya que gran cantidad de funciones se 
pueden aproximar razon ablemente bien mediante una función lineal para un 
amplio campo de valores. En general, nos podemos encontrar con alguna de las 
situaciones siguientes: 

1. El estimador eficiente es lineal en las observaciones muestrales . En 
este caso. el estim,ado r lineal in sesgado óptimo y el estimador eficiente 
son idénticos. Po r ejempl o , como X es un estimado r efici ente de la 
media de una po bl ac ión norm al, µ . y además X es lin eal en las ob
servac io nes ncut rn k s. esta última será tambi én el es tim ado r lineal in
se sgado ópt imo de µ. 

2. El estimad or eficiente es aproximadam r 11te lineal. En es te caso, el esti
mador lineal insesgado óptimo no es eficiente, pero es probable que 
su vari :rn cia sea muy parecida a la del es timador eficiente. 

3. El estim ador efic iente es nlta mente no lineal. En este caso , la variancia 
del es timador efi ciente pu ede se r mu cho m :í:; pcque1ia que la del esti
mador lill(;al in scsgado óptimo. Cauc esperar qu e a menudo esta si
tuación se prese nte muy poco . 

Otra propi edad ele las muestra s finitas de un estimador que se menciona 
a veces es la su/ iciencia. Se dice que un estimador es sufici ente si utiliza toda 
la informac ión relativa al parámetro contenida en la muestra . Como el va lor 
de cada observación nos d ice algo acerca de la población, para que un es tima
dor sea suficiente J ebe basa rse en los valores de todas las observaciones mues
tralcs. Por ejcmplu, la mediana de la muestra no es un es timador sufic ie nte, 
ya que utili za solamente el orden, pero no los valores de las observa cio nes 
muestr .:i lcs . Obsérvese q ue: la sulic ic nci a no es en s í mi sma deseable; obvia
mente, no nos preocupamos de si una fórmula de estimación utiliza o no todas 
las observaciones mucstrales si nos p ro porcio na bu i.: nas estim aciones del pará
metro en cues tión. La impo rt ancia rea l de la su fi cicnci:1 rad ica en el hec ho 
de que esta última es una co11dición nccc, a ria pa ra la e fi c ienc ia .3 Es dec ir , 
un estim adur 11 0 p !! .:de se r cfo.: icn lc - según la ddini ción efectu ada en (6.2)
si no utiliza toda la in form ación proporcion J da por la muestra . Este es el as
pecto im portante di.: la sufic iencia y el motivo por e l eual la mencionamos. 

Estas tres p ropi edades -insesgadcz. eficiencia y ser lineal in scsgado y óp
timo-- son todas las corres po ndientes a las mue, tras pequeñas cuya importan
cia hace que se m<.:ncionen ge ni.:raltncntc en las obras <le econometría . Todas 
ellas se define n cu términos de medi as y variancia , y, por tanto, no se pueden 
obtener para los estim adores cuyas medias o variancias no ex isten. Conside-

'.i . V~a,e. po r e jem pl o. A. ~t. ~1ood \' F. A. Grayb ill. / 11troduc t iu 11 ro thL· T hcory u/ 
S ta tistics. :'sue, a York . ;l k G raw -fl il l. 19(;3. p . 176. 
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re::,,.,, . pur <.:jcmplo, la lnscsgaJcz. SI O es .un cstlmador de O cuya dlsttibuclón 

0 -: untinua y puede representarse por /(6), para que O sea lnscsgado es ne

ce , ;.irio 4uc 

E(9) = ll. 

Pero, por definición, 

E(9) = r: 9J(9)d9 . 
• 

Ahora bien, esta integral representa el área que se halla debajo de la curva· 8 / 
cé), entre - oo y + oo, y no podemos excluir la posibilidad de que esta úrea 
sea infinita. Si esto es así, diremos que la integral es divergente y que lo media 
de esta distribución no existe. Mencionamos este punto porque nos encontrare
mos con estimadores cuya media o variancia puede no existir, y el lector 
debe entcn<l<.:r claramente qu é es lo que ello significa. 

PropieJ:uks a ~intt'itii:a!i 

Pase mos aho ra a consid erar las propiedades asintó ticas de los estimadores. 
Co mo ya dijimos antcrio rmi:;nt c, e stas propi edades se 1-efieren a la dlstrlbudói\ 
de un estimador en el caso en que el tamaño de la muestra es grande y 
tiende a in fi nito . En general , la distribución de un estünaclor, basada e1\ üna 
muestra de u n ta maiio de tetminado , es di stinta <le l a ·di stribución del mismo 
estimador cuando proccd,~ de una m uestra ·de otro ta ma ño. E stns ·distribuciones 
pucdi.:n ser di stir,tas ·no sól o ·respec to 11 'la media o a 1a va'ri a nci a , ·sino 'in
cluso en ·rc'lac ió n co n su fo rrna •m utcm ática . 'Po r c jcmplo, 'tomemos 11a ·cli s t'ri
'bu ción de: •la media de las muc~rra s ·<'l e una po bl ació n ·unífo rme ·di sc re ta , c jctn-
1plu qu i.: yu utili zumos :il <.:mpu .ar 'lu sc:...: c ión 4 .3 . L::n aqudla ·ocasió n vimos que, 
cuando 'las mu estras eran J e ' tarn a fi o '1, 11a di stribució n era 'unifo rme , ·es <leclr, 
de fo rma rec ta ngul a r; cuando la s muestra s eran d e tamafio 2. ·1a <li s tribucióh 
e ra tri un¡_;ul ar (ver fi gura 4-12) . y cua ndo las muestras e ran de tam aii o 5 y 10, 
la distribuc ión e ra pa rec ida a la no rmal. El proceso po r el que la d istr ibu ción 
de la media muestra! correspondie nte a cualquier tipo de población varía se 
descr ibe e n e l teorema central del límite (es decir , el teo rema 15 de la sección 
4 .3). Bás icamente, es te teorema afirma que, a medida que aumenta el ta
ma ño j c la muestra, la di stri bución de la med ia muestra! se acercil a la distri
bución muestra!. En este ca ,o , d ,x imos qu e la d is tribuc ión no rmal es la distribu
ción asi,ztótica (o límite) de la medi a de la muc~tra . En general, cuando la 
di str ibuci ón de un es ti mado r tiende cada vez más a tomar la fo rma ele una de
tc rmin :i da di stribuc ió n al a u;nentar e l ta rna iio de la muestra , esta última dis
tr ;bu ción recibe el nombre de distribución asintótica de di cho estimador. 

El hed10 ele .:¡uc usemos la pa labra «asi ntót ic::i» no debe hacer pen,a r al 
lecto r q ue: esta d istribució n es neccs:i ri a mc: n! e In form a fin al to mada por la 
di stribuc ió n dc u n estimado r cuando e l tamaño de la muestra tie nde a infi-

._ . ,.: . 
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nito. En realidad, lo que ocurre típicamente en este caso es que la distribución 
del estimador se reduce a un solo punto -y cabe esperar que este punto se a 
el verdadero valor del pa rámetro--- . (Cuando una distribución se concentra 
por completo en un solo punto , se llama degenerada.) Como ejemplo, tome
mos de nuevo la di stribución de la media muestra!. Ya sa bemos (por el teo
rema 14 de la secc ión 4.3) que para todos los tam::ifios mucstrales, la me
dia de esta di stribución es igual a la media de la pob lac ió n y su variancia es 
igual a (rr / n) . e n 13 quc ,res la vu ri an cia J e la po blac ión, y II es e l tamaño 
de la mues tra. Ahora bi en. como pu ede verse cl ara mcnk. cuando el tam a
ño de la mues tra tic ndc a infinito, ( 171/ 11 ) ti ende a cern, y la di stribuci ó n se con
ccntra r:í en la med ia de la po bl ac ión. Una rcpn:scnt :1ció n gr:ífica de esia di s
tri bución nos mostrn ría un il línea v,: rtical de ,d!ura i¡]ual a un o. Es evidente 
que es to ,zo es la di stri bució n no rm :.i l que, como sa bemos po r e l teó rcma cen
tral d.:! límit e. repr.:sc nta la d is tri bució n u, int ó tica de la r.i l'dia m11es trnl. Cuan
do habl :unos de la di stribu ción asint 0ti ca no qu eremos dec ir la fo rma fin a l de 
la di strib ución , que puede ser una forma dege nerada, sin o la forma que esta 
dist ribuci ón tiende a tomar e n la 1'iltim a parte del proceso por el cual ti ende 
hac ia el colapso final (ck produ cirse éste). Con réspec to a la Jistri.b'u~ión .~e 
la media mucs trnl , ni ,iu mcntar e l tamaño de la muc,st rn la d1stn buc1on 
tendní una variancia cada vez m:is pequeña , pero tambi én sc parecení c:.ida 
vez más a una di stribución norm al. Un momento ant es J e que 1H distribución 
se concentre en un solo pun to. no podrá di stinguirse de 11na di stribuc ió n no r
m:.i l. au 11 q uc se trata ni de un caso en qu e la va ri a ncia sn:.i cxtraordinaria-
mcnk pequc11a. 

Una vez aclarado el significado del término «distribución asintótica», pode
mos pasa r ahora al p rob lema de cómo J etcrminar su :.,xistencia y su form a . En 
muchos casos, éste es un problema relativamente sencillo . En primer lugar, 
algunos estimadores tienen una distribución cuya forma no varía, sea cual 
sea el tamafio de la muestra, y esta forma es conocida. En este caso, los esti
madores tendrán también esta forma cuando el tamafio de la muestra es 
grande y tiende a infinito. Por tanto, la di stribución as intót ica de es tos esti
madores es igual a la distribución de las muestras finitas, Un ejemplo de este 
caso es la media de la muestra como estimador de la media de una población 
11or111al, La di st ribución de es ta media mues tra) es un a normal sea cual sea el 
tamaiio de la muestra y su medi a es igual a la media de la población mientras 
que su variancia es (rr/ 11) . Por tanto, la distribución asi ntó tica de la media de 
la muestra es tamb ién una norma l de mediaµ y varicmcia (rr/n) . En segundo 
lugar, algunos esti madores tienen una distribuc ión conocida para todos los 
tamaños muestral es, aunque no necesariamente con la misma forma pa ra to· 
dos ellos . La distribución asintótica de es tos estimadores es la distribución ba
sada en una muestra cuyo tamaño tiende a infinito . Un ejemplo de es te caso 
es la distribución de la proporc ión de aciertos en un a muest ra . Como ya 
vimos en la secd ón 4 .2, esta distribució11 es binomi al, pero ti 1.: nJc a una nor-
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:::, ! ,u,,nJv ,, ti,:nJc a infinito. Por tanto, podemos decir q ue la <listribud6n 
., ,. 1,, : .'.i ti c:1 J .: la propo rci ó n de aciertos de una muestra es una n ormal. En t er
,cr lu¡;ar, ,:n .ilgunos casos no conocemos la di stribución del estimador p ara 
10 do, los tamafios muc strales, p ero sí 1a correspondiente a1 ca,o en qu e 
11 - "° , Un ejemplo de este tipo de estimadores es la media de la muestra 
como estimador de la media de una población que no es norma1. Por el t co
r<.:ma centra l del límite sabemos que esta di stribució n ti ende a hacerse normal 
cua ndo n - oo . Las tres clases de estimudores que acaba mos de mencionar 
aba rcan la m ayor parte de los casos con que nos encontramos en 'los p·ro
bkmas de c, tim ación en economía. Además, en la práctica, muchas distribu
ciones asintóticas resulta n ser normales, lo cual result a muy conveniente te
niendo en cuenta que la normal es un a distribución muy conoc ida. 

Las distribucio nes as intó ticas pueden caracteriza rse, a l igua l que · 1as de
más di stribucio nes, por sus momentos. ' Los m ás importantes son la media, 
llama da· m edia asintótica , y la varianci a , ll amada también varia,zcia asintótica. 
La med ia asintó tica se puede obtener simplemente calculando el : límite · (cua~1-
do n - oo ) de la media de la muestra finita. 1 Consideremos ' un· esti mtidor •'O. 
La medi a de es te es timador · es, , por · 'definició n, · igual •a su · esperanza · mate
má tica, es decir, E(fh . 1 La · m edia asin tótica es · igua l a la esperanza asin tótica , 
y viene dada por el_' lim.,~ ~E(O) . · Sin · emba rgo , ' la · variancia · asintótica · no , es 
igua l a lim .,~ ,. Va r(0). ' La razón de el lo es quc , en é l ca so · üe ' los· estimadores 

cuya v,1 ri a ncia di sminu ye al aumentar 11, esta v<1r ia nc ia tcnde rú a cero cuan
do 11 - 00 • Es!o <.:s k, qu e oc urrc c uando la di stribuc ió n se concentra en 
un ~u lu pun to, pero, como ya hemos seiía l<1do , 110 es lo mi smo la di , tribuci ón 
asint ú tica qu,; la di stribución cuncent ra Ja (Jcg1,;n crada ) , y la vari ::mcia de 
aquélla 11 u es cero. Tomemos , por ejem plo, la di stribución de la 1rn:d ia de la 
muest ra . Su dis tri buc ió n asint ó tica es una norma l y su varianciu es (<72/ 11). 

Pero lim "~ = ( <7
2
/ 11) = O, y es to no es la varianc ia ·d.: una di stribución normal. 

Así pu es , la ex pres ió n «varianc ia as intó tica » es un tanto enga z"iosa; es tricta
mente ha bbndu, ,e trat a de la abrevi ac ió n de la expresió n «varianc ia de la 
di stribu ción asint ótica ». La fó rmul a q ue defin a a utomáticamente la va ri a n
ci a asintó tica es' 

Var as iu tó tica (8) = ! lim n- _¡.__-¡v'-;,( {7 - ¡· EO. )J2 __ l llln -,o' , 
n 

V.11nus a J csc ribir aho ra tres de las llamadas propii.!dades asintóticas que 
se comidcran Jc: , c:ab lcs en un t:: s ti mador : in ses¡;adcz asin tó tica, consistencia, 
y efici e ncia as intó tica . Dos de e llas, la insc:sgadcz asintó tica y la efici encia asin
tótica, se J e finen en términos de las características de la distribución asi ntót ica 
<l~I est imador. ta l co;no la s acabamos de definir, mi entra s que la tercera, es 

\ 'n ,\ S. Go ldhcrgcr. Fc·o11 n111,·t ric T hc<H\'. Nueva York. \V iky. 1964 , p . t 16. 
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decir, la consistencia, se define como una característica de la distribución 
«concentrada» (es decir, degenerada} cuando 11- 00 • 

Consideremos en primer luga r la i11sesgadez asintótica. 

(6.4) (J es un estimador asintóticamente insesgado de 0 si lim · E(B) = 0. ..__ 

Esta definición afirma simplemente que un estim ador es insesgado asintótica
mente si se convierte en i1i'sesgado cuando el tamaño <le la muestra ti ende a 
infinito . Obs..: rvese que, si un estimador es insesgadu, también lo será asin
tomáticamenlc, pero lo contr;iriu no es necesariamente cierto. La insesgadez 
implica la inscsgadez asintótica porque, cuan<lo un es timador es insesgado, su 
esperanza es igual al verdade ro valor del parámetro para todos los tamaños 
muestrales, incluyendo los próximos a infinito. Un ejemplo corriente de un 
estimador sesgado pero asin tóticamenlc insesgado es la variancia de la 
muestra: 

y, según la expresión (5.4), 

limn - « E(á2
) = limn-oo [~: 

1
]a2 = a2

, 

ya que, cuando n - oo, (n-1 )/n tiende a la unidad. 
La propiedad que vamos a analizar a continuación es la consistenc:,1 , , ,.,J 

ya hemos dicho, esta propiedad se define en términos de la distribución «con
centrada » de un estimador cuando 11 - 00 .El punto en el que ~e concentra 
la di stribución de un estimador se ll ama límite probabilístico de e, y se repre
senta a menudo. abrevi ado, como lim prob O. Podemos defini rlo más for
malmente del modo siguien te: se;i O* un punto que puede ser o no igual 
a O. En este caso. la afirmación 

lim prob O = 0* 

equivale a la afirmación 

limn -~ P( //* - e $ {j S U* + e) = 1 

en la que E es cualquier número positivo arbitrariamente pequeño. Ahora 
bien, se considera que un estimador es consistente si se concentra en el punto 
<;orrespondicnte al verdadero valor dd parámetro. Concretamente . 

(6.5) 0 es llll estimador consistente de O si lim prob O = 0. 

Un procedimicnto para descubrir si un estimador es consistente estriba en 

Y '•- ~· ~ -

{STIMACIO'N \'93 

observar la conducta del sesgo y la variancia del e stimador cuando e\ tama
ño de la muestra tiende a infinito . Si al aumentar el tamaño <le la muestra 6'é 
produce a la vez una disminución en el sesgo '(en caso de que lo hayá) y ch 
la variancia, y si este proceso sigue hasta que tanto el primero como la se
gunda ticnd.:n a cero cuando n - oo, el es timador en cuestión es consistente. 
Esto s.: representó gráficamente en la figura 1-4. Corno la suma de la va
riancia y el sesgo al cuadrado es igual a la media del error al cuadrado, la 
desaparición de los dos primeros cuando n - 00 equivale a la desaparición de.. 
la media del error al cuadrado. En consecuencia, podemos decir lo siguien te:· 

(6.6) Si O es un estimador ele 0 y lim MEC (BJ = O, O es un esJimador con-,._._ 
sistente de e. 

En general, la condición mencionada en (6 .6) es una condición suficiente, 
pero no necesaria para la consistencia. Es decir, es posible obtener estimado
res cuya media del crror al cuadrado no tiende a cero cuando n - oo, · y 
que, sin embargo, son consistentes. Puede presentarse una situación de este 
tipo en el caso en que la distribución asintótica del estimador es de una 
forma tal que su media o su variancia no existen, y esta posibilidad hace más 
complicado el problema de determinar si un estimador es consistente o no. 
Afortunadamente, los est imadores con media o variancia asintótica no exis
tentes no son muy frecuentes. 

EJEMPLO. A continuación, presenta mos un ejemplo 5 de un estimador consisten
te cuya media del error al cuadrado no tiende a cero cuando n - 00 • Sea a. un 
estimador de a . con la siguiente distribución de probabilidad 

&. f(&) 

(( 

11 

n 
n 

Es decir, a. sólo puede tomar los dos valores a y n. Se puede ver fácilmente que ii 
es consistente, ya que, cuando n - 00, la probabilidad de que sea igual a a tiende 
a la unidad. Pero 

lim,. -~MEO&.) = lim ,.-~E(a - a) 2 

Si excluimos explícitamente de r,uestra consideración este tipo de estima-

5, btc ri<: mpl u me lo sugir ió e l profeso r Phocbus Dhrymes . 
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dores y nos limitamos a los estimadores con medias y variancias asintóticas 
finitas, la condición (6 .6) representará una condición necesaria y suficiente 
para la consistencia. Algunos autores llaman a este concepto, un poco más 
limitado, consistencia del error al cuadrado.6 Como el hecho de que la media 
del e rror al cu adratlo de un estimador tiende a cero cuando 11 - oo implica 
quc e l sesgo también tic ndc a cero, los es tim adores que sea n consistentes por 
la regla d el error al cu¡¡d rado so n tamb ién fo rzosa mente in sesgados asin
tó ti ca·mcn tc. Lo contrari ó n o es c ie rto, porque la ,nscsgaúcz :isintó tica, por 
sí sola , no es sul icic nt .: para impl ica r con sis ten cia del e r ro r al cuadrado. 

Una característica importante de los estimadores consi stcntc.: s es el hecho 
de que toda funci ón continu u tl c un c.:s tim ado r consis te111e es tamb i.:n un 
estimador consistente . E l teorema que prescnt~ mos a continuación es tablece 
dicha propietlad: 

Teorema 17 /teun:111a de S/u tsk y). Si li111 ¡nob O 
continua ÚC' O, li111 prob de g(fl} = g(O). 

e, y g(ÓJ es un.J función 

No vamos a present:i r aqu í la prueba de es te teorcma.7 Esta propi edad de 
los estimado n:s consistent es, que se c.Jescribe a veces dicic nc.Jo que «la con
sistencia persiste» , 1'l:sulta muy conveniente y, más adelante , la utili za remos en 
gran medi da . Por eje m plo, esta p ropi edad s ignifica que s i Ó es un es timador 
con sistente de O, (l / Ó) es un estimador consi s tente d e ( 1 / 0), Iog Ó es un estima
dor consistente de log O, e tc . T.:n gasc bien prese nte que, en ge ner::i l, esto 
no se apli c.J a la in sesgadez , es dec ir, que esta última , ¡¡J r.::vés de la consis
tencia, 110 «pe rs isk ». Co ncrc tamcnte , el hecho de que O sea un estimador 
insc"gac.lo de O no impli c1 que ( 1 / Ó) sea un es t i1mdor in sesgado de ( 1 / 0) , o 
que log Ó sea un cs timad o r in sesga do de log O, y así suces ivamente . 

La úl1ima de lu s propi..:dadcs desea bles qu e: queremos mem:ionar es la 
eficiencia asi11tótica, qu e h..1cc re fcncia a la di spers ión de l:.t di stribu ció n as in
tó ti ca de un cs tinrn dor . La efic iencia ,ts intó tiea sólo es t,í definida para his 
cstimac.Jon:s cuy;i medi a y varianc ia i.1S intó ti c,1 s cxi~tcn (c·s dec ir, so 11 un mí
mero finit o). En rca li dad , es ta p n> pi c· dad nos propo rciona un c riter io e.J e e lec
ción dentro de la familia de es timadores qu e sa ti sface n la propiedad de con
sistc:n c ia 1kl error al cua d rndo (y sun. por t,1 11tu, as intó ti ca 1111.:nt e i11 sesgados). 
Como la di stri bució n tl e los es tinw uores consiste ntes st: co nc:en trn en el ver
dade ro valo r dd parri mc tro cuand o 11 - oo , ckbc.:ría da rse prioric.J ad a los es ti
mmlo rcs qu e se aprox im an a es lc punto de In forma más r,íp icl a posible. Estos 
estimadores s.:: rán aque ll os cuyas di stribuciones as intó ti cas tengan una va
rii.ln cia mc 11 o r . y;i que es tas ültinrn s rcp rcsc nt :111 la e tnpa fi 11i.1 I a ntes de que la dis-

b . \ 'L:;1-.c. p o r cit; mplu . \ l ou d ~· <.; r.1,h il l. o,,. ( Í I . . p . 17) . 
7. \ \;:1 ~:.: S. S. \\ "i lk::.. ,\ / ,:tlr1·11111tin,/ Sru1isti1.:s. '\i uL'\ .I Y v rk. \ \' j le , ) lHi:?. pp . J0~- 10) 
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tr ibu ciú n ~c concentre por completo, y los estimadores que tienen la varinncia 
m:i, pcqucf1a están más cerca de este punto que los demás estimatlores con
si sti.:ntcs . 

La s considi.:racioncs anteriores nos conducen a efectuar la siguiente defini
ción d.: eficiencia asintótica: 

(6 .7) Ó es un estimador asintóticamente eficiente de 0 si cumple las condic!h
nes siguientes: 
a) Íl tiene una distribución asintótica con media y varia11cia finitas , 
b) 6 es consistente. 
c) No existe ni11glÍ11 otro estimador co11siste11te de 0 cuya variancia 

asi11tótica sea inferior a la de é. 

Las dos primerns condiciones, tomad as conjuntamente, señalan que el estl· 
mador debe cumplir la consisten cia del error ni cuadrado para poder aspirar a 
ser asintóticamente eficiente. Para establecer si esta condición se satisface o no, 
bastará con obtener e l límite (cuando 11 - =) de la media del error ni cua
drado. El estimador cumplir{t o no dicha condición según que este límite de la 
m edia del e rror a l cuadrado sea o no igual a cero. Esta blecer si un estimador 
consis tent e sa ti sface la tcrcc.: ra condición de efici encia asint ó tica resulta más 
difícil , igual qu e suced e cuando se tr:ita de establecer la eficiencia en el caso 
de bs mu es tras finita s. Co mo en aquella ocasió n, el problema de la menor 
vari anc ia a sintótica sólo puede n::solverse para los t: stim adorcs en los que 
con oce mos la forma d e la di stri b ució n de J¡¡ pobl nció n originaria. En el 
caso de estos es timadores pod emos c.: s ta blccer la efici encia us intótic:a com
parando su variancia asintó tica co n el límit e infer ior Je Cramcr-Rao (que 
se ddinió e n el teo rema 16) ; si los dos so n igualc.: s, e l t: stimado r c.:s as intó ti
cam..: 111<: ef ic iente . /\ sí pu t: s . tanto Ju dicicnc i,, como Ju c.:ficic t1 e ia uslnt ú ti cu 
se cs t;ihkcc 11 en h;i , c ,ti l1 111i 1e i1 1k ri 1,r lk C: r:1 111 c r-R:11• - -en c l c :i su Je fa 
e li c ic.:m: ia lo cu 111 para 111os co 11 la var iam:ia ordinaria (ck la tmkstra fin ita ), y 
e n e l e.J e la c licic ncia as int ó tica, co n la va t·l.rnci;i <1 s lntú tlcu-. Sl utt es
ti n1 ,1do r es eficie nte, lo se rú par,J todos loo tum:iíio, n1lH:s li· .. d es. por gratiJes 
q ue s..:: 111 . y . por tanto, la cli ckncia impli c:i lJ clicic·nc ia u, intó1 ic:.i, pero, no 
obs tank. ID c:un lrn rio no c.: s c: iertu. 

Comcntaric~, linaks 

{ 'u n 1:--10 d amos por lm:di 1:id0 ..:1 cslndiLl lk l,i, prupi ..: d .i Lles c¡ 'ue ·1..: s'uÍlan 
,lc ,c: :ibks en los ..:, t-im;;dore, . P odemos ·erlll'mt: ra'r es'tas )i'ro'p icd a<l..:s d..: la 
f~ 1 rrn:1 !> iguiente: 
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Propiedades de las muestras 
finitas (pequeñas) 

Insesgadez 
Efic iencia 
EL! O 

., 

Propiedades de las muestras 
asintó ticas (grandes) 

1 nsesgadez asintótica 
Consistencia 
F. ficienci:i as intó tica 

Al considera r po r primera vez la estimación , en la sección 1 .4 , comparamos 
la estimac ión de un pa rámetro co n el tiro al blanco con fu sil. El centro de la 
diana puede ..:onsiderarse como el verdadero valor de l parámetro, el fusil es 
el estimador , y cada di sparo representa una es timación concreta (ca lculad a 
a pa rtir de una mues tra determi nada). La d istancia has ta el blanco se rela
cion a inve rsamen te con el tamaño de la mues tra . En es te paralelismo , las pro
piedades deseables de un es timador se desc riben en términos de las caracte
rísticas del fu sil. Un fu sil insesgado es el que realiza unos disparos cuyos 
impactos se distribuyen de form a a leatoria a lrededor del ce ntro de la diana, 
mientras que los impac tos de los d isparos de un fu sil sesgado tienen como 
cent ro algún punto distinto . Si comparamos todos los fu siles insesgados, pode
mos co11side rar como eficiente aquel cuyos impactos se hallan, en conjunto, 
más próximos a l cent ro del blanco . Si sabemos la clase de proyectil q ue se 
está u tiliza ndo, podemos calcul a r la mínima di spe rsión posib le de los impactos ; 
este valor corresponde al límite inferi or de Cramer-Rao. Respec to a la p ropie
dad ELIO, la comparación se limita a los fu siles de un tipo concreto y re la ti
vamente simple . Un fu sil ELIO es insesgado y produce unos impactos que 
se hallan más próximos al centro del bl anco que los de cualquier otro fusil 
insesgado del m ismo tipo. Si pasamos ahora a las pr._piedades as intót icas, de
bemos considerar lo que sucede cua ndo red ucimos la d istancia has ta el 
blanco . La insc:sgadez as intó tica significa q ue los impactos tienden a d is tri buirse 
a lrededor del cen tro del bla nco, a medi da que d ism inuye la di sta ncia hasta éL 
La consistencia significa que, según va dismi nuvr: ndo es ta di sta ncia, aumenta 
la probabilidad de efec tu ar un im pacto en el centro del bl anco o en un punto 
muy próximo a éL La consis tencia del er ror al cuad rado (que implica consis ten
cia) se puede considera r como la tend,:nci:i de los impac tos a tener como centro 
el del blanco, y hall arse cada vez más concentrados a med ida que d isminuye 
la distancia . Por ú lcimo, se puede considera r que el fu sil es as intó ti ca mentc 
eficiente si satisface la condic ión ele consiste ncia del error al cuadrado y si sus 
impactos es tán más próximos a l centro del blanco que los de todos los demás 
fu siles consistentes, cuando la distancia has ta el b lanco es muy pequeña . 

El análisis de las propiedades deseables de los es timadores que hemos 
efectu ado en es ta secc ión es funda ment al porque proporciona la base de gran 
parte del trabajo economé trico. Acabaremos la sección con un ejemplo acerca 
de cómo ob tene r !:i s prop iedades ele tres es tim adores d is t intos de la med ia 
de una pobla c: iC> n normal. 

. .,.,, ."' _, ...... 

ESTtMACION ,9, 
EJ E~1 PLO. Sea X una variable que se distribuye normalmente con media µ y va
r,ancia ,r. Consideremos el problema de estimar µ a partir de una muestra alea-
10ria de o b<;ervaciones X 1, X 2 .. .. , X n · Se proponen tres es timadores: 

J n 
X = -2x,, 

nt c l 

P.=--±x,, n + 1 , _ , 

• 1 X · 1 ~ . 
µ.= -2 ,+-2 ¿,X,. 

n l•:J 

¿Qué propiedades deseables poseen cada unn de estos estimadores? 

1. Jnsesgadez 

E(X) = E[! ± x,] 
II C • 1 

1 n - 2 E(X,) = µ.; 
nt • 1 

es decir, X es insesgada. 

E({L) [ 
l n ] E--2X, 

n + 1 ,_, 

y, por tanto, µ es sesgada . 

• [) 1 " ] } } n 
E(¡l) = E 2 X, + 2 2 X, = -

2 
E(X.) + -

2 
2 E(X1) n, .2 n,.2 

_ 1 [n - 1] [2n - 1] -2µ.+ 2n,u = ~µ. ; 

luego µ es sesgada . 

• . 

2. Eficiencia . Como µ y µ son sesgadas, el único estimador que tiene la posi
hilidad de ser eficiente es X. Sabemos que la variancia de X es (a2/n) y que la 
muestra procede de una población normal. Por tanto, podemos obtener el límite in
feri or de Cramer-Rao cc rrespondiente a la va riancia de los estimadores insesgados 
de µ. y se puede demostrar que este límite inferior es también (a2/n), por lo cual 
p;idcmos dec ir que X es un estimador eficiente de µ . 



' ,. 
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3. ELIQ_. En este caso, el único estimador que puede satisfacer esta prop~dad 
también es X. ya que los otros dos son sesgados. Asimismo, X es lineal, ya que 

1 n , J J J 
X = - ¿ ,\, = - X, + - X2 + · · · + - Xn. 

n 1 .. 1 n n n 

Por último, como X es ·_eficiente, posee la variancia '.'1ás pequef\a de entre todos los 
estimadores inse5gados y, por tanto, dicha variancia también tiene que ser la menor 
de las de los estimadores insesgados que sean lineales respt.-c to a las observaciones. 
Por consiguiente, X es un es timador lineal inscsgado óptimo . (En la sección 6.2 se 
rea liza la obtención concreta de la propiedad E LIO de X independientemente de 
la fo rma de la di stri bución originaria.) 

4. Jnsesgadez asintótica 

es decir, X es asintóticamente insesgado. 

y. por tanto, µ es asintóticamente insesgado. 

luego, µ es asintóticamente insesgado . 
5. Consistencia 

(12 
MEC(X') = Var(X) = ,¡-· 

lim.-~MEC( X') = O; 

es decir, X es un estimador consistente. 

MEC(fa) = Var(¡1)+ (Sesgo de/t}2 = Var[·-
1

- 1 i x,] + [(-n-1)µ - 1,]
2 

11 + , ... 1 ll + 

[ 
J ] 2 n [ _] ] 2 1/(12 + 1-'2 --

1 
¿ Var( X,) + -- µ 2 = ---2 , 

n + , • 1 11 + 1 (11 + 1) 

) . I"' ' uutu, 11 es un estimador consistente. 

M'EC(p.' = Va r(p.) + ·(Sesgo ele 13-)2 

v,2 + 11 - l)a2 + '1-'2' 
.. 772 

ESTIMACION · .. 'T99 

' . 

Como lim " - ~ NIEC(~) 'tro ·es 1g'úa't a ·cero. •e l 'esti'rl'la:cto>r 1µ. 'nó ·ectmple 'la 'CCltrdieión 

de consistencia ·ele! ·errdr ·:i'l ·cuadra:elo. 'En •rea'lioa: ll, '!Jüec'le ·elemcJstrlitse •que 1µ 'Utftl
poco es ·consisterite ·en -¿1 sentido ·gcnedl, rpero IJa 1prucba ·ele ·t! IJo ·escupa •lJ¿l 'IÍrribito 
de este 'Ji bro. 

6. Eficie11ci i1 111/111,Jiica. lf.:os 'es t imnl!ores k 'Y 1(¡. ·sit ti sfncen 11u 'conilioion ,!le 
consis tencia ·üc!i ·error ::I J ·cualtra ilo ·y. 1pur 'ta'ri to , 'ti~nen la •pos1bili ilaü ·ilc ·ser asiritóti
camente dicientes , pero 'no en c:irribio 1µ.. 'Corno X es eficienk ·para -iodos 'los 'tama
ños muestrales, también lo será cuan do el tamaiio de la muestra tienda a infinito y, 
por t:rnto, también es un estimador asi ntóticamente eficiente . Obsérvese que 
Var(.Í() = (r:;2/rz) , sea cua l sea el tamaño Je la muestra , y por ello esta últ ima expre
sión es también la variancia asintótica de X. Po r lo. que respecta a µ. podemos ver 
lo siguiente 

Var(µ) L,:J~· 

Cua ndo l;is mut~tra~ son grandes, el término n(n+ 1) tendrá un valor próximo a la 
unidad y, po r tanto, J;i vari;incia asintótica de µ será (r:;2/rz). Como este valor es 
también el de la variancia asintótica de X, y esta última es asintóticamente eficien
te . ¡, será, as imismo, usi ntó ticamente eficiente. 

1:n el cuadro 6-1 presentamos los a nteriores resul tados en forma resumida . La 
.. : .. }·,,, 1c\ n ¡;encra l es que X es el mejor es timador en las muestras pequeñas, pero, 
· -- : .. '. , , l." mucslr:ts son grandes, X y µ. ~on igua lmente correctos . El tercer esti-

-- --·---~U-~~1a.:11w-.. -.. ... _ .. _ 
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mador, µ, sólo posee una de las propiedades que resultan deseables, la insesgadez 
asintótica . 

Cuadro 6-1 

Estimador 

Prop iedades X p. p. 

Muestras f in itas 
lnsesgadez: Sí No No 
Eficiencia Sí No No 
ELIO Sí No No 

P ro pieda tles asintóticas 
lnsesga tlel. Sí Sí Sí 
Consiste ncia SI Sl No 
E ficie ncia Sí Sí No 

6.Z Métodos de estimación 

Una vez definidas las propiedades que deseamos posean los estimadores, se nos 
presenta el problema de idear unas fórmulas de estimación que generen unas 
estimaciones capaces de sat isfacer todas estas propiedades o algunas de ellas. 
En la primera parte de la sección 6.1 se definió un estimador como una 
fó rmula de estimación que no incluye ningún parámetro desconocido. Es po
sible crear est imadores de muchas formas distintas. Un procedimiento consiste 
en ac ud ir a algú n prin cipio qu e resu lte m:ís o menos plausibk intuitiva
mente, y ob tener una fórmul a basada en dicho principio. comprobando a 
continuación si el est imador n::sul tante post.:<.: a lgu na de 1~,s propit.:dades an tes 
mencionada s. Los estim :1 dorcs r,cibt.:n nomb res qu e intli can la naturalezu dd 
princip io util izudo para ob tener su fórmul a. El métudo de los 11wme11tos, el 
méwdo de los mínimo:, cuadmdos y el método Je l,1 máxima 11crvsi111ilit11d, 
proporc ionan todos ellos esti mado res de cslt: tipo. Otro proct:dimic11to para 
obtener es timatl0 n::s co11 sistt.: en co nstruir una fórmul a lk es timac ión de tal 
form a qu.: incorpore en e lla las propiedades que deseamos en los estimadon::s. 
El Jl amatln ,,, .:: todo LLIO , que produce est imadores lineales insc:sgados ópti
mos, es el m:ís sig nifi ca tivo de este gruµ o. 

Método de los momentos 

El método de los 1110111entos es. probablemente , el proced imiento ele estima· 
ción más antiguo ·que se conoce en estadís ti ca. Este método está basado en el 

; 

~trlát t,Q;t7 9( jffr'1@) St kw&·ffi&fliif{};13 E 

ESTIMACION 2:01 

"" r'..: rr in,ipiu J.: que: los mome ntos <le la distribución de In población deben 
nt ,r ,i .,~:,c a tra\'é s d.: los correspondientes momentos de la muestra . De esta 
f, ,rm:i. la medi a d.: la poblac ión debe estimarse a travé s de la rnediu de la 
mue , tra, la variancia de la poblución u truvés de la variancia de la muestra, 
ct cc.:tt.:ra . Por lo que respecta a las propiedades de los estimadores obtt:nidos 
por este procedimiento, puc:de demostrarse que , en condiciones muy gene
rale s. cumplen la propiedad de consi stencia del error ni cuudrnd o (y, por 
tanto , son generalmente consistentes) y son asi ntótieamente no rma les.ª Na tu rn_l 
mcnte, puede n cumplir tambi0n a lguna de las demás propkdudes, pero no 
necesariamente. Por ejemplo, la media de la muestra como estimador de la 
media de la pob lac ión posee o tra s propiedades además de la de con,i stcncia. 
Cuundo los momentos de la poblución no ex isten , es te método 110 es ap li cab le, 
y cuando se tra ta de problemas de est imación más cornplicados ,·puede st.:r difí
cil de aplicar. 

Estimación por mínimos cuadrados 

Otro método utilizado desde hace mucho tiempo es el método de los mínimos 
cuadrados que se puede emplea r para t: stim <t r los momentos respecco al origen 
de la distr ibución de una pob lación . El principio subyacente a este método es un 
poco más complejo que el correspondiente al método de los momentos. Consi
dere mos un a var iab le a lea tori a X y su momento de orden r respecto a l origen: 

E(X') = µ;, 

en la que r = O, 1, 2 , ... La mues tra a utilizar se representa por X,, X2, ... , X •. 
Para obt c: ner el es timador por mínimos cuadrados de µ', formamos la suma 
siguiente: 

n 

¿ [ X! - ¡t;]2. 
i = l 

Seleccionamos corno ·estimador por m1mrnos cuadrados o e srimador m1mmo
•cuadrático ·e1 vafor •de i(.'l.,T ,que h ace fo más ipccJ¡ueña ipos;¡b1e esta s uma :a,n
~erior. iPar ·ejemplo, ipara ·obtener ·e'I ·estiimador mrnimocuadriitirn •de qa mediia 
-de ~a pob1ación :µ 1( = <µ,,), ·obtenemos ·c1 val<:Jr ·de ,µ ·qae mirfi.miza 1a surn11 

n 

¿ [X , - µ, ]2. 
f :a l 

Obsé rvese que X.' es la i-ésima observació n de X' y E(X,') = ~t', es la media 
L 
1 

1 
! 
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de X/, y, por tanto, la expresión que debemos mmtmtzar es la suma de 1~ 
cuadrados de las desviaciones de los valores observados respecto de su media . 
El estimador por mínimos cuadrados de esta media es el valor que hace a esta 
suma lo más pequeña posible. 

Para obtener la fórmula de la estimación por mínimos cuadrados tenemos 
que resolve r el problema de minimi zar un a funci ón respecto a una «variable» 
determin ada -en es te cu.so, respecto a µ ',-. Como es bien sabido , e l dlculo 
infinitesima l e leme ntal n::is dice que la ·condición 1, ~cesaria para la existencia 
de un mínimo (o un máximo) es que la primera derivada de la función que 
que remos minimiza r sea igual a cero. Es decir, tenemos que de ri va r la su ma 
de los cuadrados <le los errores , respecto a µ ',, igu ala r a cero esta <ler ivil<la y 
despcji.lr ri', en l.1 cc uación q ue obte nemos . Ln so lu c ión <le cstu ecu ación 
satisface la condi c ión necesu riil pura que ex ista un mínimo o un máx imo; s in 
embargo, puede <lcmostrarsc fáci lmen te que lo que obtenemos es, en ren li<lad , 
un mínimo y no un máximo , y que la so lución representi.l, pues, e l estim ndor 
minimocuadrát ico de p.',. 

Podemos ilu strar la obtención de la fórmul a de estim ac ión po r mínimos 
cuadrJdos tonrnndo e l problema de la es tim ac ió n de la medi a de la población. 
En es te caso, la suma que debemos minimizilr es 

" ¿ (X, - /.L)°. 
( .·. 1 

Derivando respecto a µ, o btenemos 

d ¿ (X, - µ) 2 

' d¡, 
°"' [d(X, - ¡.L)

2
] 

"T' d¡.L 
¿ 2(X, - µ)( - 1) = - 2 ¿ (X, - µ). 

1 ' 

Igualando a cero esta derivada y poniendo un acento· circunflejo sobre µ, para 
indicar que es el es timador de µ (y no su verdadero valor) el que satisface 
esta ecu ación, obtenemos 

-2 ¿ (X, - ¡1) = O, 

' (f X,) - 11¡1 = O, 

r, =!¿x, 
n , 

X. 

@ti$tff f etY tfrr:rteté'1f !Zki1fWt&fiWtit*1 •-"t 
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, ,,. ,. ,, . r--.; 0 , que el c,timador minimocuadrti tico de la m,dia d, la población 
., b r:, .: ,1 ,J Je: la muotra, al i~ual qu.: el ob tenido por el mdodo de los mo

r,-,c :: : , ,, . Cumu u tru ejemplo. tomemos el estimador por mínimos cuadrados de 
J.(.\ ' J = µ '1. En estc caso, minimizamos la suma 

i (X,• - µ;)2 . 

• 
t = 1 .' 

Derivando respecto a µ'2, tenemos 

Igualando a cero esta derivada, tenemos 

-2 ¿ (X,2 
- ¡1;) = O, 

' 
(~ X,2) - 11¡1; = O, 

ti' = ! "'x2 2 n .f , . 

que es el mismo estimador de µ'i que obtuvimos por el método de los 
momentos, 

Las propiedades de los estimadores minimocuadráticos tienen que esta
blecerse en cada caso, En los dos ejemplos del párrafo anterior, estos estima
dores coincidían con los estimadores por momentos y, por tanto, podemos afir
mar con justificación que son consiste ntes . Pero esto no es necesarinmente 
así en los modelos m:ís complicados y , e n rea lid ad, gra n p a rte de la econome
tría moderna de be su existenc ia a l d escubrimiento d e que, en muchos mode
los cconúmi cos, los estimadores minimocuadráticos son inconsistentes . 

Estirnaciún de la máxima verosimilitud 

El tercer método d e est imació n es e l de b max 1111a verosimilitud, que está 
b:.i sa du en la idea, rl? la ti vamen te simple , de que las poblaciones di stintas ge
n n.111 rtll1-:str:1s di s tintas , y que es müs probable que un a mu es tra dete r-

\ 

1 

1 

1 

1 
i 
i 

1 

1 

1 
! 

1 

1 
¡ ' 
' i ' 

' ! 

....L 
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minada proceda de algunas poblaciones que de otras. A fin de ilustrar esta 
idea, consideremos el caso de las poblaciones normales y una muestra deter
minada de 11 observaciones. Las observaciones muestrales son puntos sobre el 
eje numérico , di stribuidos alrededor de la media. Supongamos que la media 
muestra) obse rvada es 5 . La pregunta es: ¿ A qué población es más ve rosímil 
que pertenczcü la mues tra? En ge nera l, todas las poblaciones no rnrnlcs son 
pos ibles . Como las pobl ac iones norma les qucdun to tulmcntc definid as por la 
media y la va ri a ncia . la ··'úni ca di fe ren cia entre ella s es l..1 corres pondie nte a 
estos <los paráme tros. De momrnto, consideremos poblacion es que ti enen la 
mi sma va ri ancia . De entre és tas, la que tcnga una media 5 gene rará, na tu· 
rulment e , mu estra s co n un a media igual o próx ima a 5 con mayor fn:euencia 
que una població n cu ya medi a sea 6 , y esta última ge nerará dicho ti po de 
muestras más a menudo qu e una pobl aci ón de media 7, e tc. Si consid e ra
mos las pobl ac iones cuya medi a es meno r que 5 podremos efectuar a firma
ciones similares. 

En la fi gura 6-3 se re presenta gr.i fi ca ment e e l argu mento ante ri o r. Los 
puntos x, , .1:2, .•• , x,o represe ntan 10 o bservac io nes mues tral es dete rmin adas. 
En sentido es tri c to , es tas observaciones pueden proceder de cualqui er pobla
ción norma l. ya que el recorrido de la s poblaciones normales se ex ti ende 
desde - = hasta + = (e n el gr{ifi co apa rece n tres de estas pobl ac iones). S in 
emb argo, si la ve rdadera poblaci ó11 es A o C , la probabilidad de que lus 

x¡x~ 
X2 X 4 Xf, Xg 

Figura 6-3 

observaciones muestrales aparezcan en el intervalo indicado (es decir, entre 
x, y x,o) es muy pequeña . Por ot ra parte, si la verdadera población es B, la 
probabilidad de que obtengamos observaciones en este intervalo es muy gran
de . Por tanto, podemos ll egar a la con clusión de que es m,ís verosímil que 
esta muestra concreta proceda de la po blaci ón lJ que de las po bl ac iones A o C. 

En el ejemplo que acabamos ele considerar, no hemos tenid o en cuenta las 
pobl aci ones que ti ene di stinta vari anci a ademüs de medi as di stinta s. Esta a m
pliac ión complica un poco la expli cación de l prin cipio du la ve rosimilitud , pero 
con duce a la mi sma conclusión . Una muest ra ck tc r111 inada puede proceder uc· 
un a poblaciú 11 con cud,¡uier m-:d i:1 y cuui<¡uier v:11 iancia. pc rn algu11:1 s r ,>· 

·et etM:tre: tfztt4 -:rs ·awWiiSWféiietow · tidtff driittttFlf1it±tt'ttt11·'fit:Siéréf ti)t'Tl?W35 w,, 
t 
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.. , , . -- ::.i: .,:i un.1 m uot rJ J e o tc tipo m;i , u menudo que otras. De! 
, . . , . ,,, .,! , , qu e es """ n :ru , imil qu<: una muc , tra <le media 5 proceda 
,! : · . .: : .1 p, ,!,J;,. ic', 11 J" m.:Jia 5 que dt: una población con la mismu varíancia, 
I"' ,v éU\ a media t: s 6 u 7, tambi.:n unu muestra con una variancía grande 
e, m:i, n :rus im il que prm.:cdu <le una población cuyu variancia es grunde que 
J e vtru con unu variancia pequeña. Lo único que se requiere es que consi
deremos l.r s combinaciones <le la media y la vari ancia especificas de la po· 
blaciún en relación con las de la media. , 

Teniendo presentes estos comentarios de tipo introductorio, podemos de
finir ahora los estimadores de la máxima verosimi/it11d: 

Si 11na variable aleatoria X tiene una distribución de probabilidad f(x) que 
se caracteriza por 11110s parámetros O,, 02, ... , Ok, y observamos una muestra 
cuyos valores son x,, x z, . .. , X n, los estimadores maximoverosímilcs de e,, 
B,, ... , fü , su11 los valores de estos parámetros q:ie ge11eraria11 con mayor fre
cuencia la muestra observada. 

En otras pa labras, los estimadores maximoverosímilcs de B,. B2, .. . , 8,. son 
aquellos valores para los cuales la probabilidad (o densidad de probabilidad) 
del conjunto particular de valores mucstrales es máxima . Es decir, que para 
obtcnt: r los t:stimadores max imovcros ímiks de O,, 02, ... , Oh tenemos que 
hallar lus vulo rcs qu e: ma ximi za n /(x 1, x2 .. .. , x ., ). 

Tomemos un ejemplo se nc illo co n el fin de ilu strar el concepto de esti
m ado r ma ximove rosímil (EMV) . Supongamos que X es una va ria ble binaria 
que toma el valor 1 con una probabilidad 1t , y el valor O con una probabi
lidad (l·1t) . Es decir, 

/(0) = 1 - 7J' , 

/(!) = 7J', 

Esto significa que la distribución de X se puede definir mediante el pará
metro 1t, que se puede considerar como la proporción de aciertos (o la proba
bilidad de acertar) en la población . Supongamos una muestra aleatoria -obte· 
ni<la mediante muestreo con reposición- compuesta por las tres observaciones 
si8uicntcs : 

{! , 1, O}. 

'El ,p roblema consiste en •cib'tener e l E MV -ele 1t. A partiT ·de ~a 1c'kscri;pción ·de ija 
.¡)(Jbl.,,.·icm , n:: su'lta c vkntc que -r- no :puede ser m enor q ue '0 l'l'i wuyo r ·que ~. 'Con 

l ' ¡ 
¡ 
¡ 
1 ¡ 
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el fltt de obtettet la tioblocidtt que gettetiltfa ctrn mayot ftecuettcii! la th\Jt ~t" 
{ 1. 1; ó}. podemos considetot slmplemettle ViltÍOs valotes de it tói11/fühJido, 
etttte O y 1; y calcular la probabilidad de obtettet lü tnuestta e11 cucstiótt cotrc ,. 
pondichll: a estos valores . Empecemos con el valor 7t = O. En este caso, en la 
población no hay «aciertos» y, pm tanto, serla Imposible que se observase dos 
veces el valor 1. Así pues, la probabilidad de obtener esta muestra cuando 7t = O 
es exactamente O. Consich:rcmos aho ra el valor 7t = 1 / 1 O. En este caso, la pro
babilidad de obtener un I es 1 / l O, y la de obtener un O es 9 / 1 O. La probabilidad 
de obtener la muestra en este caso será, pues , 

1 1 9 9 
/(1, 1, 0) = /(l)/(l)/(0) = Íü x lú x !Ó = 1000' 

ya que las observaciones muestrales son independientes. (Como se recordará, en 
el caso de que sean independientes, la probabilidad conjunta es igual al pro<lucto 
de las probabilidades -es decir, marginales-.) Por tanto, si 7t = 1 / 1 O, la pro
babilidad de observar esa muestra concreta es 9/1000. De forma similar, po
demos calcular la probabilidad de obtener la muestra { 1, 1, O }, correspon
diente a otros valores de 7t. Los resultados son los sigu ientes: 

1T /( 1, 1, O) 

o o 
1/ 10 0.009 
2/ 10 0.032 
3/10 0.063 
4/ 10 0.0% 
5/ 10 0. 125 
6/ 10 0. 144 
7/ 10 0. 147 
8/10 0. 128 
9/ 10 0.081 

1 0.000 

La función /(1, 1, 0) es la función de verosimilitud de la muestra { 1, 1, O}. 
Para efectuar los cálculos, hemos se leccionado v,dores de 7t que varían en inter
valos de 1 / l O. Naturalmente, podríamos haber elegido intervalos más peque
ños, ya que la fun ~ión de verosimilitud es cont inua. La figura 6.4, basada en 
los cálculos anteriores, indica que la func ión de ve rosimilitud ele es ta muestra 

21 erlftt·or Tsbtttf?t ~zen df%@t1f}"icdoittíirtftét.)i,jrfr':Wfhiit:tltllJ5' 

ía, 

tJ 1 ~, 

o.to 

.' 
0 .05 

o 

Figura 6-4 

se max1m1za cuando 7t es aproximadamente 0,7. Es decir, una pob!aci.ón de 
7t = 0,7 generaría muestras de la forma { 1, 1, O} con mayor frecuencia que 
cualquier otra pobl ación. Por tanto, el EMV de T: es 0.7 (véase también el 
ejemplo l que presentamos un poco más adelante). . 

El concepto de / unción de vcrosimi/it11cl es básico para obtener las estima
ciones maximoverosímiles y, por tanto, merece una explicación más detallada . 
La función ele verosimilitud, rcprescn t.1ela ge neralmente por l. es el nombre 
que se da a la fórmul a el e la di stribu ción de pro babilidad co n_i ~nta d_e 1~ mL'.~s
tra . Como se recordará, en las secc iones 3.4 y 3.5 se estudio la d1 str1buc1on 
de probabilidad conjunta de las variables aleatoria s X. Y. Z ... .. que se ex• 
prcsó como /(x , y, :::, ... ). En aque ll a ocasión se sciialó que si X. Y, Z , eran 
indepcnc.li entcs , pod íamos esc ribir 

.f(x, y , z, .. . ) = /(x)/(y)/(z) . 

Conside remos ahora un a variable a leatoria X, cuya distribución de probabilidad 
es /(x) y se co racte riza por los partmetros 01, 02, .. . , O\. Una muest ra aleatoria 
X1, X ,, ... , X ,, repn:sc nta un conjunto de 11 va riables aleatorias independientes, 
cada una de las cuales tiene exac!Hmrnte la misma di stribución de probabili
dad C]llC X. En este caso , la fun c ión el e verosimilitud / ;;e define mediante la 
fórmula de la di stribución de probabili d¡¡ d conjunta de la muestra, es decir, 

(6 .8a) { = /(X¡, x,, . . . , Xn) . 

l. :1s o bservaciones mues trales son independientes y, por tanto , también pode
mos esc ribir 

1 
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(6.8b) 

Aunque la fórmula de la distribución de probabilidad conjunta de la muestra 
es exactamente igual que In de In función Je verosimilitud, su interpretación 
es distinta . En el caso de la di stribución d e probabilidad conjunta, los pará
metros 01, 02, •• • , 8, se consideran fijo s , y los valores de X (que represent a n las 
observaciones mues trales}, son ·variables. En e l cnsn de la fun ción de veros i
militud , con sideramos qm: los valores de los pnr6r,1ctros pLH.:dcn variar, pero 
los valores de X son unos núme ro~ de terminad os observados en una mue stra 
concre ta. La s estimaciones nrn ximoverosírnilc s se obticm: n max imi zando la fun
ción de ve rosim ilitud respecto a los parámetros . 

La obtención de los estimadores 111axi1110,·e rc,·mi k s implica, pues, especificar 
la fun c ión de vt:rosimilitud y descubrir los vnl o rcs de los paní metros qu e hncen 
que esta función tome su valor m6ximo. Como ya dijimos en relación con e l 
método de los mínimos cu ad rados, la conc..lición neee; ar ia p:m1 que una func ión 
am e un valer müx imo (o mín imo) es que In primera c..l c rivada de l.1 runción 
·n este punlü sea igual a cero . Si la función de verosimili tud únie:.inH.: nt e tiene 

un par;,mc tro desco nocido, só lo habr:i una pr im era de ri vada ¡;11 l:.i que se J cba 
cumplir es t:1 condición, pero, sin en1b;irgo, e l número de par.ímc tros dc: ,co 11 0· 
ciclos en la runción en gcncr:il es nwyor que 1111 0 y , c:n co nsec uencia, se h :1 Je 
acudir a !ns dcri,·adas parc i,il es. En este CilóO, es prec iso q ue l:1s dc ri vnclas 
p:1rcinles d,: / rc sp:c tu ,t rnc/u 1111,1 de il's parci111 c t1ll '' descL>11oeidos se;111 igu;il 
a cern, o ~ea qu e si los parám.:trcs desconocid os son O,. L1, .. .. , O,, L1s cc u:.ic io
cioncs que cxpn; ,; :m las cond ic iom:s m:cc, ar i::is ¡,:m1 la .:x is tc11cia de u11 n1áx i

mo (o un mi11i1110) ~on: 

(6 .9a) 
rl 
- - ,= U, 
;·ti , d = º· éll, 

T enemos qu t: rcso h ·c r, pu es, k 1.:cuaciones p;1ra ob tener los valores de los k pará· 
me tros desrnnoc id o,. Estils ec uacio nes se ll ,1rnan a veces condiciunes de primer 
grado para lu exi s tencia de un m(1xi1110 (o un mínimo) y nos garantiza n que 
para 105 · valores dc O,, 0,, . .. , Ok obtenidos al resolve r dichas ecuaciones. e n
contran.:mos un valor m:í:-.irno o t111 va lo r 111 i11i111 u ,k / . l':1r :1 que pod,1111o s es tar 
seguros de que la soluci ón d e las ecuacionc:s (6.9a) nos proporciona en n:aliclad 
un valor m:íximo de:! , deben eu 1nplirse de te rininada , c,mdi c: ium;s de scg1111do 
grado . El estudio de estas cond ic io nes sale.: de l ,ímb ito d,;: nue stro a11,ili s is. pero 
no es muy difícil demostrar qu e se cumple n en todos los casos de los que nos 
vamos a ocupar.' No obs tan te, un se ncillo yroccdim icnto para ascgurnrnos d .:: 

9 . Una d t: '-c rir ..:-i1.) 11 ::- i111p lc de la !'.. (u 11 dil.'. io11L'~ de ~cgun<lu gradu se puc<lc cnco nt r:i r. 
por cjcrnp! o , l..'.11 T. Y:i111 ;.11 H.:, ,\1 u 1!11•111<1ti t ., fo r l.' t· u1 1u11 ii .... rs. F11 ? kw1H H I Clif l ~. N. ! .. P1 1..: 111i~ l 

ll all. 1%2. pp. 34 4 ··1> 

· ·t&K,Mo Mft'·ir#ti?:1:tWtr 

E.STIMACION 

., ._: •: ,, h m, " uh1c:11i Ju un mínimo kn lugar d..: un máximo\ l·onsbtc c11 1:alcu
: ., r , ! , .d u r J,; / cu rrc:,po11dic11tc :1 la ao luci v n de la s ccu :.ic io nc: s (6 .9a) y, u 
, .· .:,, 1uci,i ú11. c;1lcular cl ,:.il u r Je/ curre.~¡1u11< /ie111e a unos va lo rc s li g..:ra111..:ntc 

:1111 ., ,, de t1,. L1, •.. . , (\ . S i es te scgt tml o re !:> ultaJo c: s una cantic..lad menor que 
l., primera, aquélla 110 pueJe k1ber s ic.lo un mínimo . 

Es pn.:ciso efectuar un último cumc: ntario respecto al proced imiento de 
maximiz:ición, rel a tivo a la forma de la s condiciones d e prime r gtado . En ln 
pr.ictica, estas condi c ione s se suelc11 pre se ntar con una for11rn algo di st tn 
ta a como se ha hecho e n las ecuaciones (6 .9a). Es ta fotmulacl ó n oltt:t· 
nativa se b asa e n e! hecho de que el l ugc1ri11110 e.l e te; una « lra11 sfor111acló11 
mono tónica » de/. Esto significa que sie mpre que / [lll111C nlu, su log:.i rltmo tam
bién uurncnlu, y cuando t di sm inu ye, su log11r ilmo también Jl ; 111i11ll)e. l'o r 
tanto, e l punto correspondil.:nte ul valor 111 áxi1110 de / es lan,bi C- 11 el pun
to que corresponde al má xi mo vulor d e l loga ritmo de l . Como / t: s uno 
fórmul a co rres pondiente u una di stribuci ón d e probabilidac..l conjutll:i, no 
puede se m:g:i tiva e n ningún ca so y, por ta nto, no ex is te nin gú n problema 
para ob tener su logari tmo. En la figura 6-5 se represe nt a g rMic mne nte la mono
tonicic..lad de la transformac ió n logarí tmica e11 el caso en que sólo exist1.: un 

t 

~ 
~-----~ 

o 9 

Figuru 6-' 

parámetro desconocido (0) . El punto O corresponde claramente a un múxlmo 
tanto en la función de t como en la de log r. Así pues, no tiene lmportu11cltt 
que maximicemos uno u otra de e~tas funciones y, como ptúctlcomc11tc es 
más fii c il reso lver l,1s condiciones J e pritm:r grn c..l o cu a ndo se trabajo con 
log r, esc ribiremos 

l = log, t; 

y escribiremos de nuevo las conuiciones u e ptimet grado en la fotma 

al ól í:JL 
(ó.9b¡ éU1 = O, í:J D2 = O, é'O, = O. 

Vamos a ilustrar l:.i obtención de los EMV' con dos ejemplos. El primero de 
c: llos se' rclinc al problema ele es timar la pmporción de «ac iertos» en la pobla
c ión ,. sumini s tra una g(; nc ralización ti.:óric:i d e fu soluc ión gr,í fica prese ntuda 
,·n l:i ti¡: ura (J . . , . [ I , egunclo c: jempio se oc upa d c l se ncillo problema de: la ob
ki, ~i,:,11 ,kl F\1\ º d,· 1:, m c: d ia d.: 1111 :1 po bl:,ci ..í n nullnal. 

- --- ~---'--,------- ··-.... - ------·--·--· --·-·---.. , ._.... ... - ~ ····-
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EJEMPLO l. Supongamos que X es una variable binaria que toma el valor I con 
una probabilidad ,., y el valor O con la probabilidad ( 1 - 1tl- Consideraremos que la 
observación de un « 1 » es un «acie rto », y si observamos un «Ül> es un «fa llo». Te
nemos pues 

) 

f(O) = 1 - 1r, 

/(1) = 1T . 

Obsérvese que podemos descr ibir la di stribución de probabilidad de X como 

f(x) = (1 _ 1T)l - x1Tx , 

Podemos comprobar que esta fór mula es correcta sustitu yendo x por sus va lores 
O y 1. De esta forma, obtenemos 

y 

f(O) = (1 - 11) l - 07rO = (1 - 11)1 = (1 - 1T) 

/(1) = (1 - 11)1 - 171 1 = 711 = 11, 

lo cual coincide con la especificación anterior. Nótese tambiér, que 

E( X) = o X (1 - 11) + 1 X 11 = 11. 

o sea que podemos considerar a n como la media de X. Supongamos ahora que ex
traemos una muestra a leator ia de 11 valores lx,, x, , ... , x.,!. El problema consiste en 
hallar el EMV de n y para dio formamos la función de verosimilitud : 

t = J(x1)f(x2) . . ,f(x,.) 

El logaritmo de esta función es 

L = (11 - ¿x.) log (1 - 11) + (¿x1) log11 . 

El único parámetro desconocido que parece en esta fórmula es 7t · Si derivamos L 
con respecto a 1t, obtendremos 

~; = (11 - ¿x,) [ 1 ~ 1r]( - I) + (¿x,)[~]-
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1, •• ·. ,, J ,> a ccru c,ta derivada y colocando un «triángul o» encima Je r. para indi
·" ' 4 ,,c c-,t;imo, rnol\rtndo la ecuac ión con rL-spt:cto a un e~t1mador de 7t, obte-

{ ¿ x,) - 11 ¿X, = O. 
1 -ft +T 

Para todos los valores de ~ d istintos de O y 1, podemos nrnltlpllcat ambos lado~ . 
de la ecuación por .ft ( 1--tcJ obteniendo ,• 

((¿x1) - 11]# + (¿x,)(I - !) = O, 

y despejando, 

1 
~ = n ¿X¡ . 

como I;x1 es el número de «ac ier tos» y II el número de ob,ervaclone, de In mue,
tra , el E MV de 7t e, ,Implemente la proporción de acierto~ que ,e ha obtenido ett 
la muestra. En e l caso específico que hemos considerado anterlo11T1ente, cuando la 
muestra era 11 , l. OI, el EM V de 7t es 

# = j::::: 0,7 , 

E JEMPLO 2. Consideremos una variable aleatoria X que se d is tribuye normal
mente con media ~1 y variancia r,2• es decir, X - N(µ, r,2) . Hem os observado una 
mues tra alea toria jx1, x2 . .. .• x,,I. H allar el EM V de µ. La fu nción d e densidad nor
mal se defi ne como 

f(x) = (2na2 J - 112,. - , 1,2)(( x - µ¡ /aJ' 

en la que 1t = 3,14159. Su logaritmo e, 

¡ogf(x ) = - 1 1 (? 2) _21 [X a- 1']2 2 og -Tta -

ya que log, e = 1. La funci ón de verosimilitud es 

I' = f(x1)f(x2) , .f(x. ). 

~ su logaritmo es 

n 

L = ¿ logf(x,) . 
j = l 

·- -----..,.~ _, ___ _ 
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Sustituyendo log /(x;) por su valor tenemos 

L = ', [ - _21 log (2rta2) - _21 (x' a- µ),]_ = n 1 (2 2) 1 , ( L.. - 2 og rta - · 2a27 x,-µ)'. 

En L aparecen ahora dos parámetros desconocidos: µ y a-2. Si derivamos respecto 
a cada uno de ello obtenemos 

iJL 
c(a 2 ) 

1 
- 2a2 ¿ 2(x, - µ)( - 1), 

1 

n 1 1 
2 ;;, + 2a4 f (x, - µ)2 · 

E igualando a cero estas derivadas , se obtienen 

(b.!Oa) 1 ' • . &2 7 (x, - µ) = O, 

(6.!0b) 11 1 1 6 - 2 B2 + 2&• f (x, - µ)2 = O. 

Para los valores de a-2 distintos de cero, la primera ecuación se reduce a 

o sea, 

¿(x, - µ) O, 

' 

" t, µ = - L_,Xo , n , 

Por tanto, el eslimador maximovcrosím il de la mecJia de una población normal es 
igual a la media de la muestra. Debe señala rse que las dos ecuaciones (6. !0a) y 
(6.!0b) se pueden resolver también respecto a 5-2, que es el EMV de (}'2 . Si multipli
camos la segunda ecuación por 2 O"" obtenemos 

- nfJ• + L (x, - µf O. 

' 
Y sustituyendo µ por x, y despejando á' obtendremos 

~ 2 1 .... -
a = - ¿ (x, - x) 2 • 

n , 

' t f .. 
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1 , decir, el estimador maximoverosímil de la variancia de una población normal 
~ stmplcmente igual a la variancia de la muestra . Como ya se indicó anteriormen
te, esta variancia de la muestra es un estimador Jesgado de la variancia de la pobla
ción, y ya vimos en la ecuación (5.4) que 

E(&•)= [n: l]a• . 

Mencionamos este hecho para señalar que el estimador maximoveroslmil no es 
necesa riamente insesgado en todos los casos. .' 

Si conocemos la función de verosimilitud, no sólo podemos obtener los E'MV 
de p. y a-2. sino también los llmitts inferio res de Cramcr-Rao para las vatiancia!! 
de los estimadores insesgados de estos dos parámetros. Estos ltmites inferiores se 
pueden obten er m ediante la fórmu la de Ll matri z d e información presentada en el 
teorema 16 (sección 6.1) : 

[ 

22 L 
- Ec¡,• 

i:!2 L 
_ - E a,_, ,·(a 2 ) 

IJ2L i-t - E ?iic(a2) 

i:!2 L 
-E-ó(a2)2 

[;;, º]-1 [~ º.] 
o _!!.._ o ~ 

2a4 H 

El limite inferior de Cramer-Rao para un estimador insesgaJo de la media de Ufül 

población normal viene dado por el elemento del ángulo superior Izquierdo de e~ta 
última matriz, y por tanto, es lgual a (o-2/n). 

El principio de la máxima verosimilitud eslá basado eh tlhil ideá que !'ésulta 
intuitivamente atractiva y qu e consis te en elegir los patámeltos de los que es 
más probable que proceda la muestra que se ha obtenido et1 realidad. Si11 em
bargo, esln atracción tiene poco valor en sí ml!;ma, a menos que los estima
dores resultantes posean algunas de las propiedades que desea rnos. Peto, en 
realidad, esto es lo que ocurre, y se puede derriosttar 10 que, en condiciones 
generales, los estimadores maximovcrosímiles son 

! . Consi ~lcntes respecto al error al cuadrado y, ndemas, consistentes ett 
sentido general. 

2. Asintóticamente eficientes. 

Otro de los rasgos interesantes -de los EMV es que su distribución ilsintóticl 
es normal, y puede obtenerse fácilmente una fórmula pára calculár stis \rilnah
·cias asintóticas. Concretamente, las varianclás asíntótícas de los EMV son los 

10. \'e,·. po r ejc .nrl o, \\ ' i lss. o¡> . cu .. pp . 358-65 . Las condi c io ne s generales en las 
q ue los [ .\1\' cu mp kn !a s propiL·Ja,k s c~ t:/hk·c iJ..i ."> no ~on muy n: ~lr ictivas . La única 
<.: un d i..: ió n que pu t:c.J c cau s :..i r proh!cr.i:..i.') L'r 1 ;!lt=u llü'.'i Cü~U::-. ~- qut." !:i t.: 0h id:J muy a m e nudo, 
e" Li 11 :.._'C L' ~id :..i d d i..' que L' ! nú mero de p ..ir.imctro:-- c :1 1..1 f u nL·il'.,n Je \ .:ros imili tud ~ea finito ; 
'l".t 'c 1 \l. d111, :1i1d. s·w,i.\fi, -. ¡{ \f ,· r/10 1. /..;, 11/ r ._ ·(•l!('n1,· 1r i, .. .-5, Ch ica~.:>. Rand McNJ \ly, 1966 , 
r , -; .1 
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elementos de la diagonal principal de la inversa de la matriz de información y, 
por tanto, coinciden con los límites inferiores de Cramer-Rao. En los casos de 
muestras finitas, tomamos como esti maciones de las variancias asintóticas los 
elementos de la diagonal principal de la matriz 

¿-2¿ 

- étl,i:(/¡ 

¿2L 

i •/1 1 é 11 , 

éfl L 

- i' /11 

¡,2L - 1 

- a~ aok 

é-2L 

é·U,i:: I,;_ 

para unos valores Je 0; = EMV de 0; (i = 1, 2, .. . , k) . Todas estas propieda
des son sólo asintóticas , pero a menudo esto es lo único que podemos esperar. 

Estimación lineal insesgat.la óptima 

El último método de estimación que vamos a considerar en esta parte es 
el método de estimación lineal insesgada óptima. Contrariamente a lo que ocu
rría en los casos anteriores, a través de este método se obtiene una fórmula de 
estimación que _ nos ga rantiza. por definición, determinadas propiedades que 
dese:i mos. Sea 0 un es ti mador linea l insesgado óptimo (ELIO) de 11n paráme
tro O. En es te caso. la fó rmul a de O debe cu mplir las condiciones sigui entes: 

1. O debe ser una funci ón lineal de las observaciones muestra lcs; 
2. E(O) = O; 
3 . Var(Ü) ,s Var(O *), e n la <¡u,: O* es cua lqui..:r o tro estimaJor lineal 

ir.sesgado de O. 

Además, la fó rmula de 8 no debe incluir a 0 ni a ningún otro parámetro des
conocido, ya que, de lo contra rio, 8 no se ría un es timador. Para construir un 
estimad or lin..:al in scsgado óptimo tenemos que hallar la fun c ión lineal de las 
observaciones muestra lcs que sa ti sface las condiciones 2 y 3. Ilus traremos el 
procedi m ii:n to a utili za r para hall a r est a funci ón , obteniendo el ELIO de 
la medi a de la pob lación . 

Suponga mos que una va ri ab le aleatoria X procede de un a població n con 
med ia ¡i y vari ancia cr1

. Las observac iones mues trales son X 1, X 2, .. • , X" y 

queremos obtener e l ELI O Je p. (µ). Para ello, tomaremos cada una de !:is tres 
con d ici om:s ..:n forma consccu ti va. 

ESTIMAC10N . .. 2H; 

1. Linealidad. Como µ debe ~er una combinación lineal de las obser

vaciones mucstralcs, podemos escribir 

" 
(6 .11) ¡1 = ¿ a,X., 

1 ::: l 

en ta que a1, a, . . . . , ª" son unas constantes a determinar. El problema de hallar 
el ELIO de µ se reduce, pues , al problema de especificar las constantes ai, 
a2, • •• , ª" de forma tal que se satisfagan las condiciones 2 y 3. 

2. Jnsesgadez. Para que µ. sea in scsgada, es preciso que 

E(¡1) = µ. 

Ahora bien, 

Es decir, para que E(µ) sea Igual 11 (J., es ttecesario que tr:t¡ = L La ttm.tliciótt 

es, pues, que la suma de las consta11tes tt1, tt1, .. . ; ª" seli 111 Uttitlatl. 

3. Variancia mínima. Por últ imo , queremos que la variat1da tle P. sé;i 
más pequeña que la de todos los demás estimadores ele µ que satisfacen i.1s 
condiciones anteriores. Sabemos que 

= ;f~[¿ af(:X, - ·¡,)~1 + 'E[¿¿ a,ai{'.Y, - ,¡)(X1 - 1;,i) 
t 1 1 J 

= ¿ afE(X, - µ) 2 + ¿ ¿ a,a1E(X1 - µ)(X, - µ) (i ,f, j). 
1 1 / 

Pero E(X1 - µ) 2 = Var(X1) 

y como X¡ y X 1 son independientes, 

E(X, - µ)(X1 - µ) 

Y, por tanto, 

Cov(Xi, X 1) = O. 

(6. 12) Var(¡l) = ¿ afa 2 = a2 ¿a¡. 
1 1 
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Esto significa que tenemos que hallar unos valores de a1 , a2, ... , a. tales que 
:Ea1 = 1 (según la condición 2) y que, a la vez, la expresión u2:Eal sea la más pe
; 

queña posible. En otras palabras, el problema consiste en minimizar la ex
presión u2:Ea;2 sujeta a la condición de que :Ea; = l. Se trata, pues, de la mini
mización condicionada de una función, que puede efectuarse con la ayuda del 
método de los nzultiplicadores de Lagrange.11 

En pocas palabras,, el método de los multiplicadores de Lagrange fun
ciona de la forma sigui ente. Supongamos que queremos hallar los valores 
de z1, z2, . . . , z,.. que minimizan (o 111ax i111iznn) el valor de la función 
F(z1, z2, . . . , z,.,) sujeta a la condición de que G(z1, z2, ... , z .,, ) = O. La fun-
ción G es la res tri cc ión. expresacln de forma que tocios sus términos se en
cuentren en el lacio izt¡uic:rdo de la ecuac ión . A con tinuac ión, se forma una 
nueva función, H, que se define de la forma siguiente 

(6 .13) // = F(z 1, Z 2 , ... , Zm) - AC(z1, Z2, ... , Zm)· 

),, es el multiplicador de Lagrange y su valor se obtiene conjuntamente con 
los valores de z1, z2 , ... , z,., que minimizan (o maximi zan) F condicionada a 
G. Para obtener la solución dcseadu, se deriva H respecto de z1, z2, . . . , z,. y ).. , 
Igualando a cero todas estas derivadas. Esto da como resultado un sistema d:: 
(nz + l) ecuaciones con (111 + l) incógnita s . Su solución proporciona las condi
ciones (ne..:esarias) de primer grado; !ns condiciones de segundo grado, que 
nos dicen si la solución es un m,íximo o un mínimo, no las vamos g exponer 
aquí.'2 Una aplicación muy conoc ida dd método de los multiµlicadon.:s de 
Lagrange a ía economía es la correspondiente a l problema de la maximización 
de la utilid ad , condi cionada a la r~stricción ck baiancc .13 

Pasemos ahora ¡¡ f problema concreto ele minimizar u2"f.a/, condicionada a 
:Ea, = 1. En este prob lema, la función F que queremos minimizar es 

/ ' ( I ) O 
2 

" (1
2 a 1,a',l , · · .,,11 ·"- L í, 

' 
y la restricción G es 

G(a1 , a, , . . , a . ) ¿a, - l . 
1 

11. Véase, por ejemplo, Yamanc, op. cil .. pp. 1 l h-20. 
12. Véase, r or ejemplo, ibicl .. pp . 345-48. 
13. Véase, por ejemplo. M. Fricdman. l'ri<'e Th ~ory . C hica go , Aldinc. 1962 . p . 40 . 
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~'f'J 1cndo el método de los multiplicadores de Lagrange, fonnoremos la ecuación 

>.[¿ a, - I] . 
1 

Los condiciones de primer grado son: 

(6.14a) o!-f 
-=O 
0 0¡ • 

o, en forma explícita, 

(6.14b) 

o!-f 
-;¡--= o, ... , 
ca2 

o!-f 
-=0 
ªª· . 

2a1o 2 - ,\ = O, 

2a2o 2 
- ,\=O, 

2a.u2 
- ,\ = O; 

-[¿ a, - 1] = O. 
1 

oH = O 
i),\ 

' . 

Tenemos pues (n + l) ecuaciones con las incógnitas a,, a,, ... , ª" y >... A partir 
de las primeras n ecuaciones obtenemos 

,\ ,\ 
202 ' • • • • ª• = 2a20 

Y sustituyendo en la última ecuación tenemos 

o 

Y. por tanto, 

_ r~ _ ,1 = º 
2a2 

' 

1 ª· = ;; · 
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Estas son, pues, las constantes que harán que µ sea it»esgada y su variancia 
sea mínima. Sustituyendo estos valores de a1, a2, .. . , ª" en la fórmula de µ 
de la ecuación (6 .11) obtendremos 

,1 ,, -
p. = ¿ - X, = - ¿ X, = X . 

:, 1 n n t 

En otras palabras, el ELIO de la media de la población es la media de la 
muestra. Además, si sust ituimos los valores de a1 en la fórmula de la variancia 
de µ. que aparece en la exp resión (6 .12) obtenemos 

(
1 ) 2 ( 1 )2 (12 

Var(p.) = "2 ~ ñ = ª 2" ñ = ,i' 

que es la conocida fórmul a de la variancia de la media de la muestra . 
Los estimadores lineales insesgados óptimos pueden considerarse un caso 

especial de los estimadores lineales ponderados que minimizan el error al 
cuadrado (ELPMEC) a los que llamaremos O* y que se obtienen minimizando 
la expresión 

[w Var(O•) + (1 - w)(Sesgo de o•) 2). 

en la que w es un factor de ponderación predeterminado con valores O ::5 w ::5 1. 
Si hacemos 1v - O obtenemos el ELIO. Muchos valores de w quedan «pro
hibidos » porque dan lugar a fórmulas que incluyen parámetros desconocidos . 
A modo de ejemplo, consit.lcremos un ELPME(; de la media de la población 
cuando 1v = 1 / 2. Este estim ador es 

µ• = ¿ a,X,. 

' 

en la que las constantes a1, a2, ... , a., deben tomar unos valores que minimicen 
la expresión 

1 
2 [Var(µ•) + (Sesgo Je µ•) 2

]. 

ES 11Mt.CION 

, •• . • 11 c,u !, \c,cmc , w = t / 2 , ello implica que <lcscnmos minimiz.nr la 
~. ·• ~~ ~ - .:,· / orur ¡¡/ cuudriJdo de 11 • . La fórmula resultante es 

• - [ 11µ' ] X 
µ - 11µ 2 + a 2 ' 

Jo cual indica claramente que µ* no puede considerarse como un estimador, ya 
que µ2 y c,-2 no se conocen. Sin embargo, como para todos los valores de µ2 y rr 
di stintos de cero, 

nµ2 
nµ2 + ª2 < 1, 

podemos ver que el valor del estimador lineal de µ que minimiza la media 
del error al cuadrado es menor que X, aunque , naturalmente, no podemos saber 
en qué medida . 

Conclusión 

Con esto damos por finalizada In consideración de los métodos de es timación 
e este nivel. 1-kmos dedicado nuestra utenclón a cuatro métodos bás icos y en 
capítulos postetlotes desarrollaremos métm.los ud!cionalcs, pero , sin embat
go, los métodos que hemos estudiado proporcionan la base de la mayor parte 
(o la totalid ad) de los m6todos restantes. Hemos ilustrado la utilidad de estos 
cuatro métodos apl icándolos a l problema de la estim ac ión de la media de la 
población, y todos ellos nos han proporci onado el mi smo es timador, es dec ir, 
la medi a de la mu es tra. Este re sultado es realmente tranquilizud or, pues to que 
ya sa bemos por la sección 6.1 que la media de la muestra posee todas las pro
piedaues óptimas como estimador de la media de la población . 

6.3 Intervalos de confianza 

Vamos a considerar ahora el problema de la precisión de un estimador. Supon
gamos que es tarnos interesados en un parámetro O de la población, para el que 
poseemos un es timador é. Suponga mos también que Ó posee todas las propie
dades óptimas de un es tim ador e incorpora todo nues tro conocimiento respecto 
a b ]?ob lación en cues tión . Como este conocimiento no es completo, al uti
li zar O en lugar de O estaremos cometiendo un cierto error. El problema que 
se plantea es cuál es el tamaño de es te error y, en este contexto, hablaremos 
de la preci sión de un estim ador. Es decir, Ira~ haber obtenido el mejor esti
mador que se puede construir , d ado nu estro li mitado conoc imiento, pode
mos es tnr interes::i dos en sa ber lo bien qu e es te estim ado r va a fun ciona r . 

- - ··--- - ~ ..... - .. . ~,r,-·- 1~ ·a;."" ·-r., ... -·~· .. • •· •··· · • ....,. - •••• • •• - · 
·,·- ·· · 
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La respuesta está obviamente relacionada con la dispersión de la distribu
ción muestra! del estimador. Si esta dispersión es pequeña, una proporción 
grande de las estimaciones se encontrará en un pequeño intervalo en torno 
al verdadero valor del paní metro ; si la dispersión es grande, esta misma ,pro
porción de estimaciones se encontrar::í en un intervalo mayor. Por tanto, el 
grado de prec isión de un es timador podría med irse por la desviac ión stan
dard de su di strib ut: ión mue stra), es decir, por su error standard. En la mayor 
parte de los casos pr.íctico~. no se conoce es te valor, pero es posible estimarlo 
del error standard calcu lado, junio a l val or del est imador . Este error standard 
en econorn<:lría se ha conve rtido en una práctica casi común la presentac ión 
del error standard c.:a lcul ado, jun to a l v:.ilo r dél es tim ador . Este error standard 
aparece generalmen te entre paréntesis, debajo del valor del es timador, es 
decir, 

Cuando conocemos la forma de la distribución muestra! del estimador, 
existe un método más sistemático y explícito para indicar la precisión ele dicho 
estimador. En este cas0, es posi bl e construir los llamad os intervalos de confian
za para el parámetro de la población. Pode mos explicar con mayor c la rid ad 
este concepto de inte rvalos de confianza haciendo referencia a l análi sis de la 
contrastación de hipótesis efect uada en la sección 5.1, y tomnndo como ilus
tración el problema de: est inrnr In med ia de una población norm al. En es te 
caso, usa mos como es timad or la media de la mues tra X, que posee todas las 
propiedades óptimas. Sabemos que , si la población norm al en cuestión ti ene 
un a med ia [l y una vari ancia (]'2, la d is tribución de la media de la muestra 
se rá también un a normal con media ¡t y varian cia (a'/11), es decir, X - N 
(11 , rr / 11). Por tanto, 

..\' - f' 
- - - ~· N(O, 1) , ..;-;;,7~ 

en la que N (O, 1) es la distribución normal tipificada, cuyas áreas se han calcu
lado y tabulado (ver Apéndi ce D). Con este conocimiento, podemos efectuar 
ciertas afirmaciones de tipo probabilístico, que, a su vez, nos permitiriín cons
truir los intervalos de confianza para µ . 

El lector recordará que, cuando la variable tiene una distribución normal 
tipificada, el 95 % de sus valores se halla comprendido en el intervalo - 1,96 
y + 1,96. Es decir, podemos escribir 

(6.15) X - I ' P(- 1.96 s - ---==- ~ + 1.96) = 0.95. 
\! a'/n 

ESTII.I.A.CION .u, 

1 , . , ,: ,r::,~'1 ún implica que el 95 % de las muestras el\tra!das . de una po
t : • . ,,.,1 n, .rma l con media µ y variancia cr tendrán una media X tal que se 
e ur.1pli ní que 

(6 .16) -1.96 
X-µ 

$ --- $ 
,/ 0 2/11 

+ 1.96 

Si multiplicamos todos los miembros de esta desigualdad por v'?ln, obtep
dremos 

- 1.96Vo2/ 11 $ (X-µ)$ +l.96 V o2/ II. 

Restando X a cada uno los términos, obtenemos 

-1.96Va2/11 - X $ (-µ) s; +l.96Va2/11 - Á'. 

Y, por último, multiplicando por -1 e invirtiendo los signos, se obtiene 

(6.17) x - 1.96 va2/n s µ s; x + 1.96va2/11 . 

La expresión (6 .17) recibe el nombre de intervalo de confianza del 95 %, 
para la media de la población µ . La probabilidad de que este Intervalo com
prenda a la ve rdadera media es igual a 0 ,95. Ello significa que, si se obtu\llese 
un número infinito de muc:stras de la pobl ac ión que estamos considerando, y 
se calculase el intervalo de confianza para cada muestra, según ia exp res16i'l 
(6.17), el 95 % de estos intervalos ·comprendería a ia verdadera media ·¡1. . Esta 
medida del «95 % » representa nu estro grado de confi:mza ·de que el intcrva1o 
-construido en base a una muestra determinada- incluya a la verdadera me
dia rle la población . Obsérvese que no podemos decir que «la probabilidad 
de que µ esté comprendida en el intervalo considerado es 0,95,., ya que p. es 
un valor fijo y no una variable aleatoria. La única afirmación de tipo proba
bilístico que se puede hacer respecto a µ es que µ tornará su verd adero valor 
con una probabilidad 1, y todos les demás valores con probabilidad O. Sin em
bargo, los puntos extremos del intervalo -y, por tanto, el propio intervalo-
son alea torios. 

Naturalmente, al establecer un intervalo de confianza, podemos elegir el 
nivel de confianza que deseemos; sin embargo, debernos consta tar que cuando 
mayor sea este último, más amplio será el intervalo correspondiente y, por 
tanto, la información acerca de la preci sión de l estimador será de menor uti
lid: ,J. l'ockmus ver este hecho con~iderando el c:iso extremo en que el nive l 

··- - ---- - ·~~----· ... ..... ,-,:: · ,.... ......... ,., 
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de confianza es el del 100 % . En este caso, el Intervalo de confianza corres
pondiente, obtenida a partir de un estimador que se distribuye normalmente, se 
extiende entre - oo y + 00, lo cual, obviamente, no nos proporciona informa
ción alguna acerca de la precisión del estimador. Por otra parte, los intervalos 
de confianza más estrechos irán asociados a niveles de confianza más peque
ños. El problema que hemos planteado aquí es muy parecido al correspondiente 
al nivel de significación en el contex to de la contrastación de hipótesis. En 
ambos casos , un a solu ción común consiste en utilizar los niveles utilizados 
más a menudo por ot ros Investigadores. En el caso de la contrn stación de 
hipótesis se señaló la ex isttnci a dt dos niveles J e sign ificac ión utilizados co
ttien tcmente, el 5 % y el 1 % . De forma similar, para los intervalos de 
confi anza, los dos niveles corrientes son el 95 % y el gg 'ló . El intervalo de 
confi anza del 95 'lé, para la media de una población normal -cuando se uti
liza X como estimador- se indicó en la e:,;presión (6 .17), y el intervalo de 
confianza del 99 % es 

(6.18) X - 2.57 V a 2/ n :,; f' :,; X+ 2.57 V
1
a 2/n . 

Para construir este intervalo hemos utilizado el hecho de que el 99 % de los 
valores de la distribución normal tipificada se hallan entre -2,57 y +2,57. 

El intervalo de confianza de la expresión (6 .17) se ha obtenido a partir 
de una ¡¡firmaclón de carácter probabilístico ucercu de la distribución nor
mal tipificada. Concn:tamente, hemos utilizado los puntos límites - t ,96 y 
+ 1,96. que contienen el 95 % del área total. Estos ; ,untos límite no son los 
únicos que podemos hallar , ya que o tros límites contienen también un 95 % 
del drea, como, por ejemp lo, - 2,10 y + 1,85 o - 2,20 y + 1,80, en tre otros. 
La diferencia es que el intervalo comprendido entre - 1,96 y + 1,96 contiene 
la porción cen tral del ún:a, ya que delimita un 2,5 % del án:a en cada ex
tremo de la distribu ción, mientras que los dcmú s intervalos son asimétricos. 
El hécho de que d intervalo com prendido entre - 1,96 y + 1,96 sea simétrico 
implica que es el intervalo más corto de entre todos los interva los que con
tienen un 95 % del área. Esto, a su vez, significa que el intervalo de con
fia nza del 95 · % resulta nte es menor que todos los demás intervalos con el 
mi smo nivel de confianza. Se puede obtener la misma conclusión respecto al 
intervalo de confianza dd 99 % obtenido en la expresión (6 .18) . Naturalmente, 
para cada nivel de confianza, es más deseable un intervalo pequt::ño que otro 
mayor. 

EJEMPLO. Como ejemplo numérico, consideremos el prob lema siguiente . Supon
gamos que queremos construir un intervalo de. eunfianza del 95 % para la media 

ESTIMACION 

6 h tomado U na mu..-,tra de 400 observaciones, oble-JoC .\ _ ,'l.' ( ~l· 1 ) y que emo,; 
n , r. J,> _. = 99 _ En e,tc caso. el intervalo de confianza del 9S % es 

o 

99 - 1.96 V t6/400 $ µ $ 99 + l.96 V l 6/400 

98 .61 $ µ $ 99.39 . 

b decir, la probabilidad de que el intervalo comprendido entre 98,61 Y 99,19 t~n, 
tenga a la media verdadera es 0.95 . Obsérvese que, en este ca!O, el lntt:tv~lo, de 
confianza del 99 % es 

o 

99 - 2.57 V l6/400 $ µ :s: 99 + 2.57"' 16/400 

98.36 :s: µ $ 99.64 . 

Es posible que el lector haya observado la simili_tud entre los i~t,ervalos 
de confianza para la media de una población , y las regiones de aceptac10n para 
una contrastación respecto a la media de una población. Consideremos estas 
similitudes en forma explícita. Supongar.1os, por ejemplo, que estamos inte
resados en una variable X - N(µ. o-2) y que queremos contrastar la hipó
tesis nula 

contra la alternativa , 

!Y - 11• 0 
- 11.96 s --- s + '1:96 . ,/ a2/ n 

Que puede escribirse también en la forma 

X - l.96 V a2/n S µ 0 S X+ l.96 V a 2/n. 

Comparemos ahora esta expres1on con el intervalo de confianza del 95 % 
para una población de medi a µ, obtenido en la expresión (6.17): 

.f - ) . 1/(1 \ a" /11 :. ¡1 <; .\' --,- 1. 9(, \ ·~"/11 , 
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La conclusión es que el intervalo de confianza del 95 % es simplemente el in
tervalo que contiene todas las hipótesis acerca de la media de la poblaci6n (es 
decir, las JJ-0) que serían acep tad as en una contrastnclón de dos extremos con 
un nivel de significación del 5 % . Puede obtenerse un resultado s imilar en rela
ción con d interva lo de con fian za <l e! 99 % y la contrastaclón de dos extremos 
con un nlvd de s ign ificación del 1 % . La difere ncia entre regiones d e acepta
ción e intervalos J e confi ,mza corresponde a la di fere ncia entre cont ras tación 
tic hi pótesis y estim aciLín : ·· en un caso, efectuamos una afirmación re lativa a 
la pob lación y comprobamos si la evi dencia p roporc ionada por la !nuestra la 
contradice o no; en el o t ro, la po blación se toma como un Interrogante que 
tenemos que resolver a través de la muestra. 

H asta aquí hemos supues to que, a l construi r los inte rvalos de confia nza, 
utilizamos es timadon::s que posee n las propiedades óptimas . Al estudiar los 
intervalos Je confianza para la media de una población no rmal, se tornó corno 
estimador la media de la muestra, que sa ti sfa ce dicha co ndición. Vamos a ocu
p:irnos a hora de la dcseabi lidad de es tas propieJad l:'s óp timas para la cons
trJceión de inte rvalos de con{i :1 nza. En primer lugar , si el est imador en c ues
tión es tuvi ese sesgado y no se conociera la magnitud de este sesgo , el nive l d e 
confian za cstab h.: ci do sería incorrec to. Es to se puede d emos trar fá c ilme nte 
su stituyendo X en las expres iones (6. 17) o (t,.18), por (X+ L/), siend o B el sesgo 
cuyo valor no conocemos. Es ev iden te que e l intervalo obtenido utili zando 
(X+ B) corrl~s ponde a una afirmación de carác.:tn probab ilístico distinta d c la 
del intervalo en el que sólo a parece _x· (sa lvo en e l caso de q ue /3 = O) y, 
por t:mto, es tos dos intt:rv:!los se ca rac tt::ri za n po r unos ni ve les de confi a nza 
distintos. En segundo luga r, si e l es timad or es in sc~gado, pero no es efic ien te , 
el inte rva lo de confianza es más am¡., lio que en caso d.! quc sea efici ente. Esto 
deriva dd hecho de que la variancia de un es tim ado r indici ente es mayo r 
que la de un estimador eficiente , lo cual «empuja» hacia afuer a los puntos 
límites del inte r va lo de confianza. Po r último, la con siskll<.: i;i del e rror a l 
cuadrado ga ranti za que, a l aumentar el tama ño d<.: la mm,stra , d int cry:iJ o de 
confianza se reduce cada vc.: 7. más y qm: , e n d lími te, se conCl: 11t ra por com
pleto c n d pun to corrcspo ndi cn tc al verdadero va lor ,k l par;Ífllclru. 

En este a ná li sis Je los interva los <l e confian za, hemos uti lizado a m odo 
de ilu strJc.:ión d problema de constru ir los intervalos de confianza par:i la 
media de una po blac ión no rmal con variancia conocida. En l:1 prüctica, son 
muy pocos los c.isos en los que se conoce es ta variancia de la población y, 
por t3nto, es prccbo es tim a r'3 a panir de la m uest ra. Ya hemos obti.:n i<lo ante
riormen te un cstima<lor insesgado J e <r , cuyri fórm ula indicada en la expre
sión (5 .ó) es 

Y,.fQI'·"'' ............ ,, 

" '\' ' 

1 
/ ( .. \ ' " -· -f a, } 

A.:.:::~,. t.>!"Cmu~ tnmbién por la 1:xpr-.:~ión (~ .9) que !!.I 

se cumplirá que 

{X - 11) 
\ I 52¡» 

N(O, \), 

EST1MACION 

en la que t._1 representa lí1 tJistribudón t ron (tt-1) ~ntt!t)s t!e libettatl. E!iltl 
nos permite efectuar ta siguiente afirmación: 

(6 .19) P[ x - µ J _ ,n. - 1, a,2 $ ~ < +r \!'s2/II - •-1,a/Z 1 - 11, 

en la que t" _1 , ,1, indica el valor del estadístico t con (n - 1) grados de llbettnd 
q_ue ?elimita una parte a./2 del área de la distribución t en cada extremo. Et 
termmo ( 1 - a.) representa el área comprendida entre los puntos - t y 

+t"_i, ª'' A partir de la expresión (6.19), podemos construir un inte;~~ti
1
de 

confia nza para ~l al nivel de con!ianza que deseemos . Por ejemplo, el inter
valo de confianza del 95 % es 

(6.20) X' - r, .. 1 . 0 .02 ,, v 's"/n :5 1, _< X + t , 152¡,-, 
" n - 1 , o. 025 , 

EJEMPLO. Como ejemplo numérico, consideremos el problema de con\ttuir el 
tntc r,a lo de confianza del 95 º.' pa ra la medi'a 11 .,,. v N( ') b. d 
, , 

0 u~ .... - ¡1, rr sa 1en o que 
,\ '."' 20, s

1 = 100 Y 11 ,.ce 25 . En este caso, el valor de r
14

, 0,025 es 2,064 y, por tanto, 
el tn!crva fo de con fi a nza det ')5 ~'., para 11 e~ 

o 

20 - 2.064 \ ' 100/ 25 .:S µ .:S 20 + 2.064V' J00/ 25 

15 .872 .:S /1 .s 24.128. 

De forma similar. podemos constru ir lus interval os correspond iente!! 111 nivel de 
confi :u ,,.a de l '19 ;,~ o a cua lqu ier otro nivel que podamos desear. 

Esta idea de intervalo d e confianza, que he mos desarrollado respecto n la 
m,·,ki d e una pob l~ción norm al, se pu t!dc utili za r d e forma general en relación 

cua lqui e r para me tro para e l que dispongamos de un e stim ador con di s-

i 
¡ 
~ 
i 
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tribución muestra! conocida. Por ejemplo, podemos construir un intervalo .de 
confianza para la variancia de una población normal, ya que sabemos que 
[(11- l)s2/ o-2J tiene una di st ribución ji-cuadrado con (11- I) grados de liber
tad. En nuestra expos ición hemos considerado los intervalos de confianza como 
un proced imi ento para med ir formalmente la preci sión de un estimador , pero, 
sin embargo , el punto de vista alternativo y más tradicional consiste en 
considerar los intervalos di. confianza como un tema más o menos se parado 
que se estud ia baj o el títti lo de «es timac ió n por ink, v:i los» , d ifcrcnc iúndolo 
de la «es timación por puntos » que es e l tema de las secciones 6 .1 y 6.2 . No 
hemos segu ido es tc enfoq ue tradi cional, porque la relación en tre la «es tima
c1on por pun tos » y la «cs ti mac ión por interva los» es tan cstrccha que la 
separación resulta artificial. 

E.IERCICIOS: 

6-t. Sea X - N(µ. cr2) . Considére nse dos mues tras a lea torias independientes de 
~bse rv~~ iones de X . Los tam años de las muestras son 11 1 y 11 2 , y las medias 
X, y X 2, respect ivam ente . Se proponen dos estimadores de la med ia de la 
po blación : 

p 

¡l 

1 - -
2 (X1 + x ., ). 

11 ,X, + 112 X2 

11¡ + 112 

Compara r las propiedades de estos estimadores . 

6-2. Sea X - N(µ. cr2) . Considé rese el siguiente est imador de la media de la po
blación , ob tenido a partir d e una mues tra a lea tor ia de II observaciones de X : 

P.=X+ª 
n 

en la que a es una constante finit a. 

a. ¿Cuál es la med ia a5intó tica y la varia ncia asintótica de p.? 
b. Demostrar que fi es consistente y asintó ti ca mente eficiente. 

6-3. Sea X el número de aciertos en una muestra de ta ma ño 11 . Suponemos que 
las observaciones son independientes . D os estimadores de la proporción de 
aciertos en la muestra, n. son 

ir 

X 

11 

(X + 1) 
T,;+i¡' 

Estudiar las propiedades de est os esti madores. 

t:iW vri5ttttrk's w ·s 11·rsi"'f'iZi ·et :!ME 

~ -

f>-5 . 

6-6. 

1:.ST IMACION 2:u 

l ' " '"'krt:,c un dado con k cara,. numc,rada, l. 2 .. . .. L ~ lan r.a el dado y el 
11 11 11 ,.·r,, m:h alto <4uc apar~-c..- ..-, 'l . En ha.,., a .,.;ta ob, crvación . obten"r la 
c,t,m;ic1tin maximovcrosim,1 de k , y la func ión de verosimilitud . 

S.:a X una va riable aleatoria con media µ y variancia a 2. Obtener un cstima
J or linea l d e 1.1, ¡t, tal que 

Var(µ) + (Sesgo de 1• \ ' 
0 2 ,,_ 2 

sea mlnima . 

Sea X _ N(µ, t:r2). Cot1sidéret1se los dos estimadores sl~U!et1tes tle &Í: 

C om¡,rdba:r •qüe 

.a. Va·~(6'2') < Y.ar~(~~, 
'h. 'MIEC(6'21J < M 'l:.""'{}(; 2~ ; 

1 n - > {X, - X)2 , 
n ,"',;;; 

c. u-m'hos cstrmadares -san ·cans•is~en'tes. 

(Ténga~c ·en menta ·que: Va'!'(a2) = 2 cr'tn-1)/n2) 

.' 

6-7. A partir de una población normal se han obtenido las 20 observaciones si
guientes: 

0.464 0 .137 2.455 -0.323 
0.060 - 2.526 -0.531 -0. 194 
1.486 -0.354 -0.634 0.697 
1.022 - 0.472 1.279 3.521 
1 .394 - 0.555 0.046 0 .321 

a. Obtener el intervalo de confianza de l 95 '1/0 para la media de la población. 
h. Representa r grifica men tc la funci ó n Je veros imilitud de la media de la 

pohlación. y la est imación M V de (J.· 

1 

1· 
1 

1 
! 
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t v .1j r,• (,...! <.e, ; ... . • ... . •: n ;~ '. c: , , Je 1:1, f., tn il1 :a, rc"J<-ntc!I. en lkb1r Hilh 
(NOTA : La estimación MV de µ no depende de a 2 y, por tanto, para la r~
presentación gráfica podemos tomar un valor de a1 que sea conveniente, por 
ejemplo, la unidad.) 

6-8. La empresa Air Conditioning Maintenance and Repair Co. considera la po
sibilidad de establecer una sucursal en Belair Hills. Supóngase que el lector 
se ha comprometido ,a efectuar un estudio a través de una muestra para es
timar el porcentaje de familias de esta comunidad que utili zan aire acondi
cionado. Las condiciones del contrato entre el investigador y A.C.M.R . son 
las siguien tes: 

I . Los límites de confianza requeridos para la proporción de la población 
wn de l 95 1~. 

2. La muestra utili zada como base para la estimación debe ser estrictamen
te a leatoria y contener como mínimo 30 familias . 

3. El investigador recibirá 500 dólares, menos l() dólares por cada unidad 
(en términos porcentuales) del intervalo estimado de la proporción de la 
población ; por ejemplo, si se obtiene que, con el 95 % de confianza, la 
proporción de la población está comprendida entre 0,4 y 0,6, se recibirá 
500- 10 (60-40) = 300 dólares. 

En la invest igación preliminar se ha descubierto que el coste de obtener in
formación muestra! es de 2 dólares por familia ir>cluida en la muestra. Los 
resulta dos de las ent revistas efectuadas con las fami lias incluidas en la mues
tra se pueden obtener a través dd «censo» de 13elair Hills que se presenta 
en el cuadro 6-2 . Hay 250 familias, cada una de las cuales ocupa una casa; 
las que tienen aire acondicionado son las que tienen una seña l al lado. (NOTA : 
el intervalo de conf ianza del 95 % para la pr..., 1, orción de aciertos en una 
población finita, cuando la muestra es grande, es 

I. 96)"º - ,r) J /\/ - 11
' 

11 N- 1 

en la que n = tamaño de la muestra, y N = tamaño de la población.) 

a. Efectuar un informe completo dirigido a A.C. M.R., descril.Jicndo la téc
nica utilizada para selecciona r la muestra, y el método de estimación, 
presentando también los resultados . 

b. Presentar la factura para A.C.M.R . 
c. Calcular la remuneración neia obtenida por el trabajo realizado. 
d. Presentar un resumen de una carta dirigida a un amigo con el que se 

pretende formar sociedad , explicándole la forma ingeniosa con que se ha 
aplicado el pr incipio de max imi zación del beneficio en el trabajo para 
la empresa A.C.M.R . 

1 .J" 1 

¡,. 

'" " 

1 ' 
2 
3 / 
4 1 
5 
61 
7 
8 
9 ,¡ 

10 
11 ./ 
12 ./ 
13 ./ 
14 
15 ./ 
16 
17 
18 
19 ,¡ 
20 ,¡ 
21 
22 
23 ,/ 
24 ,¡ 

25 ./ 
26 ./ 
27 ./ 
28 ./ 
29 ,¡ 

30 ./ 
31 
32 ,¡ 

t .:a!'l ll ·-- --, .11:l i · l · ;1tn 1· 1:am~----¡ J llll · 

tia 11:i lia l i;.1 lia 

N ." N : • N ..... ',i u N.v 

33 65 96 127 158 
34 I 661 97 I 128 I 159 I 

35 67 98 129 J 160 I 
361 68 99 130 J 161 
37 I 691 100 131 162 
38 70 I 101 132 163 
39 I 71 ,¡ 102 ,¡ 133 164 J 

40 ,¡ 72 103 134 165 ./ 
41 ./ 73 104 135 166 J 

42 74 ,¡ 105 136 167 ./ 
43 75 106 137 ,¡ 168 ./ 
44 76 107 ,¡ 138 169 ,¡ 

45 77 ,/ 108 139 170 ,¡ 
46 ,¡ 78 ./ 109 ,¡ 140 171 ./ 
47 79 ,¡ 110 141 172 
48 ./ 80 111 ./ 142 173 
49 81 112 ,¡ 143 174 ,¡ 

50 82 113 144 175 
51 83 ./ 114 ,¡ 145 ,¡ 176 
52 84 115 146 177 
53 85 ./ 116 ./ 147 ./ 178 ./ 
54 86 J 117 ./ 148 ./ 179 
55 87 118 149 180 
56 J 88 119 ./ 150 ,¡ 181 
57 89 120 151 182 
58 ,,1 90 121 ./ 152 183 ,¡ 

59 ,¡ 91 122 ./ 153 ,¡ 184 
60 92 ,¡ 123 ./ 154 185 
61 ,¡ 93 ,¡ 124 155 ,¡ 186 
62 94 ,¡ 125 156 187 
63 95 ,¡ 126 157 188 
64 ,¡ 

l ~mi- t"ami-
lia l iu 
N .º N: 
189 220 
190 221 
191 222 
1921 223 
193 224 
194 n~1 
195 ,¡ 226 
196 227 ./ 
197 ,¡ 228 ./ 
198 229 ./ 
199 ,¡ 230 
200 231 ./ 
201 232 ./ 
202 233 ./ 
203 234 
204 ,¡ 235 
205 236 
206 ./ 237 ./ 
2071 238 
208 239 
209 ,¡ 240 
210 241 
211 242 ,¡ 

212 243 
213 244 
214 245 
215 ./ 246 ./ 
216 ./ 247 
217 ./ 248 
218 249 J 

219 250 ./ 

.. 
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SEGUNDA PARTE: Capitulo 

TEORIA ECONOMETRICA BASICA 7 
Regresión simple 

.' 

La teoría económica se ocupa fundamentalmente de las tehidt>nes ent~ Vl\
riables. Las relaciones de oferta y demanda, las funciones de costes, lms tle pft)
ducclón y muchas otras son famíllah!s a todo estudiante de economía. En rta
lidad, todo el cuerpo de la teotía económica se puede consldetat como una 
colección de relaciones entre varíables.1 Como ya se señaló eh el capítulo t. 
la econometría se ocupa de la contrastación de las pí:oposíciohes teót·icas in
corporadns en estas relaciones y de la estimación de los ¡iahímetros qUé apa
recen en ellas. En esta segunda parte se estudia rán los distíriios inétodos qUe se 
pueden Utílízcir para reali za r esta tarea , y los problemas qUe se p!arireatl al 
hacerlo. En este capítulo estudiaremos el caso más sencillo, correspondiente á 
una relación linea l entre dos variables susceptibles de mcd icíón, y los capítulos 
posteriores se ocuparán de los casos más complejos . 

7.1 Relaciones entre variables 

Una forma apropiada para iniciar el análisi"s 'Coniiste ·en de'fin~r \os i'úieVó's 
conceptos con los que vamos a opetar. i[)efinimos una reiación enrre las 
variables X e Y como el conjunto de 'todos los valores de X e Y caracterizados 
por una ecuación determinada. Por ejemplo, si la ecuación que la caracte
riza es 

y = a ·+ f3x, 

en la que a y í3 son constantes, la relación entre X e Y es el conjunto 
{ x, y} form ado por todos los valores posib les de X e Y que satisfacen la ecua
ción. Generalmente, la iorma de la ecuación que la caracteriza da el nombre 

\"rr. p...i r q:mr l.i , 11 .• u t ·\ ~.:;~ w l· I:- , :1. J , ,: ,•:d,11:1111~ u j / l'l'llomic Anu/ysis. Cam-
\ 1,. , l i. 1:\.1r.l l 111, . r · . ;~ 1'1,.: ~,. ¡q.¡ 7_ 
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a la relacl6n correspondiente : una ecuación lineal describe una relación lineal 
una ecuación exponencial describe una relación exponencial, etc. El concepto d~ 
relación está estrechamente unido a los de dominio y recorrido. Si una rela
ción entre X e Y se caracteriza por la ecuación y = f( x), el dominio de esta 
relación es el conjunto de todos los valores posibles de X. y el recorrido es el 
conjunto de los correspondientes valores de Y . En la práctica, las relaciones 
se describen gencralmcpte por medio de la ecuación que las caracteriza, y el 
dominiu y el recorrido no se indican explícit amente, au nque están implí
citos en ell a. 

Las relaciones pueden ser estodsticas o de terminísticas . Una relac ión en
tre X e Y es determi11ís!ica si a cada el emento del dominio Je corresponde 
exactamelllc un elemento del n.:corrido . Es decir, una re lac ión entre X e Y ca
racterizada por la ecuación y = f( x ) es dctcrminística si para cada valor de X 
sólo exisll! un com.: , pondie11te valor de Y. Sin cn1bargo, las l'ariables X e Y pue
den ser amhas no estocásticas (es decir, pueden tomnr valores totalmen te 
control ables o füsccptiblcs de predicción), o arnbas es toc.ís ticas. Ello signiftc:1 
que una relación puede ser determinística (no e:;tocástica) , aunque las dú.s 
vari abl es que aparecen en elb sean c, toc:b ticas; sin embJrgo, si fo s dos va
riablt.:s son estocástica:, y In relación es dcterminística, !,, di stribución de Y 
condicionada ¡¡ X es degenerada (ve r pftg . 190) . Por otra par le, se dice que 
una n.:l ac icín tntre X e Y es estocástica si p,,ra cada val or de X existe una 
di stribución c.k probabilidad de valores de Y. Por t:rn to, para cada va lo r deter
minado de X, la va riable Y puede tomar, en es te; caso, a lgú n valor dete rmi
nado -o hallarse t:n el int erior el..: cie,tu intervalo- con una p1obabilidad 
mayor que ce ro y menor que uno. 

Con el fin de ilustrar esta distinr.ión en tre reL...:iones estodsticas y deter
minísticas, supong,1111os que llevamo.s a cabo una serie de ex perimentos para 
determina r la demanda de manzan as Mackintosh ¡¡ di stin tos precios. Sea qt '"' 
= cantidad de manzanas vend ida:; en el momen to t, y pt = precio en centa
tavos. Las n,am.a nas se pusieron a la ventn a un precio dctcrmin ,1do en cada 
ocas1on en que sc reunto la cbse durante d trimestre . A l final del trimestre , 
los resultados pueden ser los sigu ientes: 

p, '" 
2~ 1 
20 3 
15 5 
10 7 
5 9 
O 11 

J 
'
-•.un1lr en forma de una •ecuación de demnn-t , · . .., f"("t ·.1 '. : .)..! ~.., ~ l"UC en '-" 

~ • .Jcl r-:,v-Jü ~1¡;u1cn tc: 

q, = 11 - 0 .4p, . 

F n otc caso, la relación entre el precio y la cantidad es tal que en todo, 
~omento en que las manzanas se ofrecieron a 25 centavos cada una, sólo .se 
vendió una de ellos. En todos los casos en que el precio fue de 20 centav,o:5, 
se vendieron 3, etc. Esta relaci6n es determinística, pue, to qu_e a cada ~recto 
1 corresponde siempre una sola cantidad de manzanas ve.nd tdas. Cons1dere
~os ahora otro conjunto de resultados (cuadro 7-1) . La «ecuación de demanda» 

debe escribirse ahora en la forma 

q, 11 - 0.4p, + € 1. 

Cuadro 7-1 

p, q, 

{ o manzanas 25 % de las veces 
25 1 marzana 50 % de las veces 

2 manzanas 25 'X, de las veces 

{ 2 manzanas 25 % de !as veces 
20 3 manza nas 50 'X, de las veces 

4 m anzanas 25 % <le las veces 

{ 

10 manzanas 25 % de las veces 
O 11 manzanas 50 % de las v~s 

12 manzanas 25 % de las veces 

en la que E, es una variable aleatoria con la siguiente distribución de proba
bilidad, sea cual sea el precio especificado: 

€1 f(,,J 

- 1 0.25 
o 0.50 

+ 1 0.25 

1. 00 

~---- - --~~-- --
~ -)'"'T""" _ ... . .... . . ,---.-;:~-:-·--,· ~ · -::::=r~- - ~·· · ····· - ~~- . -
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Generalmeñte, esta variable recibe el nombre de perturbación aleatoria, de
bido a que «perturba» una relación que, de lo contrario, sería determinística 
(una expresión alternativa para E, es «término de error aleatorio»). Esta última 
relación es es tocás tica , ya que, debido a la presencia del término de pertur
bación , hay varias ca ntid ades demandadas <listintas correspondientes a cada 
precio, y cada cantida<l ti ene una probabilidad determinada . En la figura 7-1 se 
muestra una represent ac ión grá fi ca Je estas <los relac iones. 

12 Relación 12 -
Relación 

10 - cJctcrminlsll cn 10 es tocástica 
"ti o "O o 
"' 8 ,ti 8 - o o 
:!! o o 

" 6 -~ 6 o o 

"' o 
" o u 4 u 4 - o 

' 
2 

o 
2 

o 
o o 

_j_ 1 '? 
o 5 10 1 5 20 25 o to 15 20 25 

Precio Precio 

Figura 7-1 

Estudiemos ahora la dependencia entre las dos variables que aparecen 
en una relación . En primer lugar, tomemos una relación determinística ca
racterizada por 

Y= f(x) . 

En este caso, si /(x) no es constante para todos los valores de X (es decir, 
si /(x) no es constante para todos los elementos del dominio), diremos que 
Y depende funcio nalmente de X. En otras palabras, se considera que Y depen
de de X si un cambio en X implica un cambio en Y, al menos para algunos 
valores de X. Si en un diagrama de dos dimensiones medimos los valores de Y a 
lo largo del eje vertical, y los de X en el eje horizonta l, Y dependerá de X 
siempre qu e todos los puntos no se hallen situ ados a lo l:Jrgo de un a recta 
horizonta l. En el ca so de la relació11 estocástica, decimos que Y depende fun
ciona/111 ente de X si la di stribución de prohabilidad de Y no es la mi sma para 
todos los ·valores de X. Un cnso típi co de dependencia de Y respecto de X apa
rece cu ando la med ia de Y va ría a l tomar X di sti ntos valores. Sin ..:mb:i rgo, se 
considera que Y depende de X, aunque la media de Y pc1manczca coii;
tan tc para todos los valores J e X, ; icmprc que v:•ríc a lguna otra ca1·ac1,:-

• :. _, .! , :ribu, ,~,n Je: )' ul \·u rr ur X . Por ejemplo,~¡ .i! :.r trmc nta"f X 3'1" 

• -.: ¡.., -, .1r:J :1-·i.1 J ,: )' , c~to por sf solo hur í a que Y fue se· Út perrdicndo· d~ X 
~,: . ·, :i·.:c· tr..1 Jdinición . 

1 , 11 ,t cro;in :.: , ci1alur que , en el ejemplo numérico de la cor'v'a de dema-rida
c,:,, . ., : i,a que hemos utilizado anteriormente, la medía de la cantidad de
m.iri,lJJa \'Uría ul variar el precio, mi entras que la variancia permanece ínal-
1crnJa . Concretamente, tenemos 

Pt 

25 
20 
15 
10 

5 
o 

E(q,) 

1 
3 
5 
7 
9 

11 

Var(q,) 

0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 

.' 

En un caso de dependencia más general, tanto la media como la variancia 
de Y pueden variar en respuesta a la s variaciones de X. 

En la teoría económica todas las relaciones se presentan, por regla gene
ral , en forma dete rmin íst ica. Esto no se debe a que los economistas crean 
que el azar se ha ll a totalmente ausente de las relaciones económicas, sino a 
que consid eran que fa 5 perturbaciones es tocüs ti cas tiene n un a importanc i.1 me
nor que las influenc ias sistemáticas. La introducción de la s pcnurbac iones 
es tocásti cas en las relaciones económica s complicaría en gra n medida las ta
reas de los teóri cos. Si n embargo, el énfasis en la necesidad de co11trast11ció11 de 
las teorías económ icas, que se encuentra a menudo en la literatu ra eco
nómica, imp lica la crc:encia de que ex isten fact ores estoc..í sti cos . Si las rela
ciones 1córicas ruescn en rea li dad dctc rminística s , no se plantearía el prohlcma 
<le la cont rastac ilin estadística y , para obtener los va lo n.: s de los par..ímctros 
desconociJos, lo ünico que tendríamos que hacer sería efec tuar mc: dicioncs pre
c isas y no contrastaci ones. Para ilustra r esto podemos considerar una teoría 
que nos di ga que Y depende li nea lmente de X . Si la relac ión en tre Y y X fue
se rcalmc n1e <lctc rmin ís tica, bastaría con medir dos pares de valores de X e Y, 
y si la n.:c ta que: une a estos dos pL, nt os fu ese ho ri zont a l. rec hazaríamos la 
teoría 111i c: mras en t(ldos los dcnuís casos la tco rí:.t qued Úr í.i verificada . La 
ordcn:iJa ca el ori¡,,en y la pendicmc podrian obtenerse dircctame:1ie a par
·tir <k l grúltco. Sin embargo , si la rcl3ción entre X e Y ifuese estocástica, 
,r,1cic , 1nr ,: obscrvdc:ioncs de lo, valo re:; Je Ias -dos variab les tendrían -c;¡uc: -cor.si
cLr·a r, -: curno una rnu cs tra y és ta se u til izari,, para -contrasta r •una ,proposición 
"º · ,, ,, , ¡_ l., ,,, ,íi l::.: i,:,;·1, m icntr:i ; qu e J¡¡ pend iente y la o rch.!nada en e l origen 
· .., :1. l r1.n1 -- ILh .. l )b t c rh . .: r ~c :·J tr:i v i.; s Je una ~sti mac ió n . 
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7.2 El modelo de regresión 

La econometría se ocupa exclusivamente de las relaciones estocásticas. La forma 
más simple de relación estocástica entre las variables X e Y recibe el nombre 
de modelo de regrcsió11 lineal simple y se describe formalmente del modo si
guiente 

(7.1) 

en la que Y se dcno111inu «variab le depe ndi ente», X es la «variable explica
tiva », y E la «perturbación estocás tica", mientras que a. y ~ son los «panímctros 
de regresión ,, , desconocidos. El subíndice i indka que se trata de la observa
ción i-és im a. Los vnlorcs de las variab les X e Y son observables, pero no así 
los de :c. Las observaciones de X e Y pueden efectuarse a lo largo del tiempo, 
en cuyo ca so dec irnos que se trata de «datos de se ri es temporales », o para 
distintos individuos, g rupos, obje tos, o ,í rea s geográficas , en cuyo caso decimos 
qu e se trata de «datos de secc ió n o corte tran sversal». Por ta nto , el subíndi
ce i pu ede indicar e l período o momento d..: tiempo i, o e l indi viduo , obje to ... i. 
Natur,d111ente, pueden combinarse datos de ambos tipos obt..:n iéndose enton 
ces «datos agntpados ch: se rie s temporaks y sL·cc ión trnn svcrs,il »: por ejemp lo, 
podernos tener datos sobre los guslos de co nsumu y la renta de N eco nomías 
domúti c.i s inJiv idua lcs a lo lurgo de 7' pe ríodos de li cmpo . En es te caso. sería 
convc:nknlc uti li zar dos su bínd ices, pero los d atos de este tipo no so n mu y 
frecu entes. Norm a l111 c nt c , l,1s rel ac iones :1gn:gacla s , como, po r c' jcmp lo, las fun
ciones de consumo ngrcgadas. las re laciones de demanda J e me rcado. u las 
fu nciones ele producc ión agregadas, s..: estima n a pa1 .. r de elatos ele se ries tem
poral es . mic11tr:1s que las microrre laciom:s. como, por, c_jcrnp lo. las fun cio nes 
del gasto de la s econom ía s domé stica s o las fun ciones d..: prnducc ión de las 
emprcsas, s..: ..: s1ima n a partir d..: datos J c secc ión tran sversa l ob te nidos me
diant e c:ne uc; tra} rnu c, tri!l..: s. El o ri ge n d..: los d;1tos no s.; ti cn..: cn cu,:nt ;1 de 
modu cxplkitu c:1 1 la uht e11 c ié, n de tus cs ti111ad un:s de lus par;Í nll.:tros d,: la 
r..:gresió 11 , pc:rn. rn111,, vc:rc:mos , l,1s propic:daJcs de· es tos es ti111ado res dc:pcndcn 
de c iert os suµu es tos re la tivos a la ; observacio nes , y es más prob .. ble que a lgu
nos de c::sto s supuestos no sea n v,íliclos cuando !os dalos son de un cierto tipo 
y no de o tro. En e;te sentido , el tipo ele datos utilizados en la estimac ión 
resu lt a im porta nte. 

La naturaleza estocás tica del modelo de rcgr.::sión impli ca que para c.iJa 
valor de X exi s te una di stribución de probabilidad cumpk ta dc valores Ll e Y. 
Esto sign ific a que el va lo r d e Y no se pued..: predecir en nin gú n ca so con tod,1 
exactitud. La ince rtidumbre respecto a Y aparece como con,ecuencia del té r
mino de perturbación estocás tico E, d cual, al ser a leatorio, h ace que Y tam
bi én lo scu. Considérese, por ejemplo , la fun ción de produ ~ci cin de una empre·· 
sa. Sup,mgamos que la ca ntid ad producida ék pende de la cun tidad de trab:i ju 

,· , .. _., _, f.: : rn a opc.:Jl1Ca 'j ,q;ú n el plan \<;<.:l\ iCLJ Je pruJucciÓ~. [ sU 
· ' ' - · - , .. . 11 p uc:Jc: upli~ar,e u curto plaw, cu,rnJu las canudaJes 

'e . ' '-_ , ,.._ .. 1u l l . 
. , ,:: .. ' ·1, ·put , pueden cumiJc rars tija s, pero , en gl'm:ra' ª. mi sma can-

~~ ~ j" J~· ;·;~·;,J j~ Jar,i luga r a di stin tas cantidades prod~ci<las, d c~1do a las v~
,.,, ,_.¡ ,·lima la conducta humana, la frccucnc1_a Jt.: avenas en la~ ma-

n3 ... : ld1 t:~" ... d I ble 
V Otrl)s niuchos factore s. La cantidad produc1 a, que es a vana 

4u ina, 'd d d b · J..: .:n ui.cntt.: en c , te caso, dependerá no sólo de la ca~t1 a . e tra aJo, que_ es 
la ~-aria ble explicativa, sino también de una ~:a n cant!d~~ de causus_. ule~_t?nas, 

. · . la formu de la pcrturbuc1on es toc as llcu. La d1st1 tbu c1on c1e que resumimos en . . 1 ¡ · 
b . bTd· 1 de y y sus carac terís ticas qu cdun pues dct c rn1madus por os va ores 

pro a 1 1 ut . 1 1 . . t . . tre 
d• X la di stribución de probabilidad de E. St a t·e uc1on « ecn1cu» en 
tr~bajd y cantidad producida estuviese espec!ficada to ta lme nte_. y de forma .co
rrec ta , podríamos medir el valor de E a partir de las observaciones de_ X e Y 
des pués de cada serie de producción . En realidad, esto no sucede casi nunca 

nos podemos conside rar afo rtun ados si al menos conocemos la forma mate
~ átiea ele la re lación sin conoce r sus parámetros. Normalmente , la. forma 
matemá tica de la n :laeión ti ene que suponerse y los valures de los parametro_s 
se estim.1n a partir de las observac iones de X e Y. Utili zundo los valores es ti
m ados de los parámetros, podemos ento nces «estimar» los valores de la per-

turbación cstoc,ísti cu para cada par de valon:s de X e Y. . . 
Puede verse , pi, ~:-, , que la e~pec ifi cació n comple ta del modelo de regres1on 

no incluye solamente la forma de lu ccuaci~n d,c_ regres ió n_ ta~ coi!,,º aparece 
en la expresión (7 . J ), sino tamhi én la cspcc1[1cac1on de la d1 stnbuc1011 ~k pro
babilidad de la pcrt urbuei ón , y u na indi cac ión d e cómo se h a n obtenido los 
valores d e la vuriabl e e xplicativa. E sta in formació n viene da da por ~o ~~e 
ll amaremos s11 rn1e:,tos /Jiis icos. Estos supues tos, que se consideran de apl1cac1on 
para todas las· observaciones , son J¡¡ s siguientes: 

(7 .2) No r111 alidad : E, se distribuye normalmente . 

(7. 3) flfrdia cero: E(E;) = O. 

l7 .4) f-lunzoscedasticidarl: E( E.2) = u2
• 

(7.5) No al/lorregresión: E(E; E¡)= O (i sé j). 

(7 .6) X ,za estocástica: X; es unn variable no estocástica con valores fijos en 
muestras repetid us y, tal que, para todo tamaño muestra!, 

! _i (X, - X)' 
/1 1 ~ l 

es un núme ro finito dis tinto de ce ro. 

• .,,...AMP ___ _ 

1 
1 
1 

1 

1: 
1 
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La especificación completa del modelo de regres1on lineal simple consta, ¡,u~~. 
de la ecuación de regresión (7 .1) y los cinco supuestos básicos (7 .2) 11 (7 .6) .' 
Esto representa el llamado «modelo clásico de regresión lineal normal» que 
constituye el punto de partida de la mayor parte del trabajo realizado en In 
teo ría econo métrica. 

Exa min emos ahora el significado de los distintos supuestos. Los dos prime
ros se ña lan que , pura c~1du va lo r de X ,. el té rmino de pe rturbación se di s tribuye 
normalmen te ulred edo r efe ce ro. Las implicaciones son que E; es continuo y ws 
valores se ext ienden entre - ºº y + oo, se di stribuye simétricamcnte en torno 
a su media, y su di stribu ción quedu to talmente determinada por dos paráme
tros, la media y la varian cia. La racionalización del supues to de norm alid ad se 
basa en el mismo a rtlu men iu que se ap li ca al compo rtamiento de los e rrores 
de medi ción al cntorios y que se m enc ionó hac ia e l fin a l de la secció n 4 .2. Con
cre tamente , podemos considera r c;icl a va lo r e.l e la p.:: rtmb ación estocástica 
como el result ado de un gran número d e pequeñas cau sas , cada una d .:: las 
cuales prod uce una p..:q ucña cksviac ión de la va ri abl e dependi ente res pecto 
del valor que tom;ir ia si b re lació n fuc·se d e te rminística. En estas circuns tan
cias, };¡ anal ogía con la condu cta de los errores d e medi c ión puede se r válida 
y los supues tos ele normn lidad y mc:cl ia cero son ap rop iad os. El te rce r su
pues to, qu e hace referencia a la homosccc.las ti c id :1cl, significa que todas las 
perturbac iones ti enen una mi sma va ri anc ia 0'2 cuyo valo r es desconocido . Este 
supuesto elim ina l::i posi bilid ad de que la di spe rs ión de lns perturbac iones sea, 
po r ejemplo, mayor para los va lores grandes de X ; que para los pequc ii os . En 
términos de l e jemplo ele las fun c io nes de producci ón , el su pues to di: ho mos
cedas ti cidnd implic a qu e la variación en la cantidad producida es la mi sma 
cuando la cantid ad de traba jo es 20, 100, o cualquier otro núm ero de uni ch1des. 
El cuarlu supuesto requi e re qu e las pcrturb:icioncs no sea n autnrregrcsivas. 
Bajo este supuesto, e l hecho e.l e que la p rodu cc ión sea hoy mayor qu e la es
pe rada no debe conducir maii ana a una proc.lucc ión mayor (o meno r) que la 
espcradJ . Obsér vese que los supue, tos (7.3) y (7 .5 ) to 111 :1c.los conjuntame nte 
implica n que las pc: 1 tur baciones no L' SIÜn co rrelac ion adas, y los supu es tos (7 .2) , 
(7.3) y (7 .5) to mac.los conjuntamente irnpli c:111 que las pe rturbacio nes son inde
pend ientes en se ntido probahilísti co .i El ú ltimo supuesto, que sc iinla que la 
variabl e expli ca tiva no es estocú stica , resulta claro . Este supues to nos limita 

2. Estri cta m\_·111 c hnbla nd o . C:\ i Sl c un ~u p uc::ilü ~idk ion i..1 1 CJLh.:: SL' e fec tú a só lo de fo rma 
im p líc ita , y es d <lL" que nu cxi s1c..; nin gü 11 o l ro moiJ e lo <le n.:grcs ió n c uya pe rtur bación 
esti co rrd;.H.:iunad a L·o n la É i dd !llOi.klo de 1~ cnwción (7.1 l. C u:rnJ o nos uc u pc mos de 
las <, rer, resio nes a par1,.' nt cmcn tc no rcl,1:::ionadd ::-i• ~e vcr..í cL.1ramcntc la im po rt a nci a de 
este su puesto . 

3. En L'I caso J e 13s vari abk·s .1lc:1tr,r i.1:, qw.: se di strihu yc.: n nor11wlm 1..·ntc. \;1 no t.:xf~ 
tc ncia t.k co rrcla c iü11 imrli ca in J-..pcnUc nc.: i:1. Ver, po r ejem plo. A. S. Goldb('rgc r. Fcont\· 
mctric T hcury. 1'u,·,·a Y0rk. \\' ik\', 1% 4. pp . 107-108. 

---. 
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• , , ~· . ,!e b, ,i! ua,i, ,nn en que los val ores de X, son controlubk s o total
,.,.., .. , ,:;,, q ' t,b lo Je ¡,rcJ icdún. Ln ufirmución udldonul d.: que los vulotcs 

n el mi , mu i:n tuc.las las mu i:~ tru~. l'or último, d ri:qul slto de que 
,k X l 

1 ) ,- ¡ \ ' - , .. ), 5i:u un número linlto di stinto Je cero slgnlílcti que os V!l-t ,: - . 1 _ , 

Juro Je x en tu muestra 110 dcbi:11 ser todos Iguales y que no pueden uumcntat 

el tar11ar10 Je la mui:stra . 
Lus supuestos subyacentes en el modelo clúsico de regresión normal linenl 

sc utilizan para In obtención de estimadores de los parámetros de regresión . 
Cumo se supone que el término de perturbación se distribuye normalmehte 
con media cero, Jo úni co que no se conoce acerca ele su di stribu ción es su 
variancia (r. Por tanto , e l modelo desc rito por las expre siones (7 .1) a (7 .6) 
incluye en total tres parámetros desconocidos, los parúmetros ele regresión a 
y (3 y la variancia el e la perturbac ió n (r . Sin embargo, d ebe po ne rse de re li ,~ ve 
que no se ignora la posibilidad ele que no se cumplan un o o más de los ~u
puestos básicos . En rea lic.l ad, el capítulo 8 se d edica preci sa m ente a es te pro
blema y en él examinure mos lo que oeurre con las pro pi ed ades de los es tima
dores obtenidos en este capítulo cuando d e jan de c umplirse varios su puestos. 
También int c ntare111os o bte ne r estimad o res a lternativos que sean ap ropiados 
para la s s ituac iones qu e se prc oc ntan, cu a ndo se a necesario. 

Una vez efec tuada la espec ificac ión completa de l modelo de regres ió n tal 
como aparece cl c, c rito po r la ecuac ió n el e rcg rc , ió n y los c inco supues tos bí,s i
cos, podemos examinar con m ayo r d e talle :.il gun as ele sus caracte rís ticas bJs icas. 
Con cr.:: tam enlc, fij é monos en la Ji s trihu c ió n ele prub a biliclad de.: la vari ab le de
pendi e nte Y ;. En primer lu ga r, podernos obt ener la rn cc.li a de ? , calcu lando la 
espe ranza m:Hcm:ítica cJe . la ecuación (7 . 1 ), y ob te nemo, 

(7.7) /:.'( Y,) E(a + f3X, + ,,) =· a+ f3X,. 

Esto se dcdva d e l hceho de que se hu especlfieudo que tt y (3 son panirnetros, 
X, es no estocástica (e s decir, es un númel'O dct e tminndo), y la med.la de t, 
es O según la expresión (7.3). Adem;1s, la variancia de Y, es 

(7 .8) E( Y, - E( Y,)12 = E{(a + f3X, + ,,) - (a + /3X,)J~ 
E(,:t) = ª2 . 

ll'ara obtenc't· es1e resu ltado hemos utilizado e n primer lugar la d ettnkión ge
,n1,;ra1 de va,-iancia. sust itu yendo a ,continuación ·en dla los v alores •de Y.; Y B(Y.;} 

1pr0.::0dcntes ·de l as ·ecuacio nes 1(7 .n y 1(7 .79 , r espectivamern~e.. y, ipCYt iú111tiimo, 
:h t) mos 11tilizado ·el supues to de homosecdasticidad indicad(') •CJII ija ·exipresiión 
,( í .'l 1. ·Por l o que n:spccta a ~a ·cl istribació n ·de Y ,, a ·pa rtiT ·.:le ~ll ·cca aaiém 1C/ .~, 
r ,, d,·rnos ve r que Y, es s imple mente una función linea l ·ele E;. 'Como 1é s'ta se 
d,, :r ihuye norn1a ln1<.: nte , Y ; se di s tribuirá norma lme nte según e l teorem a 12 Y, 

· - -- ~-- - ---~ '!iJ:LIS'~_p,,..., ..... .... ~ .... - - "- · · - -·· --
·•. ;:.- . 
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por tanto, podemos afirmar que Y; es una variable que se distribuye normal
mente con media (a + (3X;) y variancia u2, es decir, que Y; - N(a + '3X;, .,.-2). 
En la figura 7-2 se representa gráficamente esta distribución. Obsérvese que 
las medias de las distribuciones se hallan todas ellas sobre una recta, y que 
cada distribución tiene exactamente la misma variancia. 

y 

Figura 7-2 

La ecuación (7 .7) que da el valor medio de Y correspondiente a cada valor 
de X se conoce con el nombre de recta de regresión de la población. Su orde
nada en el ori gen. a., indica el v,tlor medio de Y cuando X toma el valor cero, 
y su pendiente, (3, indica la vari2ción en el valor medio de }' correspondiente 
a un cambio de una unidad en el valor de X. Si, por ejemplo, Y representa 
el consumo agregado y X la renta agregada. a indica el nivel ele consumo de 
subsistencia y (3 la propensión marginal al consumo. Como los valores de estos 
padmctrc,s son elesconoc ielos, la recta de regn:s ión J e la pobbción también es 
de sconocid a . Al c, timar los valores de a y 0 oblénemos la recta de regresión 
de la muestra que sirv e de estimaci ón ele la de la pobla ción . Si a. y (3 se es timan 
a través de ii y B. n:spcctivamentc, Ju recta de regresión de la rnu estr.'l viene 
dada por 

(7.9) f , = ª + t x;, 

en In que Y; es el valor ajustado de Y;. La maym parte de los valores obser
vados de Y,. a todos e ll os , no se lwlhrrin exactamente sobre la recta de regre
sió,1 Je la Mticstra y, por tant o, los vulores de Y; difetlrún <le los de Y; . Estas 
dife renci r.s f·eciben el nombre dc rc:;iduos, y se representan por e;. Por tanto. 
tenetnos que distinguir entre las <los expresiones siguientes: 

Y, = n + f3X, + <; 

Y, = a + fi X; + e, 

(población); 

(muestra). 

f1.E G'1tS10N SIMNt 

l , :-: n o c .; uc. en ~'.cncrul. c, es di stinta de t, porque fJ. y Ó difieren de lo~ 
,,, ..: ~.!rr,,, ,nl ,J n:s dt: a. y ~- En n:ati<latl, los rc s i<luos e, pueden considerarse 
'"""" •oti rn acionc s ~ de las pnturbaciones E,. (De forma alternativa, podemos 
Jc~, r que se u1ili1.a la di stribución de e, paro e stimar los parámetros de la dis
tribu ción Je E,.) Esto se representa gráficamente en la figura 7-3 . En la sec
ción 7. 3 estudiaremos un procedimiento para estimar los parámetros de la re
gre sión y, por tanto, la recta de regresión de la población. 

y 

x, 

l<'lgura 7.3 

7.3 Estimación de los pmámetros de la regresión 

X 

Podemos considerar el problema de la estimación de los parámetro! del 
modelo de regresión como si se tratase de estimar los parámetros de la distri
bución de probabilidad de la variable dependiente Y,. Como ya hemos indi
cado, bajo los supuestos efectuados en el modelo, la variable Y, se distribuye 
normalmente con media E(Y,) = a. + [3X; y variancia Yar(Y;) = u2. El pro
blema de estimar los p:mímetros de la regresión a. y (3 equivale, pues, a la 
estimación de la media de r",, y pu ede resolverse a truvés <le vurios métodos 
di stint os de estimaciún corno se inJicó e n la sección 6.2. Vamos u ut!lizar tres 
de d ic li us rrn.'!L'Lbu - 111íni111 us cua<lrud us , estirn aci ú n lineal lnsesgada óptima, y 
má xima verosimilitud - comparando los estimadores resultantes y sus propie
dad es . El obj e ti vo co nsiste en ubt cnn un estim ador que tenga el muyot nú
mero pos ible de l:1 s propiedades que d eseamos en los e stimado res, con el fin 
de poderl o utili za r para la contra stac ió n Je hipó tesis acerca d el modelo de 
r egres ión y para efec tu a r predicciones . 

fc,1i macfr,n po, mínimos cu:I,irados 

\ . :;:1 ..._·,.) ,~ ..:n1pc1;1r ¡;ur IJ. uh1;--: 11c iL:1n de l c.:,s l' ::. tinzador es nzinin1uc- 1,1.adráticos 
.J,, ,, ,. ;l. FI principio ,k l:1 ¡·, tim~ci6 11 p o r mín in w s cu 2drados consiote en 

-• -U·-···--··· ...... i...~:~ ~~ -- .... -- ..... •••• .. , ... H .. - - - P -- 0 ----·-· .. ·-- -·-- - --·---------.. ~-- ·--·-----·-- ---
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minimizar la suma de los cuadrados de las desviaciones de los valores obser
vados respecto de su media . Es decir, tenemos que hallar el valor de la media 
que haga lo más pequeña posibl e la suma mencionada . En este caso , hemos 
de minimizar la suma S que vi ene dada por 

" 
S = ¿[Y, - E(Y,)] 2

, 

1 = 1 

" 
o S = ¿ [ Y, - a - ,B X,] 2 • 

I = 1 

Para obtener los valores de o. y ¡l que minimizan esta suma tenemos que de
rivar S respecto de a. y p, Es decir, 

eS 
Óa = ¿ a( Y, - ~ - ,BX,)

2 
= ¿ 2(Y, - a - - ,BX,)(-1) 

1 cía 1 

-2 ¿ (Y, - a - ,8X1), 

1 

y 

oS , b( Y, - a - ,8 X,) 2 
, 

o,B = "T' o,8 = "T' 2( Y, - a - ,BX,)(- X,) 

-2¿ X¡(Y, - a - fJX,) . 
1 

Jguafando a cero estas derivadas, y poniendo un acento circunflejo sobre o. y B 
para indicar que las ecuaciones resultantes l2s cumplen los estimadores minimo
cuadráticos de o. y ¡l, y no sus valores verdaderos, obtenemos 

-2¿(Y, - éi - px,) = O, 
1 

-2¿ X,(Y, - éi - px,) = O; 
1 

o, de modo equivalente , 

(7 .10) 

(7 .1 )) ¿X,Y, 

_..... .. __ 

• 

t • .• , , _.,. ,. . 1c ,ri n 1,e cu !"l{>ec n n urm11 lmc-11tc co n t"! n0mbre de ecuucion~ not
., .... ,,, " "" """ ,u,.J r .. t1(a>• .' Cumu poJcmus C!.Ctibit 

>', = ü + SX, + r,, 

c:n lo 4uc e, represento los «residuos minimocuadrátlcos•, las ecuaclot1es ttot
mJk, minimócuo<lrátlcos se pueden cxpresar más simplemente et1 la fottt111 

(7 . lOa) 

(7.1 ta) 

¿e,= O, 

¿ X,e, = O, 

.' 

Podemos despejar d y ~ et1 las ecuaclot1es (1.1 O) y (1.1 1), obtettlettd~ fHlttt é 
la solución 

(1.12) 

Podemos esttiblt esttt exptesiótt de tott11a algo distitttll. dbs~tvese que 

(7.13) n¿(X1 - X)(Y1 - Y) 

= n(¿ X,Y,) - nX(¿ Yi) - nY(¿ X,)+ n2 XY 

= n(¿ x, Y,) - (¿ x,)(¿ Y,) - (¿ X,)(¿ Y.) + (¿ x.)(¿ Y,) 

= n(¿ X, Y,) - (¿ X,)(¿ Y,), 

que es el numerador de la expresión corr<;spondiente a ~ - Además, 

(7 .14) n ¿ (X, - X)2 = ,{¿ X.2) 2nX(¿ X,)+ n•x• 

= n(¿ xn 2(¿ x,)" + (¿ x.)" 

= n(¿ x.2) - (¿ xi)' , 

4. Para recordarlo mejor, quizá sea útil considerar la regla siguiente. En la ecuación 
de regresión, Y, = a. + (3 X1 + E, , el multipl icado r de o. es I y el multiplicador de ¡l es X,. 
La primera ecuación normal m inimocu adr:\ ti ca se obtiene multiplicand o los dos lados de 
la ecuación de regresión por 1, sumando las observlicio nes , y prescind iendo del últi
mo té rmino correspondiente a las E;· La segu nda ecuación se obtiene mult ipl icando por 
X , los dos lados de la ecuación de regresió n, sumando todas las obse rvaciones , y prcscin
d ,cnd D de l ú ltimo té rmino correspondien te a las E;· Esta reg la se puede amp lia r a las 
c. u:1ci une s ele re gres ió n con cua lqu ie r nü mcro <le va riables ex plica tivas. 

\ 

¡, 
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que es el denominador de la expresión correspondeinte a ~- Por tanto, pode
mos escribir 

p = L ( X, - X)( Y, - Y) 
L (X , - X)2 • 

,, 
ya que la n del numerador se compensa con la d1.: denominador. Podemos 
simplificar aún más introduciendo una nueva notación para representar las des
viaciones de X; e Y, en cuanto a sus medias respectivas. Concretamente, pode
mos definir 

x;= X, - X y y;= Y, - Y. 

Naturalmente , ello implica que :I:x,· =:== O y :I:y/ = O. En este caso, la expresión 
del estimador minimocuadrátíco de f3 se reduce a 

(7.12a) 

Una vez obtenida ~. se puede conseguir fácilmente el valor de ii a partir 
de la ecuación (7.10). Es decir, 

(7.15) a = ~ (¿ Y,) - p ~ (¿ X,) 

lo cual significa que la recta de regresión de la muestra 

:9', = ª + px, 

pasa a t~avés del punto (X, Y). El valor de ó: indica la ordenada en el origen, 
y el de f3 la pendiente de la recta de regresión de la muestra. Al final de esta 
sección estudiaremos las propiedades muestrales de estos estimadores. 

( .... ~ ... , e .,,,,-.,r-. ~ ... , r...Jrtl,,(f 1, <'. < P ~~1~~frr.l..:.""' to-. d,at (l \ c"rro r,ond.icnte'\ a 
, .1. r .. ~ ... ~ .. 1< ~ u,e r..ua. nµ , ,cr,Uid.&, e n u n \ U¡~rrnct c.Ad o .J uran te d oce 

Cuadro 7--1 

Prct.: io, cent. Cantida d . 
po r li h rn librus 

100 55 
90 70 
80 90 .' 
70 100 
70 90 
70 105 
70 80 
65 110 
60 125 
60 115 
55 130 
50 130 

días consecutivos, que se presentan en el cuadro 7-2. Sea X, el precio e Y 1 la canti
dad vendida en el i-ésimo día . Consideremos, asimismo, que la función de demanda 

es de la forma 

Y, = a + f3X, + e, 

y que, además, se satisfacen los supuestos básicos del modelo clásico de regresión 
normal. Queremos obtener la estimación minimocuadrática de a. y ~ - Efectuando 
las operaciones apropiadas obtenemos 

X= 10, 

Y= 100, 

¿x;y; = - 3550, 

¿x;" = 2250 . 

(Obsérvese también que :I: y';2 = 6 300, dato que utilizaremos más adelante.) Las 
estimaciones minimocuadráticas son 

o -3550 
p = 2250 = -1 .578, 

a = JOO - (- J.578) X 70 = 210.460 , 

de modo que la recta de regresión estimada de la mues tra es 

f, 21 0 .460 - l.578X, . 

-----·- ---

¡ 

1 , 

1: 

1; 
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Esta es la curva de demanda estimada. Como la función es lineal, la elasticiiad. 
precio de la demanda es distinta para los distintos precios . En el punto corrcspon. 
di~nte al precio medio (es decir, cuando X¡ = 70), la elasticidad-precio estimada ~ 

~ Xi • X = (-1.578) X 
1
7
~ = - J.)05, 

·, 
lo que indica que se estirná que la demanda en este punto es ligeramente elástica. 

Estimación lineal insesgada óptima 

Pasemos ahora a la obtención de los estimadores lineales insesgados ópti
mos (ELIO) de a y 0. Este método de estimación requiere que el estimador 
sea una combin:ición lineal de las observadones muestrales , que sea insesgado, 
y que su vari:inci a sea menor que la de todos los demás estimadores lineales 
insesgados. Utilizaremos e_ste método para obtener, en primer lugar, el ELIO 
de 0, al que llamaremos 0. Según la condición de linealidad, tenemos que 

(7 .16) 

en la que a; (i = 1, 2, ... , 11) son ciertas constantes que debemos obtener. 
Ahora bien , 

E(t) = E(¿ a, Y,) = ¿ a,E( Y,) = ¿ a¡(a + /3X,) = ,(¿ a,) + /3(¿ a,X,) . 

Ello significa que para que ~ sea insesgada es preciso que 

I a,= o y ¿a,X, = l . 

Por último, se requiere que la variancia de ~ sea menor que la de todos los 
demás estimadores que satisfacen las condiciones anteriores. La variancia de /3 
viene dada por la expresión 

Var~) = Var(¿ a, Y,) = E[(¿ a, Y,) - E(¿ a, Yi)]2 
j 

= E[¿ a,( Y - E Y,) J2 = E[¿ a,e,]2 . 

'I• ,,- ····W"' ,,,-e::,:_ ..... , .... _ ,-. .. ,,_ 

\ 

• •• . - 18 J e ,u:iJ r.sdt.n K puede dc~arrollar más . Considcrc-
1 s • .,. ~ ; • ~, ..>C (•.A 1. ..... , • 

..~ : ; . , , ;' ,. ; ; . . el e u.> ,lraJ 0 de ID ~uma de tn:s números 11 1os que 1\amarc-
~ ,, , ; 1 " , 1 c ncnlu~ que 

(e, + c
2 

+ c,)2 = d + ~ + ~ + 2c1 c2 + 1c,c3 + 2c2Co. 

Es decir, el cuadrado de una suma es igual a la suma de los cuadrados más 
dos veces la suma de los productos cruzados, siendo estos últimos todos 'los 
pares posibles en los que el primer subíndice es más pequeño que el segundo. 
En realidad , podemos escribir 

(¿ ci)2 = L, e? + 2 ¿ C¡C¡. 
j ' f<J 

Este resultado, que es de interés general, se puede ampliar para cualquier 
número de términos. Por tanto, obtenemos 

(7. 17) Var(P) = E¿ (a,e,) 2 + 1E ¿ (a,e ,)(a;e1) 

f f <' 
= L af E(,n + 2 ¿ a,a,E(,,e,) = o 2 ¿ a~ 

f t<J ' 

utilizando los supuestos de homoscedastÍcidad y no autorregresión. 
El problema consiste ahora en obtener unos valores de a1 , a2, .. . , ª" tales 

que :E a; = O, :E a;X; = l, y, a la vez, rr-"í:.a? sea lo más pequeña posible. Es 
decir, tenemos que minimizar 

sujeta a 

:E a;= O y CE a;X;) - 1 = O. 

Se trata de un problema de minimización condicionada que puede resolverse 
a través del método de los multiplicadores de Lagrange. Este método ya se 
describió anteriormente, para el caso en que sólo existe una restricción, al 
estudiar !a obtención de los estimadores lineales insesgados óptimos (sec
ción 6.2). La ex tensión al caso en que existen dos o más restricciones puede 

,, 

. ' 
i 1 , , . ' 

i' 
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hacerse por simple analogía.5 En el problema que nos ocupa en este caso, for. 
mames una nueva función 

consistente en la función a minimizar, las dos restricciones que se establecen, 
y los dos multiplicadores·, de Lagrnngc, A.1 y A.2 . Para obtener la solución que 
buscamos, debemos derivar H respecto de a,, az, . .. , ª"· )..1 y A.2, o igualar a 
cero cada una Je estas derivadas . Es decir, 

(7.18a) óH = O 
éa1 ' 

o, de forma explícita, 

(7.1 Sb) 

oH aH 
éa2 = O, . . . ' ºª" = O, 

oH óH 
a,f = O, a,f = O, 

2a,a• - A, - A2 X1 = O 

2a2a 2 
- A1 - A2 X 2 = O 

2a.a2 
- ,\1 - A2X. = O 

- ¿O¡= 0 
1 

-(¿ a,X;) + 1 = O. 
1 

l • 

Esto da como resultado (11 + 2) ecuaciones, a parti r de las cuales deben ob
tenerse las Incógnitas a,, az, . .. , ª"' ).., y A.2 . Las primeras n ecuaciones se pue
den escribir nuevamente en la forma 

(7.19) 

5. Ver, por ejemplo , T . Yamane, Mathcmatics /or Economists. Englewood Cliffs , N. J., 
Prentice-Hall , 1962, pp. 11 9-20. 

ctte • . a 

-~·· 

'dcmu. ,i multiplicomo5 la primera ecuación de (7 .19) por X,, la segunda 
..,.., , X:. !11 tercera por X,. y esí sucesivamente, y a continuación sumamos la~ 
" ixuacionc.:s obtendremos 

(7 .21) ¿ a,X1 = 2
1 

2 [ ,\(¿ X,) + A,(¿ x.2)] · 
j o t f 

Sustituyendo ahora estos valores de I: a, y I: a,X1 según las ecuaciones (7 .20) 
y (7 .21) en las dos últimas ecuaciones de (7 .18b) obtenemos 

- 2!2 ( A 111 + A2 i X1) = O, 

Por este procedimiento hemos obtenido dos ecuaciones con dos Incógnitas, 
A.1 y A.2. El lector puede comprobar fúcllmente que la solución es 

-2a2 ¿ X1 

Ai = 11(¿ X.2) - ( ~ X,)2 ' 

2na2 

,\ 2 = 11(~ X¡2) - (¿_ X,)2 

Estas expresiones para A.1 y A.2 se pueden sustituir en las ecuaciones (7.19) 
obteniendo las soluciones correspondientes u a, , a1 , ... a., . Es decir, 

(7.22) -(¿ X1) + 11X, 
a, = 11( ¿ Xi') - CL: X,)2 (i = 1, 2, . .. ,11). 

Estas son, pues, las constantes que hacen que ~ sea un estimador in-sesgado ~ 
su variancia sea mínima.~ Sustituyendo estos valores de a; en la íónnula de !J 
de la expresión (7. 16), obtenernos 

z, , 1[ - ·(¿ X,) + nX, ) 1Y ~[- Y¡(¿ X,9 + nX, Y ,ff 
,., = -f, i n(¿ X.2) - !(¿ x,,i2 ll ., = -f- l n( ¿ X,29 - ü: K,)2 tl 

- ·(¿ Y,)(¿ X,) + nC> X, •>'. ,~ 
n(¿ X.2) - (¿ X,) 2 

ó. PueJc <lemosl ra rse que también se cu111plen las condiciones de segundo grado para 
la exis tencia de un mínimo. Para una ampliación, ver , por ejemplo. Yamane , op. cit., 
rP 345-4:l . 

- -------~!.,=·-· ~-----·-· ··-· -· 
:O'" 
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"wrt:Seir · ,, a1itir4-t't:t '):t1erae ·rtn z-et ~ 
~ 

Este es exactamente el mismo resultado que habtamo11 obtenido para el esti
mador minimocuadrdtico de P. Según la expresión (7 .12) tenemos 

p = tJ = ¿ x;y;, 
f' ¿x;2 

utilizando la notación abreviada de la expresión (7 .12a). 
-La aplicación del principio del ELIO no sólo nos lleva a la obtención de 

la fórmul a para el estimador en cues tión, sino que ' 'OS indica su variancia. La 
fórmul a de la varianc ia de (3 indicada en la ecuación (7. 17) es 

Yar(/3) = a 2 ¿ ar. 
Con el fin de e liminar el térm ino :E a;2, utili zamos el resultado de la ecua
ción (7 .22). Multiplicando ambos lados de dich a ecuación por a; y sumando 
todas las observaciones obtenemos 

) ª 2 = - (? ~ )(¿ a ,) + n(¿ a,X,). 
- ' n(¿ X.2) - (¿ X,)2 

Pero , a parti r de las dos últim as ecuaciones de (7 .18b), sabemos-que 

¿a,= O 

Esto significa que, en realidad, 

o sea, que 

y ¿a,X, = l . 

(7 .23) " ª2 c,2 

Var(P) = n(¿ X,2) - (¿ X,)2 = ¿ x;2' 

util izando el resultado de la ecuación (7 .14 ). Esta es , pues, la variancia del 
ELIO (y, también, del estimador minimocuadrático) de P.7 

7. Debe seña larse que , en general, (3 no es el estimador lineal de $ que hace 
mlnima fa media de los errores al cuadrado. La fórmula ele la combinación lineal de 
observaciones muestrales que proporcionan una M EC mínima es 

((,'/¿ ::) + /F)/i 
Esta expresión no puede considerarse como un esti mado r (porque incluye parámetros des· 
conocidos), pero mues tra que --cuando B y a-2 son di st intos de cero-- el valor del es ti
mado r lineal de B que hace mínima la J\IEC es menor que e en una cuantía desco
nocida ((5 > O). 

· · ·~· , ~ ··"ft1. fflíié'alI~ h .-ttñ:i gi#rSEf#KktWrltt ~ ' '·<l1?f(i,í$í(t$Cl ·?:ZSifirittW»rh· :6Ni•dW ttiD~ - •;,e,. itr ·tf 11t&1Mtx ~ · · · · """ 

fil ( ,H ( SION SIMPÜ H,\ 

t . , • .r : . .. ,rn i.!,, el Ll.lü Je ~ no, ttucJa la tarea <le oblcher ti di! éi, c!s 
.J · , 1, , :.'. cn.,J., en el ,n ,¡.:c n ,k la reda Je rq; t<.: , iót1 . L.1 obil:nclóri d e esle 
, , · ,,, . l , r -- ni lJUC 11 .,mar<.:nws ti- , i~uc c xadamct1le el tni ,mo i,ruceso que 

1, ,!e '.I , , pu r tan to , no la vamos a prc,entar aquí. Como en es te últltno c_aso, 

1, ..,!-tcn . .:iún Jcl [LIO Je a. no sólo da como resultado la fórmula dd esllma
J ur, , ino tambi..:n la de su variancia . Los resultados son los siguientes: 

(7 .24) a= Y - pX, 

{7.25) 
. a2(¿ X.2) o-

2(¿ x;2 + nX2
) [l . .\'2 ] 

Var(a) = n(¿ x;2) = n( ¿ x ;2) = º 2 ñ + L x;2 . 

Observando que ~ y ~ son iguales, y comparando la ecuación (7 .24) con ll\ 
(7 .15), podemos ver que el ELIO de r.r. es igu al al estimador min imocuadrdtlco 
de dicho parámetro. En la sección siguiente es tudiaremos la interp re tadon de 
la fórmula de su varianci a. 

Estimación maximoverosímil 

El últ imo método que vamos a aplicar e! el lll érr>dó de la mdxÍIHd l.létósl
militud. Como yu se explicó en la sección 6 .2, se tot1sidetat1 éstirt1addtés 
maximovernsfmil es (EMV) de los l)ardhicttos tle Utlá pdbl aciót1 delct-mihada 
aquellos valores dL: los parámetros tJtlé géherádáH tdh hiaybr tretuéiiciá la 
muestra obse rvadú . Con el fin tic h .1 ll áf es tos estimadores, íeiiembs tjlie bb
tener la fun ción de verosimilitud de las obse rvaciones de 1.t trilies ihi Y iiltix!mi
zarlas con respec to u los parümet ros dcscohoc!dos. EH el ta sd tle hlies!ro mo
delo de regresión , la muestra está totnpllesta de las observaciones Je las 1! va
riables Y1, Y 2, •. . , Y .. . Estas variables se distribuyen notm aim c: nte eori rtü:
d ia s (a. + BX1), (a.+ PX2J, . . . , la. + pX., ) y lÚrn var! anci a común Jguct l a ir . 
Representemos estas observaciones IJOr Y1, Yi, . .. , y,.. La fun ción de vetosi h1i
litud es 

t = f( y , , y, , ... , Yn). 

Vamos a probar ahora que las observaciones son independientes entre sí (en 
sen tido probabilístico). de modo que su di stribución de probabilidad conjunta 
se puede expresar como producto de sus distribuciones (marginal es) indivi
dm1k s. 

Podemos empezar seña lando que, si las perturbaciones del modelo de re
¡:, -:, iú11 se di str ibuye n norma lmcntc, no son autorrcgrc: , ivas , y ti enen una medi a 
cero , tH:ncn que se r independi entes . Por tanto, el único pro blema consiste en 
mo, trar quc la in depe ndenc ia d i:: la s pi::rturbaciom:s implica la in de pendencia 
,!: '-" i · L ,1 u p11c:dc p rnh:.irsi.: utili z,.111Jo e l tcorrrn.i sig uiente. 

·- -- --- --·-----~~~---.,,. .... .. ______ - - -- --·--·--·-·---- ---·-----·---· -· -------··--- --- - - -· -· 
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Teorema 18. (Cambio de variable.) Si una variable aleatoria X tiene una 
densidad de probabilidad f (x), y la variable Z es una función de X tal que 
entre X y Z existe una correspondencia de una a una, la densidad de probabi
lidad de Z es /{z) = idx/dz i f{x) , siendo dx/dz sé O. 

En esta expresión, 1 dx/ dz I representa la derivada de x respecto de z en 
valor absoluto. La demostración de este teorema puede vers~ en otras obras.• 
Su importancia radic;a én el hecho de que , en condiciones generales, nos per
mite obtener la di stribución de una variable a partir del conocimiento de la 
distribución de otra vari able que esté relacionada con la primera. En el contexto 
del modelo de regres ión que es tamos considerando, la distribución que cono
cemos es la de E1, y la que queremos obtern.:r es la de Y;. Corno sabemos que 

Y, = a + {3X, + ,., 

existe obviamente una correspondencia de una a una entre Y; y E,. Por tanto, 
podemos escribir 

Pero 

o sea que 

Y, en consecuencia, 

J(y,) = /;';,/¡e,,). 
,, = Y, - a - f3 X, , 

de, 
dY, = l. 

Por tanto, si las E son independientes, también deben serlo las Y. 
Tras haber obtenido este resultado, podemos presentar la función de vero

similitud en la forma 

{ = JÜ1 )f(Ye) . . . fl y.) · 

Como los valores de los pararnetros que maximizan { son los mismos que los 
que maximizan su logaritmo, podemos operar con L = log ten lugar de operar 
con la propia /. Por tanto, queremos maximizar . 

L = ¿ logf(y,). 
l == l 

8. Ver, por ejemplo, John E. Freund , Marl ,ematica/ Stat istics. Englewood Cliffs, N . J .. 
Prentice-Hall, 1962, pp. 132-33. 

• ¡, • •• .a. ~ • .:, 

, J, •t n hu•c nomH1lmcntc con medía (a.+ (lX,) Y va-
< ... n .. , , . '"' - . J 

" J . 1 f ,, ,w b J e 1~ J " tri buciú n normal tc:nc:mos 
r .1! t l f L .l U ' 

1 • 1 [ >', - ªª - f3 X,]•' log/(y,) = - 2 log (2na ) - 2 

uc 1t = 3, 14159 . . . (Al escribir la fórmula, utilizamos mayúscula~ para 
:~' ~:s~ntar. los valores de las variables Y, y X, con el fin de homoge~etz.a~ l~ 

p ·ó on la que se utiliza corrientemente para el modelo de regrestól1 sim notac1 n c 
ple en otros libros de texto .) Por tanto, 

(7 .26) L = - ~ log (2n) - ~ log a2 
- 2-~ 2 ( Y, - a - f3X,)

2 
• 

2 2 a t 

, d · "dos a. 11 y ir Derivando En \a función L aparecen tres parametros esconoc1 , , f' • 

la función respecto a cada uno de ellos, obtenemos 

f!L _ _ ~ "" 2( Y1 - a - /3 X1)( - X1), 
ó/32 - 2a 'T 

Igualando O cero estos <l c rivadus y colocando un «ttlángulo" sobte lo! pará
metros que queremos estimar, obtenemos 

_I "" ( Y, - & - px,) = O, w2 'T 

2
~2 2 X,( Y, - &- fix,) = O, 
(1 1 

n I L , " a v )2 _ 0 ·- - - -f- - ( } 1 - (I - fJ A ' - • 
2/F 2&' 

..- , .. ... . - .. 
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Una simple manipulación dt: las dos primeras ecuaciones da como resultado 

¿ Y, = fin + P(¿ x,) , 

LX, Y, =&(¿ X,)+ P(¿ X.2). 

Estas ecuaciones son ex.i'c:tamente iguales que la s ecuaciones normales minimo
cu~dráticas indic_a das en !ªs_ ecuaciones (7 .10) y (7.11). Esto significa que los 
estimadores max1moveros1m1/es de a. y 0 son iguales a los estimadores minimo
cuadráticus. La te rcera ecuac ión nos proporciona el estimador maximovero í-
mil de rr, que es igual a s 

(7.27) f:12 = ~¿ (Y, - & - PX,)2; 
1 

o, como a. y Ó coinciden con los estimadores minimocuadráticos 

(7 .27a) 

en la que, según la notación ya definida anteriormente, los términos e, repre
s7ntan los residuos minimocuadráticos . Como :!: e, = O, a partir de la ecua
ción (7-?7a)_ se deduce que el EMV de la variancia de la perturbación es igual 
a la vanancia muestra! de los residuos minimocuadráticos . 

Conclusión 

En resumen , vemos, put:s , que los tres métodos de estimación conducen a 
las_ mismas es timac iones de los paráme tros de regresión . En otras palabras, 
baJo los supues tos del modelo c lás ico de regresión normal lineal. los estimado
res minimocua_drá ticos de los parámetros de regresión equiva len a los es tima
dores lin eales msesga dos óp timos y a los estimadores maximoverosímil es . Sin 
embargo , n;ientras que el método de los mínimos cuadrados sólo no propor
ciona las formul as de los est1m:idores de a. y 0. e l método de es timación LIO 
nos proporc iona también las fó rmulas de sus variancias y e l método de es ti
mación de la máxima verosimilitud nos proporciona una fórmula para el es
tim ado r de ci', resultados adiciona les que son de gran utilid ad . 

Con sideremos ahora las propiedades de los estimadores minimocuadráticos 
d~ a. Y ~- Empezando por las p ropied:idt:s de las muestras fi nitas, vemos inme
~iatame nte que los estimad ores min imocuadrá ti cos son i11sesgados porque son 
ELIO . Podemos mostrar ta mbién qu e son eficientes. Los lími tes in ícr i~ n.: s de 

t 
~~jjQl':iill\'1it::#$'p '" #JÍSiW iífttrB! · 

; .... '.. !1c, ' l ; .1 ; ... :. c~ : t1?:aJ~irc\ in ~c~~~Ju~ qc a. y ~ vienen 
,: . -, ¡- ,i n,c , .,, c :cmc n iu , Je la <l,~ ¡.:unnl princ1pul ck la siguiente 

.... ' . ;: l ( '/ J 
• - EC}p) - (--""-T - I - · . E .. . 

(u ~ cuco-

(' "'·) -E(~~~) -E é2L cpéa2 ) -1: ip<u 
. . ,L 

( ' "L ) ( é
2
L ) -E(~) -E c::óp - E 8(02)2 ca- ca. 

[" 
LX, -, -;;, 

; X ¿ X.' 
- 1 

= ~ ~ 

o o 

[

ª 2 L x,• 
n(;x;2) 
-Xa2 

¿x;2 

o 

I.r 
-Xa

2 l ¿x;2 O 
02 

¿x;2 O 

o 2:· 
Si efectuamos una comparación de estos dos primeros elementos de la diagonal 
principal con las fórmulas (7 .25) y (7 .23) del texto, vemos que, en efecto, 
coinciden con las variancias de los paráme tros d e reg resión . 

Por último, los est imadores minimocuadráticos poseen todas las propieda
des asintóticas deseables. ya que coinciden con los estimadores maximovero
sími les y, como es sabido. estos últimos son asintóticamente insesgados, consis
tentes y asint óticamen te eficientes. Por tanto, los estimadores minimocuadrá ti
cos de los parámetros de regresión de l modelo cl ásico de reg resión normal 
lin ea l posee n tod as las pro pi ed ades deseables, as intó ti cas y de las mu es tras 
finit as. En la sección 7 .4 nos ocuparemos de otras carac te rísticas de estos 
es timado res y estud iaremos o tros problemas de infere ncia es tadís tica en el con
tex to de l moddo de regresión . 

7.4 Otros resultados de la inferencia estadística 

En la sección 7 .3 se obtuvieron los estimadores minimocuadráticos de los 
pará metros d e regresió n. es tableciéndose su s propiedades d eseables. Ahora va
mo~a considera r ot ras carac te rís ticas de estos est im adores y a mostrar cómo 
puede uti!Lrnrse e l modelo ck regresión para contrastar hipó tesis acerca de los 
parámetros de regresión y para efectuar predicciones. 

Distrilmción de o. y f3 
...,. 

A r :mir J e los resul tados que se h an obtenido anterio rmente resulta fácil 
du l1 1~ ir la di st ribución de los estjmadorcs minimocuadráticos a y /3 . En primer 
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lugar, como dichos estimadores son insesgados, sus medias son iguales a lo~ 
verdaderos valores de a. y P. respectivamente. En segundo lugar, conocemos sus 
variancias a partir de la obtención de las propiedades ELIO. Por último, 
como a y p son combinaciones lineales de las variable; normales independien
tes Y1, Y2 , . .. , Yn, deben también distribuirse normalmente (ver teorema 12). 
Es decir, podemos escribir 

(7 .28) ' a - N[a,a
2 (f, + {':~2)] 

Consideremos ahora con más detenimiento las variancias de a. y ~- Si nos 
fijamos en las fórmulas podemos ver lo siguiente: 

1. Cuanto mayor sea la variancia de la perturbación (cr), mayores serán 
las variancias de a y ~ -

2. Cuanto mayor sea la dispersión de los valor_es de la variable explica
tiva X, menores serán las variancias de ñ y p. 

3. Si todos los valores de X fue sen iguales , es decir, si Xi = Xi = ... , = 
= X,. , ambas v:iriancias s1.:rfr111 infinitamente grandes. 

4. La variancia de i.i toma su valor mfnimo cuando X = O (siendo 
2:x/2 a,±. O). 

El primer punto se obvio; significa t;ue cuanto mayor sea la dispersión de las 
pcttutbaciones en torno a la recta de regresión de la población , mayor será 
la dispersión de nu es tras «c:onjctur:i s» acerca del valo r de los panímetros de la 
regresión. SI todas las pe tt:1 rbaciones estuviesen co ncentradas totalmente en 
las media s ---<:s decir , si todas las perturbaciones fu ese n iguales a cero-, 
nuestros «conjt!luras» n:spcctu a lus valores tic los parúmc tros ti c regres ión 
serían siempre pe rfectas (si observásemos al m enos tlos valo res di s tintos tic la 
variable ueprndiente, claro está). El segundo punto se basa en el hecho de 
que, cuanto mayor sea la dispersión de las X, mayor se rá el va lor :i:: x/2

• En 
re alid ad, si pudi ésemo s el eg ir librcmc: nte 1111 número dcterminatlo de valo res 
de X en el interior el e ci e rto interva lo -por e jemr,lo , entre a y b (sicntlo 
O < a < b)--. la elección ópti111a consistiría en elegir 111111 111itad de las X igual 
a a y la otra mitad igual a b. Si lo hi c iésemos as í max imi zaría mos I: x?. El 
tercer punto se deriva de l hecho de que , s i todos los va lo re s de: la variables 
explicativa fuese n iguales. el valor de I x ',' sería igual a ce ro. y cualquier nú 
mero finito dividido po r cero es igua l a infinito. Otra forma de exp licar es te 
mi s~o punto es sc ña l:ir q ue , si todos los v:ilo res o bse rvad os de Y se h,ill asc n 
sobre un.i vc rtiuil (qu e e, lo q ue uc tirTiria si tu<l o s e ll o, co rrcspumli csL:n :d mi s-

.,... , , . , J., \ 1. n e• ¡x...lr1amu~ efe c tuar infcn:ncío olrun:i rcs¡_,ecto _ o In pcn-

1 • , .11 ,,J· ~11 ,·I ori,•..:n Je 111 recta Je rq'.rc~1ón. El ult1mo punto '<· ' e , 1 .2 3 U.U t.: ... ~• ..,_ ,:o-. 

~ 11 "' r• ··ii ·· ·1a pr:i c tica ya que se refiere solamente o ln vnrinncia t • · : ~c r!; c :1L1r 1 1 , . ... ., ,~ .... , • • . .. 

.;; a s1 d rc rn rridü dc X incluy.: valo res negativos además de pos1llvos, V_ar(a.) 

l. , r,1;; , 1,, 4 uc(1:1 pcsib lc si se sele ccionasen los valore s <le forma que X fue-
s.cr1.a ..., . .. . . , ¡ · · 
,e i;: ual u cero. En cstc caso , la Yar(c:t) seria igu a l a 0-/11, que es el va or mtmmo 

que puede alcanzar. 

[JE\! PLO. Con el fin de ilustrar el aumento de eficiencia que puede consegui.rse 
med iante una elección adecuada de los valores de la variable expl1cat1va, utilizare
mos el ejemplo de la sección 7.3 correspondiente a la estimación d.e l_a demanda 
de naranjas . Los valores de X (=precio de la ~ naranjas) eran los s1gu1cntes : 100, 
90 80, 70, 70, 70. 70, 65, 60, 60, 55 y 50. Para estos doce valores vimos que X = 
= 0 70 y :i::x? = 2 250. En este caso, las variancias de los estimadores minimocu:idrá
ticos sbn 

• º [ 1 x 2 
] •• [ 1 10

2 
] Yar(cc) = a· ;; + 2 x ;2 = u .. 12 + 2250 2.2611 11 0 2

• 

ª2 
Yar(~l = 2 x;2 

u2 
2250 = 0.00044402

. 

Supongamos ahora que en lugar de los valores anteriores hubll!semo, ltnidn 
,\'1 = X 2 = ... = X 6 = 100 y X; = X s = ... = X 12 = 50. En este taso. tettdtlatnos 
X = 75 y 2;.t? = 7 500. Las varíanctas resultantes serlatt. ahora, 

Varea ¡ = 0
2 

[ f1 + 7~~:1] = 0.8J3.:l3302
• 

tJ ª 2 Vat(p) = 7500 = 0.0001:H . 

Cotnparar1do las vatlat1clas tottest,otttllehles a los dos tastJs t1!llcflétti8!i 

Vat(d) caso 1 1,1131111 cf? 
= 2.113 . 

Var(a) caso 11 U,8J3.:l:H r:,' 

Var((3) ca so O.UOU444 r:,' = 3,338. 
Var((3) caso 11 0 .000133 r:,2 

Es decir. la variancia dL a en e l primer ca so es más de dos vece\ Y medía mayor 
(JUC I:\ del segundo caso . y la de (~ má s de J 1/ J \C CCS mayor. 

Es .:vidente q ue el c: t:mc nro ,L: e fi c ie :i c ra :i rnnsecue nóa- de Pal de-cd6n 
ó p1 i,n ,, de: k ,·. , :ct0 r,: ,. ,!..: \ rc:,ul 1,1 e:: u nsi<l cr:,h k . '- :i ru r:i lmc:n re, en fa· pr;:íc ü ca· 

. ·-~-· .-.. - ~ -.,.,.,._ ______ , ____ ,, .......... , ___ -·----~--· .... ·--- .. ----,·- ---~---.·--.. ,.,,.. ·--------------.s>tÍ, 
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la dificultad consiste en que, normalmente, el económetra no dispone U\: ta 
posibilidad de elección en este aspecto, ya que el muestreo lo ha efectuado 
una tercera persona y él recibe solamente los resultados muestralcs obtenidos.' 

Covarianr.ia de ci y (3 

1:)n problem·ª· de. cierto interé s_ es. e l correspondi ente a la rel ac ión entre 
a. y (3. Al utilizar a. en luga r de a. y 0 en luga r J e 0, es tamos cometiendo erro
res muestrales, y es de c ie r ta importancia saber si estos dos errores mu es trales 
tenddn el mismo s igno o no. Es decir , queremos conocer el signo de 

E(« - a)($ -· {3) , 

que, por defi nición, es la covariancia entre a.. y (3 . Ahora bien , según la ecua
ción (7 .1 5) tenemos 

ª = v - Sx. 

Como se ha señalado anteriormente , el modelo de regresión es 

Y, =a+ {JX, + e1 , 

Sumando todas las observaciones muestrales y dividiendo por n, obtenemos 

(7.29) Y= a+ f3X + i or a = V -- /3X - i, 

o sea, que 

(7 .30) á - a = ( Y - $X) - ( Y - /3X - i) = - (S - f3)X + i. 

Además, según la ecuación (7 .12a) tenemos 

,3=2x;y;, 
fJ , - '2 • 

L,X¡ 

pero, restando la ecuación (7 .29) de la (7 . 1), obtenemos 

(7.31) ( Y, - Y) = {3(X, - X) + (e, - i), 

9. Sin embargo , debe seña larse qu e la optimalidad de l procedimiento de muestreo 
que «acumula » los valores c.l c X en los dos extremos cid recorr ido depende de forma 
crucial c.lc la linealidac.1 del modelo . Este di se ño de las muestras sería muy poco adecuado 
pa ra los modelos en los que . en luga r c.le cfcctu:ir el supues to tic linc:i lidad . se intentase 
contrastarla. 

.:u•• 

: " ·· • ., ; .., r,,._-.ta ~ , ~~ 

r:-: ~ 1 ? ! a. l r.;I. 

a~rn ,.a J a p .. ra lnd ,c.1r dn,·incion~ rc~pecto tic las 

!lllf , .: .a..• 

y; - {3x; + ,; . 

!> ·J >titu~cndo este valor en In fórmula de ~ obtenemos 

o sea, que 

(7.32) 

~ = ¿ x;t~/ ,;) = fl + 1~;:;, 

¿ x;,, - i ¿ x; 
¿x;2 

.' 

que es el error muestral de ~ . Así pues, combinando las ecuaciones (7 .30) Y 

(7 .32) obtenemos 

E(& - a)(~ - /3) = E[-(~ - f3)X + i](~ - fl) 

= -XE(P - /3)2 + ü[i ::;;]. 
Consideremos el último término de esta expresión: 

E
-[L x;,,] [L x;e,i] _ ¿ x;Ee,(1/n)(ei + e2 + · · · + e, +··'+e,) 
' = E ~ - "" x '2 ¿ x;2 L. X, L 1 

ya que :Ex/ = O. 

(l /n) ¿ x;(Ee,, 1 + Ee,,2 + · · · +· Ee~ + · · · + Et,e,) 
¿ X;2 

(1 /n) L x;(o + O + ... + ª2 + ... + O) (1/n)a~ ¿ x; = O 
¿ x;2 ¿ x;2 

(7 .33) E(a - a)(P - /3) = -XE(ft - /3)2 = -.fVar(~) = -xb:º;:2]• 
según la ecuación (7 .23). Esta es, pues, la covari~cia entr~ t1. Y 0, A partir 
de es te resultado podemos ver que, siempre que X sea pos111va, puede espe
rarse que los e rrores mues tralcs de &. y (1 tengan s ignos opuestos. En este caso, 
pode mos espera r que un a est im ac ió n por exceso del verdadero vulot de tJ. v?a 
;icompa ñada de un a estimación por defecto del ve rdadero valor Je 0, Y V ce-

--·-~ ·--- --·-· 
: ,- ·--~ .. -.. - .-,,,- - ··-"' ................. " 
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Método de las semi-medias 

Es interesa nte comparar la recta de regresión muestra) _ajustada por el 
método de los mínimos cuadrados con la ajustada por algún otro método. Uno 
de los métodos que se ha utilizado en aplicaciones prácticas es el llamado 
método de las semi-medias. Este método consiste en disponer las observaciones 
de fo rma que los va lor~s de X se halle n colocados en o rden creciente , divi
di éndo los en dos pa rtes iguaks (o ap rox ir¡¡ ad ,1 111cnte iguales), y ca lcul a ndo los 
valores medios de X e Y en cada parte por separado . Esto nos p roporc iona 
dos puntos, uno para cada r arte, y la rec ta <le regres ión es tim ada es la que 
pasa por estos dos pu n tos. P,ira mayor sirn plicidud, supongamos que el núme
ro de obse rvaciones es par y definamos XA e Y A como las medi as mu cst rales 
de los primeros n/2 va lo res de X e Y, y Xn e Y B las med ias mucstra lcs de los 
últ imos 11/2 va lores de X e Y . Además , sean a y b los esti madores «semi-me
dios » de a. y 0. respec ti vamen te . !.os va lo res de a y h pueden ca lcu larse a parti r 
de 

}\= a+ bXA 

r'0 = a+ bX8 , 

ya que se requiere que la rec ta de regres ión estim ada pase por los puntos 
(XA , YA) y (X s, Ys ) . La soluci ón es 

y 

Calculemos la media y la variancia de b. Como 

Y, = a -+ {1X, + e,. 

tenemos 

Y., = " + f1XA + •• . 
Y0 =a -+ {1 X8 + io, 

en las que EA y Ea son las medi as mues tra les (no observadas) de las perturba
ciones de la regresión, correspo ndientes a la p rimera y segunda mitad de las 
observaciones, respectivamente. Por tanto, 

En este caso , obtenemos 

[ 
}\ - Yn ] 

E(b) = E ""'-----=, 
,\ A - ,\ /l 

YA - Yn = {1(X,, - X,,)+ (iA - i 8 ) . 

E[f1(X,, - J\ ) +_ (iA - i 8 ) ] = {1(XA - X8 ) = {1, 
XA-Xa XA -Xn 

j 

l 
r .. r. l (r. - r,)\' - E¡ mr. - i") + i'A - r,l - 131, - , ·-- . - \ --=--r l A - • 
.\ A - ,\. ' A • 

l 
i , _ i• 1• Eli,J' + E(i 1, )

2 
- 2 E( tAin) . 

- f. -,.--=--y- - (.V A - ,\' ,.)2 
• A • U 

. l·'s supuestos básicos ace rca de e,, tenemos 
Pcn:>, ~cgun u 

E(< )2 = E (~c1 + ~2 + .. , + c.,2)] 2 
A 11/2 

= [__!_] 2
[ E(cr} + E(cl) + · · · + E(e~12)] 

11/2 

( 
1 ] 2 2) [__!_) ~(11/")tt! == tt*_ 1 = 11/2 (02 + 02 + . .. + ú = 11/2 ,/. ñ!i 

y, de forma shnller , 

Por últlrrto , 

E(iAin) = E[ñ7} (t 1 + ei + ' · · + t ~,2)] [b (t.1~+1 + t ¡¡;;iu +· ;·+t.)) 

según el supuesto de no autorregreslón . Por lo t~ttto, obtettl!ttttl!i 

r,2/(tr/2) + r,2/(tr/2) ~ 411! 
Var(b) = (J\ _ Xn)2 - n(XA - X8 )~ 

Naturalmente, tenemos 

Var(b) ~ Var(ft), 

en la que ~ es e l estimador minimocuadrático de (3 . 

.' 

EJEMPLO. Demos traremos Jas ventajas del método de Jo, mlnimm cuadrad: 
b I étodo de las semi- medias a través del e¡e mplo de la dema nda de bnara 

;~s .r~:nc: os 1-2 observac iones que se puede n dividi r en dos grupos de 6 o serva
~ioncs cada una . Los resultados son los s1gu1 cnte~ 

X, = 60 

X0 = 80 

-- ------·-----··-- ·--~-·-·-·------·-~---- __,,. . .._., 
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bto da como resultado 

b = 11 S - s, _ _ I , 
60 - 80 - . 

a = 11 S - ( - UJ x 60 = 205. 

:• 
La tecla de tegtes lón estimada pot el método de las semi-medias es, pues, 

Y, = 205 - l.SX1 . 

La vatiancia de b es 

4a2 u 2 

Var(b) = 12(60 - 80)2 = 1200 

Comparando Var(b) con Var(~) obtenemos 

Var(b) 0
2/ 1200 1.

875
_ 

Var(~) = u2 / 2250 = 

Vemos, pues, que el método de las Sl'mi -mcdias produce unas estimaciones de la 
pendiente de la recta de regresión cuya variancia es un 87,5 '1/0 mayor que la varian 
cia de la correspondiente estimac ión min imocuadráti ca. En otras palabras, si for
má semos nuestras «conjetu ras» sobre la r endicn te de la recta de regresión de la 
población a través del método de las semi111cdias, d ic ha s conjeturas se ha ll a rían 
ccmidnablcmcntc más di spersas a lrededor <lt-1 verda dero valor 4u e la , basadas en 
la fórmula de los mínimos cuadrados . 

Estlmadún de Var(ci) y Var( 0 ) 

Bajo los supue stos Ji:! modelo clá sico de reg res1on norm ,d lin eal, los esti
madores minimoc uaJrá ti rns de a. y 0 posee n todas las propiedades deseables 
de los esti~adores, pero su utilid ad depende rá del tamaño de sus varianci as. 
Si estas últimas son muy g randes, e l hecho de que ningún o tro estimador in
sesgado pueda tener una va ri ancia menor servi rá de escaso consuelo . Si las 
variancias son grandes, es probabl e qu e las conj e turn s acerca de los verdaderos 
valores de los pa rá metros sean muy poco corrientes . E n la sección 7 . 3 se ob
tuvieron las fórmu las d e las var iancias de a. y 0, pero d ich as fó rmulas inc luyen 
el pa rámetro desconocido cr1 , o sea que su evalu ación result a imposible. Sin 
embargo, podemos est im ar o-2 , y en rea lid ad ya hemos obteni do una fórmul a 
de t:stim ac ión a l estudiar los estim adores ma , imovl'r,is ímiks en la sección 7 .-1 . 

l 

WW.f4 4 
Jr&r4Fi#WW"irr:%WWtetií!is'lnttc~\. 

" l . !";._ ... , .. :.. t..•• \ t 

~ , - l r, - ,-. - ~.r,,1
• 

n7 

. . n . tlm•1Jur tna:o.lt11uvcros!tt1II tle o-1 , poseen\ totlrts las ¡,tt>-
( , "''' )C trut .1 _<l" _ u Jc..:ss..:abks , p..:ro l\,;11 1.: 11 qU..: ub\l.:111:rs..: sus ptopletlutlcs Je 
l .. , J ... k, '"111 10 t 1u1, \ ' "o<l ·t11os estar l11li.: tcsados ct1 tu111pto~M 

. .-. Conctet am i.:n "· ,-., " 1 
m uo tras pcqucn,t s . I . . . d _, , 0 no . Para ellu, csctlblte11iOS ti c t1ll ev o á 

. - . 1 . um·iJo r nsesg,1 o ue rr _1 y 
) 1 e- ..:s ui " ' _, ' f algo dis tinta En primer lugar, sus tltUycnuo , por 
cxpri.: sión <le o- en orma . 
su valor se obticni.: 

. 1,( ªX+ _ __ 11X)2 = !'[- (a-a)-(~ - - {J)X,+ti)'
1

. 
i'i2 = - L, a + ,., t e, a p 1 11 L, 

" la ecuación (1 .~O), 
Su st ·,tuyendo (.:. - u.) por su va lo r scgün A continuación, ~ 

obtendremos 

s2 = ! , [(~ _ fJ)X - i - (~ - fJ)X, + t,!2 
" L, 

= 1 L l - <~ - ti)x: + ,; 12 

= ! L l<~ _ ti)2x;2 + ,;2 - 2<$ - ~) ,;xa 
1'I 

= ! ·(ft - fW 2 x? -'+- -~n L ,i;2 - '~ ·(~ - :p~ L ,,;; x; · 
-n 

'Pero a 1pm'tir ·ele '( 7 .3 2~ •tenemos 

¿ x; e; = (~ - /3) ¿ x;2, 

o sea, que podemos escribir 

(J2 = 

· · e n ambos lados , obtenemos Tomando espe ra nzas matem at1cas 

1 ..;:,- E( •2¡ -t · - , l' ¡ . 
11-

l¡. 
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Ahora bien, 
o• 

E(P - /1)2 = Var(P) = ~· 
,;.X¡ 

y E(e;') = E(e, - i)2 = E(,D + E(i 2
) - 2E(,,i) 

o• ' 
= o 2 + n - 2Ee,(e 1 + e, + · · . + ,, + ... + ,.)/n ., 

a• 
= o2 + - - 2[E(e1e1 ) + E(e1e2 ) + · · · + E(eD + · · · + E(,,•.)J/n 

n 

2 

= a 2 + ~ - 2(0 + O + · · · + a 2 + · · · + 0)/n 
n 

Utilizando estos resultados obtenemos 

(7 .34) E(fi2) = - ! (°" x;2) [_;!,] + ! °" [~] a 2 

11 L 2 x.2 n L n 

Es decir, ó-l es un estimador sesgado de a-2. Sin embargo, dado el resultado 
que hemos obtenido en la ecunción (7 .34), resulta fácil construir un estimador 
insesgado de a2. Si muliiplicamos los dos lados de la ecuación (7.34) por 
n/(n - 2) obtenemos 

o 

lo cual se reduce a 

~·. 

.,, ... ..,. ;, .... :fl 

, 7 ~ 1 $' ~ _I __ ..._- ( )' , - á - PX,)' = n ~ 2 ¿e~. 
" - 2 "'-

t . :: h• u, 1n101icamcn!c no exi ste diferencia ulguna entre 1/(n - 2) y 1/n, s2 
n ,Dintóticamcntc igual a ir, y posee, por tanto, las mismas propiedades asin-
1:,::-:~, óptimas. . ' 

Para calcular el valor de s'-, se puede simplificar la. fórmula (7 .35) con' el 
fin de evitar la necesidad de calcular los valores individualc5 de e;, o sea las 
desviaciones de los valores observados respecto a la recta de regresión de la 
muestra. Sustituyendo a por su valor obtenemos 

s2 = n ~ 2 ¿ [ Y, - ( y - Px) - Px,12 = n ~ 2 ¿ (y; - Px;) 2 

pero, a partir de (7.12a), tenemos 

o sea, que 

{j" ,. " ' ' P L x, = L x,y,' 

Utilizando este resultado llegamos a 

2 I [' •2 B , , '] (7 .36) s = n _ 2 ¿ Yt - p L x,y, , 

que resulta mucho más fácil de calcular que el resultado lndlcndo en la 
ecuación (7 .35). 

Si utilizamos s2 como estimador de r;2 podemos obtener los est!rnndores de 
Var(ci) y Var(0); dichos estimadores serán insesgados y tendrán las propiedades 
asintótica~ ópt imas. Siguiendo la notación corriente, llamados s/ al estimador 
de \lar(ci) y s~2 al de Yar(0). Las fórmulas correspondientes son 

s; = .1
2 [! + ,X~ ,] 

n ¿ x,· 

. ,' ' ~ . ..,...Y l!' . ··- -.,..._ ----·---·---"- ···--- .. - ·· ·-- ---·-· .. -·-· ···-·-·-·--·-- ·--·-----·----- ·--------------,,--"· 
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La raíz cuadrada de estos estimadores, s._ y s~, respectivamente, representan '°' 
los errores standard estimado~ de ci y (3 y se utilizan muy a menudo com

0 

medidas de la precisión de ii y P. (En los trabajos de investigación se empica 
írccucntcmcntc la expresión «errores standard» para referirse as ~ y s 

O
, en lugar 

de «errores s tandurd estimados» , pe ro como los verdacJcros errores s tandard 
no se pued en conoce r casi nunca , la omisión de la palabra «estimados » no crea 
genera lmente ninguna confu sión .) 

Intervalos de confiarn.a para a. y (3 

Es posible ob1 cncr una indicación más formal de la prec1s1on d e d y ~ 
construyend o los intervalos de confianza correspondientes a a. y (3. Empecemos 
con el de (3 . Como 

en la qm: aj V;ir( ~). de ello se sigue que 

N(O, 1) . 

Además, a partir de (5.Bb) sabemos que 

L ( Y, - & - Sx,)2 
==--'---'--- .-, - -'--'-'-- - xL 2 • u-

Et1 este cáso, et t1t1tneto de grados de !ibcrtád de lá d!sttfbuclót1 Jl-t:Uádtádo 
es (1t - 2). ya que oe hart «utilizaJo» dos grados de llbettad ¡;ata calcu!at 
a. y ~- Obsérvese que podernos cscrlblt 

¿ (Y,-& - ~X,)2 

ª 2 

Pot tanto, tenemos 

y, en consecuencia, 

(11 - 2).12 

ª 2 

(i, - 2)s 2/( ¿ x;2) 
a 2/(¿ x ;2) 

(11 - 2)st 
~- 2 Xn - 2 . 

~ 

(fi - {J) /ap = t -- fJ 
V(11 - 2)si / (n - 2)aJ sp 

(lt - 2)SJ 
u ~ 

# 

es un cociente en el que e l_ numerador es una variuble normal tipificante, y el 
denominador una variable I x2,, _d (11 - 2)) •12 inder"ndi ente. Como se explicó 

- ~. ~· ... ~ ~--.,.---·-~--.--··----~·- -- · ··-··•···· 

... ~ ( ~: ! .1; 11 e: 

,. t ~,, t :. , , ·~ vr . t 

p - t1 
--- , • • J. 

j . 

una JcJu~,ión 5imilar . podemos obtener también 

ú - a 
-- - ',a -'l• s, .' 

E5 tos resultados nos permiten efectuar las siguientes afirmaciones de tipo 
probabilístico: 

a - a 
1 - A, 

P[ -fn-2.M2 $ S; {3 $ +tn-2.m] = 1 - A, 

en las que 1n-2,,i2 indica el valor del estadístico t con (n - 2) grados de liber
tad que delimita }./2 del área de la distribución t en cada extremo. Este valor 
se puede obtener a partir de las tablas de la distribución t para cualquier va
lor de }. que deseemos. El término ( 1 - A) indica el área de la distribución 
entre los puntos -r. _2 _.,2 y +t. - 2.m· A partir de estas afirmaciones proba
bilísti cas, podemos construir los Intervalos de confianza para a. y (3 en la 
forma 

& - t. - 2. , 12.1'& $ tx $ ª + 1n -~ 2. >.. 12S& 
(7.40) 

~ - ln - 2. x12S,i 5 f3 $ ~ + j n - 2 , Ai?. .°5¡3 · 

La probabílid:1d tl·e q\i<! d h1tervalo <le l;'óll\'iá11z·a así especil'ica<lo it\dt1ya ~l 
'verdadero valor ·del pa1·ám·d ro '<Í•e 1·eg1-es\ón ·es ( 1 - k), y 1·eC1be -el n·ombre 
·ae «nivel ·de ·confianza». Como ya se >me'rldonó ·e'r't la sección 16.'.S., q.O's 'rl\Ve~es 
utilizados más ·corricn'temen'te son e1 ·95 % y e1 '99 % . 

'EH: MPl:O . Como eijemp1o m1mé'ricc,. construy amos qos •i'1711·c,rv11~os -de c(!)r1'foa1'lza 
•del 95 % parn a. y B en 1a lfanc ió n ·<l(ae n ·prcsem a 'la demanda ,de •Aarnnja·s a 1pa.n1:ir 
·de fos datos ,presentado, ·en :Ja sección 7.3 . .Para ell o ·tenemos ,que ,cailcül&r 'las -es
•timuci ones de los errores standard -de li y 0 m ediante las ,fórmulas •(7 .'.l-6,) y ,(7 .37). 
A p~rtir de los datos de este ejemplo , ya se calculó con anterioridad 

X = 70, 

Y = 100, 

¿ x;y; = --3550 , 

2 .,;z :· 2250 , 

l. 

1 · 
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lo cual da como resultado 

Además, tenemos 

a = 210.460, 

$ = -1.578. 

_¿ y;" = 6300. 

Sustituyendo estos valores en la ecuación (7.36) obtenemos 

2 - 1 [ 
s - 12 - 2 6300 - ( - 1.578)( - 3550)) = 69.8 . 

Sustituyendo ahora en la ecuación (7.37) se obtiene 

s: = 69.8[f2 + fi~~] = 157.825555 

y 2 69.8 
s~ = 2250 = 0.031022 . 

Las estimaciones resultantes de los errores standard de a y ~ 

sd = 12 .563. 

s~ = 0.176 . 

son 

La última información que ne ··t· 
confianza es el valor apropiad~es~ amo~ para la construcción de lo, intervalos de 
10 grados de libertad . Adem·is con e ' · 1 .omlo dposeemos 12 observaciones, tenemos 
re_mos halla~ el valo r de t ~t;~ del:~i~a ~:~~1, ~ ~o~fra m.a desea do es el 95 %. que
tribución . Por tanto, bu sca re .. _ .. · - - e e a rea en cada extremo de la dis
dc la 1. El va lo r ccrres~ondi:~: ~ ~ ~'\~~

1ª, « I O» Y la colum_na «0,025» de la tabla 
del 95 ·:,., para a. y 0 son -·-- ) · r or ta nto. los intcrva los de confian,.a 

210.460 - 2.228 >< 12.56) s; a s; 210.460 + 2.228 X J 2.56) 

182.470 S a s; 238.450, 

y - l.578 - 2.228 x ü.176 sfl :S - l.578 + 2.228x0. 176 

- 1. 970 s (:1 s; -· 1. 186. 

Intervalo de confian:r.a para E(Y,) 

Podemos ampli ar el uso de los inte rvalos de co ¡·, · e· · · 11 1<1nza y cons1daar la p 
1s1o n con que toda la recta de regresi ó n d e la mucstr· . re -

de · · d 1 . • - ª represe nta a la recta 
rcgres1011 e a poblac1on. Esta última viene dada por E(Y,) = a. + (3X; y 

;). , . - ~ : . . , : . . \.:, '. . . .. . 1! .. \ crt t1t 1 1..: c :! ,• rc .. ....i rr1 ~l t. ,. Su c ~tttnaJ L,r 

. • . :. , , ,::· , ,, .,. ,le la nll.Jo trj ) . , -i ,. '.i.\ ,. C0:nu /. \ LI = 11 + {~. '\', 
'" , .: . ::. , .! , r 1:: ·nfJJ u Je: /. ( ) ' ). Se punkn c:! t:,hkcc: r t:imbién otrus pto-
l : , :e, ,!, · c ., \,k , de: ) ' , i.: umu c: , ti m:id u r J..: Lt )',) ; poJcmo, ur¡:umc:nta r que. 
, , •::,,• a ,. ~l , , ,:1 lu , mc: ju rn c: , ti111:idun.:, que pud c:mos i.:011 , truir de a. y (3 . 
, a , ~ \ . ) o c:l mi.:jur c: , t im:.iJ o r Je (a. + (3.\'¡). Pa ra obt.:nct el inte rv alo de 
, ,,:: i,."" " p:.ir :, cu:.il>.jui..:r punto determinado sobre la rect a J ,; tcgrc:sión de la 
pvb l:i c iún /: (}' ,) ti.:n ..:mos qui.: obtener la variancia de su cstíma<lor Y,. a la ql{e 
llj111:ir..:111u, c-1r,. Es ta pucJ i.: obt enerse de la forma siguíc 11t c : 

ut E[ 1\ - E( f,)]2 = E[(a + Sx,) - (a + t1X,)]2 

E[(a - a) + (S - mx,]2 

1 

E(a - n)2 + E(S - /:1) 2 X? + 2E(ii - a)(S - t1)X1 

Yar(a) + X.2Yar(~) + 2X,Cov(ii,$) 

[ I .X2 ] [ 0
2 

] [ 
0

2 ] = º 2 ñ + 2 x;2 + X? ¿ x;2 - 2X,X ¿ x;2 . 

El último resultado se ha obtenido sustituyendo los valores de las ecuaciones 
(7.23), (7 .25) y (7.33) . Efectuando algunas manipulaciones adicionales se ob

tiene 

(7 .41) 

_ -a
2 [¿ x;2 - 21 2 [! (X1 - X)

21 
- , · _, 2 . -- + (X, - X ) = a : - + , ,2 • 

L. x , , n · · n L. x, . 

Trf1S haber obtenido la media y la variancia de Y;, te!1emos que considerar 
su di stribución . Esto resulta muy senci llo : como (a. + (3X;) es una combina
c ió n linea l de la s vari ab les a leatoria s ind epe ndientes E1, E, , . . • , E,. que se dis
tribuyen normalmente, Y, se dis tribuye también normalmente. Por tanto , 

tenemos 

e, N [ ªX 2( 1 (X, - X)2)] 
1 1 ~ ex + ¡, " 0 ñ + ¿ x;2 ; 

y . en consecuencia, 

/\'(O. 1). 
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En general . la expresión correspondiente a cri"; indicada por la ecuación (7 A 1, 

no se puede calcular, ya que incluye el parámetro desconocido a', pero, ~ , ~ 
embargo, podemos sus tituir dicho parámetro por su estimador insesgado , coi, 

sistentc, y asintóticamcntc efic ientes' expresado en la ecu::ición (7 .35). Esto da 
como n: suliado un cs1inwdor ck a\,. al que podemos llamar s'., ,. que posee 
estas mismas propicd::idcs, y que se define Je la forma siguiente 

(7.42) s~ = s2[~ + (X, - Xf ]. 
1 11 ¿ x;2 

Entonces tenemos, pues, 

y el intervalo de confianza para (11. + [3X1) será 

en la que ( 1 - A) es el nivel de confianza elegido . Como este interva lo de con
fianza se puede calcular para cualquier valor de X, dentro del dominio corres
pondiente, podemos constru ir intervalos de confianza para todos los puntos de 
la recta de regresión de la población. Esto nos permite construir una zona 
de co11/ia11::a para la recta de regresión de la población en su conjunto. 

EJ[r-.lPLO . ,\ mm1o de ilu , tra,·icín . podemos utilizar el ejemplo de la sección 7.3 
co rrespondiente a la demanda de naranja s y construir la ZLlil:t de confianza del 
95 'í~ para la curva tic demanda de la población . Com o se reco rdará . la recta de 
regresión estimada a panir de la mue stra Na 

f, ~ 2 104/,0 - 1.578X,. 

La estimación de la va riancia de Y, e, 

2 
St\ 69 8 [

..!._ (X, - 70)~], 
. 12 + 2250 

y el valor del estadístico r es 2,228 como a nteri o rmcnle . Estos son todos los ingre
dientes que necesitamos para el cáku lo de la zona ele conf ian za . El cuadro 7.3 
presenta los resultados de dichos c:tlculos. La , últimas dns columnas representan 

--------~---------- -- ·"• ,_,. , .,_ .. -

( 

• ~ -. _... , , ; IIC . .. ,. . ., • .,, ,. ,; r'. < ! f ~ n 1, •, '- ' '-' 1<'~:-... ,: ; , ! ,( H\ ( \ \. ,.d , II C""' Lle , l.& 

, # - ~ · , , :..i: . . ... , , 1 , ~1t,,,,. 1. , , n .:a " c-trc .... h,, e '),, el ,:,,rrt'f" '~1d1: n tc .a .\ , :: 

,~ lh \:a • 
7!1 , ~ 

, .J,o : . ) 

lntcnulo <le confion1.a 95 ' ' u 

.\', f', .f f, 2.228sr, Limite inferior Límite superior 

210.4(, 12.57 28 .0 ! 18~.45 238 .47 
o 

10 194.66 10.84 24. 15 170.51 218.8 1 

10 178.88 9.14 20.36 158.52 199.24 

30 163.10 7.45 16.60 146.50 179 .70 

40 147.32 5.8 1 12.94 134.38 160.26 

50 131.54 4.27 9 .5 1 122 .03 141.05 

60 11 5.76 2.98 6.64 109. 12 122.40 

70 99.98 2.41 5.37 94 .6 1 105.35 

80 84 .20 2.98 6.64 77.56 90.84 

90 68.42 4 .27 9.51 58.91 77.93 

100 52.64 5.81 12.94 39.70 65 .58 

110 36.86 7.45 16.60 20.26 53 .46 

120 21.08 9.14 20.36 0.72 41.44 

decir , a X. Los intervalos se van haciendo más amplios a medida que nos alejamos 
de X. y si unimos los puntos adecuados, obtenemos los lí mites s~pcrior e 111fer1or de 
la zona de confianza para la recta de regresión de la po blacton que aparecen re

presentados en la figura 7-4 . 

y 

Figura 7-4 

Descomposición de la variación muestra) de Y 

l\,ra complemcn t¡¡r los resu ltados de la estimac1on que hemos obtenido, 
puccJc n utiliza rse ciertos conceptos re lacionados con la descomposición de la 
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varlaclón muestra! de los valores de la varí11ble dependíente .10 A modo de 
ilustración, considérese la variación de Y que aparece en la figura 7-5 . En c~ta 
última, se han representado los valores de Y obtenidos en una muestra c.lcter. 

. minada junto a los valo res corrcspohdlcntes de X. Esta representación gtúficu 
se conoce generalmente con el nombre de «diagrama de di spersión» (o nube 

·, 
y 

X 

Figura 7-S 

de puntos) . En la figura 7-5 se presentan 1 O observaciones de Y correspon
dientes a 10 valores distintos de X. Podemos preguntarnos cuál es la razón por 
la que los valores de Y difieren de una observación a otra. La respuesta, según 
el modelo de regresión que se postula, es que la variación de Y se debe en 
parte a los c:1111bios de X -que dan lugar u cambios en el valor esperado 
de Y- y en p:il'le u los efectos de la pcrturb:iciún a lea toria. Lu cuestión si
guiente es , pues, qué par te de la variación observada Je Y puede a trib uirse a 
la ~ar iación de X, y qué par te al efecto aleatorio LÍe la perturbación. Se puede 
re~ponde r a esta pregunt a con la uyitda de d er tas medidas que se estudian a 
continuación . En p ri mer lugar , dc: fi11an ws la expresión mucstrnl de Y ». Si no 
hubi ese ninguna variac ión, ni rcprcsc nt a r !os va lores de Y n.:spccto a los de X , 
todos los puntos se hall arían ~ituado, soht·c U'' ª recta ho ri zu11ta l, y pues to que 
si todos los valores de Y fue se n iguale s serían también Iguales a la media de 
la mu estra, la recta horizonta l se ría lu correspo ndiente al punto Y en la figu
ra 7-5. Ahora bien, en la práct ica, los valo res observ ndos de Y se hallan dis
tribuidos alr.:d edur de dicha recta, J e form;,i que la vnriaci ón J e Y podría 

tO. Al habl ar de «rn ri ac ió n de 13 va ri ab le depe ndiente» hace mos refere ncia a los 
cambios de Y , de una obse rvac ió n muestra! a o tra . Lsto debe di st in guirse d e la «va ri an 
cia de Y1» que se rc fi..:r i..: ::i la Jis p~rsión de los va lores de f¡ co rn:~q,ond1 c nt cs a un valor 
fijo de X , por ejempl o X, . En el caso de la , ·,. riac ión muestra! d e \ ' . los va lo res d•: ,\ 
puc;<len v:i ri ar d~ un.1 obsl.'.n·ación .1 otra. 

·-------

to:t . 1 • • • · : '~ ~ y r·~ 1 . . J' 1 J 

. , , ~, .'.( · - ~ , ~:..:! O L t , :,C!" :,J,, , Je )' rc- , ¡,cc 10 J e f . Unu 
:, ,! e ro ·~-,:. : c, !J , d ,,:.,m:rn , e , la , urnu Je bs cuuJruJos dt .. . 

, , .. : "' · •l '-'' ¡ .::ic .il 1:icn lc tt c i!,c el numbrc J e ~~umu to tu l de los CU!l · 

.!· . ;... : , , 4 ;.;: pcJc Jc c q , to;it , c en fo rma ubn.:v l;ida po t STC. l: s <lec!t, de-

STC 2 ( >', - F l' = '> 1';2 . 
1 , · 

Nuestro objetivo consiste en descomponer esta suma de cuadrados en dos 
partes, una de las cuate~ debe represent a r las variaciones de Y que pueden 
atribuirse a las variaciones de X , y la otra debe considerarse como represen
tación de la s va riaciones J e Y a tribuibles a causas aleatorias . 

Volvamos aho ra a la figura 7-5 y a las observaci ones muest rales que aparecen 
en ell a . Supongamos que se hn obtenido una recta de regres ión muestra! por 
el método de los mínimos cuadrados y que se ha trazado sobre el dingrama 
de dispersión ta l como allí aparece . Tal como indica el mi smo nombre del 
método J e est imación, esta línea es tal que la suma de los cuadrados de la s 
desviaciones respecto de la misma es mínima y, en consecuencia, a veces se 
denominn la « recta mejor ajustada» . Tomemos ahora un a observación especí
fica, Y;, correspondien te al valor X; de la variable X para estud ia r J;,i di stnncia 
ve rti ca l entre (X ,, Y;) 

y 

X X; 

Flgurn 7-6 

y el valor Y. En la figura 7-6 podernos ver que <licha distancia puede dlvldlt!le 
en dos partes, una de las cuales represe nta la distancia entre el punto obser
vado y la recta de regresión de la muestra, y la otra la di stancia entre dicha 
recta de regresión y el valor Y. Es deci r, tenemos 

Y, Í', + e, . 

1 
' !: 
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en la que Y, es el punto de la recta de regresión muestra! correspondiente al 
valor X;. Restando Y de ambos lados de esta expresión obtenemos 

., 

(Y, - Y) = CY, - Y> + e,. 

Distancia 
total des
de Y 

Distancia Residuo 
entre la 
recta , ; 
regresión 
e y 

Este análisis se aplica a una sola observación, pero como estamos interesados 
en la obtención de una medida resumen para todas las observaciones muestra
les, elevamos al cuadrado ambos lados de esta igualdad y sumamos respecto 
a todas las observaciones mucstrales. Esto da como resultado 

¿ ( Y, - Y)2 = ¿ [( f', - Y) + e.] 2 

' f 

= ¿ (1'. - Y) 2 + ¿ et + 2 ¿ ( f, - Y) e,. 
i ( ' 

Consideremos el último término del lado derecho de esta igualdad. Si sustitui
mos Y, por su valor obtmemos 

2 ¿ ( 9", - Y)e, = 2 ¿ (& + px, Y)e, 
j j 

Pero, según les ecuaciones (7.!0a) y (7 .1 la), sabemos que l:;e, = O y 
.t,X,e, = O, y, por tanto, podemos llegar a la conclusión de que 

En consecuencia, 

(7.43) 

Suma to
tal de 
cuadrados 

(STC) 

2 ¿ ( f. - Y)e, = o. 
j 

Suma de Suma de 
cuadrados cuadrados 
de la re- de los 
grcsión errores 

(SCR) (SCE) 

/ , 

' ; 4-4 ) \cR = ¿ < f', - r¡• = ¿ (ü + px, - Y)1 

= ¿ [O' - Sx> + Sx, - Y]2 

= L [-S(X, - X)]2 

= S2 ¿ ( X, - X)2 = S2 2 x;2. .' 

Hemos visto, pues, que la variación muestra! de Y (STC) puede descomponerse · 
en dos partes, una de las cuales describe la variación de los valores ajustados 
de Y, mientras que la otra describe la variación de los residuos de la regresión. 
Es decir, SRC representa el efecto estimado de X sobre la variación de Y, y 
SCE el efecto estimado de la perturbación aleatoria . 

La descomposición de la variación muestra! de Y da lugar a una medida 
de la « bondad del ajuste» que se conoce con el nombre de coeficiente de deter
minación, y se representa por R2

• Dicho coeficiente es, simplemente, la propor
ción de la variación de Y qu e puede atribuirse a la variación de X. Como 

STC = SCR + SCE, 

dividiendo ambos lados por STC obtenemos 

SCR SCE 
I = STC: + STC . 

El coeficiente de determinación se define co'mo 

(7 .45) 2 _ SCR _ ~2 l: x? 
R - STC - !: y? 

o bien 

(7.45a) R2 - l - SCE - 1 - :E e.2 
- STC - l: y? 

R' es una medida que se utiliza corrientemente para describir hasta qué punto 
la recta de regresión de la muestra se ajusta a los datos observados. Nótese 
que R2 no puede ser negativo ni mayor que la unidad, es decir, 

O :,; R2 < 1. 

----~ ~---- ··-·· 
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Un valor de R
2 

igual a cero indica el peor ajuste que se puede obtener mien-
tras que un valor unitario indica el mejor ajuste posible . · 

Una condición neces_a_ria pero no suficiente para que R2 sea igual a cero 
~s que la recta de re_gres1on de la muestra sea horizontal --es decir, que (3 sea 
igual a cero-. O~se rvese que la recta de regresión de la muestra puede se 
horizontal por vanas razones distintas. Esto se ilustra gráficamente en la figu~ 
ra 7-7. En el caso a), las obscrvaciones se hallan dispersas de forma aleatoria 

·, 
y y YI 

x\ X 
y x-x-x--x-x-x-x-x-

,>< // 'K X 
X '-,_ .!f. _ _,,.)( . 

X X X 
(a) (b) (e) 

Figura 7-7 

en torno al valor Y. En el caso b). las observaciones se hallan dispersas en 
torno a _una curva tal que la recta mejor ajustada es una horizontal. En este 
caso'. existe una relación entre X e Y, pero dicha rel;ieión es extremadamente 
~o_ lmal, de modo que una recta proporciona un ajuste muy deficiente. Por 
ult1mo, en el caso e) todos los valores de Y son iguales, independientemente 
del valor de X . Este es un caso excepcional. Cuando todos los valores de y 
son c_~nstantes, no hay n!ng_una variación que deba explicarse y, por tanto , la 
cuesu?n d: _la <lescompos1c1on de la variación es im:icvante. El valor de Rz en 
esta s1tuac1on es indeterminado. 

_D:~en señalarse <los extremos más relativos a la descomposición de la 
vanac1_on muestra! de . Y: En primer lugar, no se ha aludido a los problemas 
de la rnferenc1a estad 1st1ca en ningún punto <le la di scusión. Es ta omisión ha 
5t_do d:liberad~ '. _ya que. el objetivo ha consistido simplemcnte. en proporcionar 
cierta mformacwn r<!lat1va a la muestra En segundo Juga . ]· d · · , d · · 1. a cscompos1c1on 

e STC ?esa rrolla<la anteriormente depe!1de crucialmentc Jel uso del método 
de los_ mm1?'.os cuadrados en la obtención de la recta de regresión de la mues
tra . S1 h~~1esemos usad_o w1 método de estimación que produjera una recta 
de regres10n muestra] d1st111ta, la descompos ición de STC en SCR SCE 
hubies~ s·do ·b1 s· b Y no 
. e: ! pos1 c. m em argo, por lo que res pecta a R2. podemos genera-

lizar la -~01mul a _(7.45a) ,con el fin e.Je hacerh, aplicable a cuulquier método de 
est1m ac10n defi niendo R· en la forma siguiente 

(7.45b) Rz = 1 __ Suma de cuadrados de los residuos 
STC 

- ., -__ ..,.··i .. -""_ ... '""---· ----·--··--·- · ·--·---·- .. ----- .. , ·--·- --····- - ·-·- • -- '" 

_ . ..-·. 

f . , r· • , , ; ""!' '= : . ... , \ ,~ ,~ t ( !:,L; :. •1 c- ~:.in r-cprc!,,C nt:1do ~ po r l:i~ d cs , ·i .a c io ncs re~-
~, : , , s .: , ,!e ' "'" t ' º '"n <le la muotra, in,!q><:n J1,11 tcmc ntc e.Je! método 

1~ 
-'" ,, · .- ·· .• • , •.. , t; : i:ll.1J 0 . l'cH.' , i In recta <le regre sión muestra! es distinta 
. . : • ,¡ .:e ,.e l:u : ·:.· -.e ub tc nidu po r el mét odo de los mínimos cuadrados. no 

. .... ; ,· . .• ,, ,c, c: ir 1111..:rprcwndo J< ' como una medida de la proporción de la 
: ,,, ., _, __, 11 Je r alt1 bu iblc ;i la n.:gresión muestra!. En este caso, R2 se utilizaría 
un1 c:irncn1 e cumo m.:dic.la d .:: la bondad del ajuste. 

Si considcr:imos a R' como un estadístico de tipo descriptivo, podemos 
prq:untarnos cuál es el valor de la información que proporciona. Concr~a
mcntc. supongamos que en una muestra determinada obtenemos un valor muy 
pequeño de R'. Esto significa que la recta de regresión de la muestra se ajusta 
muy poco a las observaciones . Una explicación posible es que X es una varia
ble explicativa deficiente en el sentido de que su variación deja in afectada 
a la variable Y. Esto es una proposición acerca de la recta de regresión de 
la población -que afirma que la recta de regresión de la población es hori
zontal- y, en consecucncia , se puede probar con refe rencia a la muestra. Va
mos a ocuparnos ahora de cómo puede hacerse . La validez de la contras tación 
depende de la va lidez de la hipótesis sostenida -es decir, de la especificación 
correcta de la ecuación de regresión y de la validez de los supuestos básicos-. 
En particular, la especificación correcta de la ecuación de regresión implica 
que e n el modelo no exi ste ninguna otra var iabl e explicativa y que el efecto 
de X; sob re E(X;) es de tipo linea l. Si no rc:c haz<1mos la hipótesis de que la 
recta de regres ión de la pobl ación es hori zontal, en rea lid ad estamos afirmando 
qu e Y estü influencíacl::i tí11ica111e11te por la perturbación alea toria E. Ot ra expli
cación pos ibl e de un va lor pcqu cíio el e R' es que, aunque X es l::i variable 
explicativa releva nte , su infl ue ncia sobre Y es débil en comparación con la 
influencia de la perturbac ió n a lea toria. En rea lidad, éste pa rece ser el caso 
e n las re laciones qu e desc riben la conducta del co nsu mid o r a part ir de da tos 
de cor te tran sve rsa l. Por ejemplo, un v:ilor corrie nte de R. 2 correspondiente a 
v:iri as fun cio nes de la cond ucta del consumidor según los datos del Survey 
Rescarch Centre de la Unive rsidad de Michi gan (con una s 3000 observacio
nes) es alrededor de 0,20. Ello ind icaría que el 80 % de la variación del com
porta mi ent o d e un consumidor a otro en la muestra puede corresponder a fac
to res di stintos de la vari ab le o var ia bles explicativas. Una tercera explicación 
posibl e para un valor pequeño de R 2 es que J;:i ecuación de regresión esté mal 
espec ificada. En la práctica. és ta es a menudo la conclusión a que e l investi
gador ll ega e n dicho caso . El valor de R2 tiende a se r considerado como un 
in dicador de la «corrección» de l;:i espec ificación del modelo. Obvi:1mente, se 
trJt a de un criterio puramente operacio nal, sin fundamento alguno en la infe
rencia es tadística. Cuando consideremos los errores de espec ificac ión nos ocu
p,;r, rnos nu evam ente ele es te pun to. En cua lq uier caso . a l presentar los resul
::,do, de la regres ión se acostumbrn a señalar el valor de R2 ju nto con los re
· c: !t :1lios de l procedimiento de estimación. 
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EJEMPLO. La descomposición de STC y el cálculo de R2 pu d ·¡ 
t · d ¡ . · 1 d e en I ustraf\e 
rave~ e eJemp o e la demanda de naranjas introducido en la sección 7 3 A ~ 

de cálculos anteriores ten emos: · · panu 

¿y;'= 6300, 

¿ x? = 2250, 

., p = - 1.578. 

Por tanto , STC = 1Y/ = 6 300, 
SCR = :Ex?= 5 602, 

SCE = STC - SCR = 691L 

Es decir, 
6 300 = 5602 + 698. 
(STC) (SCR) (SCE) 

El coeficiente de determinación es 

SCR 5 602 
R 1 = -- = - -- = 0,889. 

STC 6 300 

Esto s_i?nifica que el 88,9 % de la variación muestra! de y se puede atribuir a la 
var1ac1on de los _valores aJustados de r . es decir, a Y. El valor de R2 indica que la 
r_ecta de rc:gres1on de _ la muestra se a justa ira ncarnente bien a las observaciones. 
Esto se representa graf1camente en la figura 7-8. 

,J1_x_, / 
l':100~=--· J--...:::::::::::;;-- ------

)C c.:.::..:..:::: )(---- " 

50 --c-c--J_ ·-!:;0"x 
60 X = 70 80 90 1 00 X 

Figura 7-8 

Contrastación de hipótesis 

Pasem~~ ahora. a~ problem~ del LI SO del modelo de regresión para la con
trastac1on de h1potes1s. El tipo de hipótesis que más .:orrientemente se consi
dera _ entre la v_a_riabl~ explicativa X y la variable dependiente Y . Puede d a rse 
una_ mter~re tac1 on mas _rr~c1 s_a a esta hipótesis especificando, en primer lugar, 
los mgred1entes de la h1potes1s sostenida a la que se Jia ll a asociada; es decir·. 

. ~ . : , :: 1: :. qu~ e· t:i !tH.' ) d I· :·:1c :-. tu ~ u cfc t. 1U ~r ot:t:rta de 
¡ , · . . . ¡• ., .. ·.,. , ,~,n t. -.!, ·, lu, , d" .,, ente , en el muJclu d :i~ ict, 

, . . z: : : ,! !11 1<· .il . rr ,·s-·nud," L' tl l:i , c,pro iu nc s (7 .1) u (7 .b) . Ba jo 
, , • , :, :i-. ~. ··, t,n ,,la. la rcl:i,i 6n cntn.: .\'. c Y vkrn: 1.bJa por la <l c pcnJcncia 
.. · , ,1 ,!e! , .,lc,r mcJi ,, J<: }', rc , pccto d e: X,, ó Jecir, por EO',) = a+ ~X, . 
¡•. , !.,:, 10. le1 afirma ción <le que «no exi ste relación entre X e Y » Jebe intcr
p ct:.ir~ en d scn tiJ o de qu e el valor medio de )' , 110 es linealmente dcpcn
J ,c:i t,· J,· .\ . -e, ckc:ir . qu e la recta de regre sión de la publ ac ión es horizon
tal-. !'ero ~sto es simplemente otra forma de d ec ir que (l es igual a cero. Por 
tnnto, la hipótesis nula de no relación en tre X e Y es · 

Si no tenemos ningún conocimiento pre vio respecto a los valores de los par~
metros de regresión, la hipótesis alternativa será 

Si sabemos a priori que f3 no pu ede ser positiva, o negativa, la hipotesis alter
nativa dcberá modifkarse de acuerdo con ello. Para contrastar Ho tenemos que 
obtener un estadístico d e prue ba y calcul ar las regiones crítica y de aceptación. 
El estadístico <le prueba se puede obtener a partir d el est imador rninimocua
drático d e ~. que bajo los supuestos efectuados posee todas las propiedades 
óptimas. Podemos utilizar simplemente el hecho de que 

~ - /3 
S11 

como se expresa en •('7.38). !Bajo lla rni-pótesis nt.ila, 13 = ,(!) ry, ¡por ,tantci, ,dl ,esta
dístico de ,prueba correspondiente ·es 

Sf¡ 

que tiene una distribución t con (n - 2) grados de libertad. El límite entre la 
región de aceptación y la región crítica puede obtenerse a partir de la tabla de 
la distribución 1, para cualquier nivel de significación y cualquier número 
J .: graJos de libertad . Para una contrastación de dos extremos, al nivel de 
sign ificación ,. y co n (n - 2) grados d e libertad, la región de aceptación se 
Jd inc: por 

1 7 ·l b) 

... .,,,.,.;ir,-,"'··-·"'"~-_ ,........... -............ _ ... ~ ,-.- ·-··-- -- ... . --~----- -- -·- -·----- --- - -~ 
_______________ ... 
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EJEMPLO. A modo de ejemplo, consideremos la demanda de naranjas c,r,mi,i.. 
mediante un modelo de regresión lineal a partir de los datos presentados en la , . 
ción 7.3 . La hipótesis nula de no relación entre X (precio) e Y (cantidad dcm: . 
da) equiva le a la afirmación de que la demanda de r ua njas no esiá influida pur 
el ¡,recio. Tenemos, pues, 

H o: f3 = O . 
. , 

Corno hipó!esis alternativa tomamos 

H, : /3 fe O. 

Queremos contrastar H0 al nivel de significación del 1 1/0 • Como la distribución 1 

se extiende entre -· ~ y + ~, todox los valores de ~/ s¡i son consistentes con la 

hipótesis nula , pero si H0 es cierta, los valores de ~/s ~ que están muy «a lejados» de 

cero no son muy probables. La decisión de utilizar 1:I ni vel de ~ignificación dc::I ¡ /o 
quiere decir que si la desviación de B/s- respec to de cero es lo suficientemente 

' ~ 

grande como para que só lo ocurra por ca sual idad en un 1 1'., de las veces, rc~ha 
zaremos 110 . Como di , roncmos de 12 o hcr vaci o ncs, e l va lor arropiado ,kl esta
díst ico t rara una contrJ \ta ción ch.: du, c.xtrL'llHl\ t.·s c..:I c;orrcsrundientc a ,

10 
n tY1c;,· 

A flarlir ,k la tahla de la di,tribució n t vemos que dicho valor es J , 169. La r~g ión 
de acertación para la contra,taci ó n es. pues. 

- 3. 169 ,; /}_,; 
S¡j 

+ 3.169 . 

A partir de cálculos anteriores rcnemos 

- 1.578 

o sea, que P. 
S¡Í 

y 

-8.965, 

s~ 0.176, 

que claramente se encuentra fuera de la región de aceptación . Por tanto, rechaza
remos la hipótesis de que no exi , te relación entre X e Y . En realidad, es probable 
que en un ca,o como éste quaamos utilizar una hipótesis alternativa con una sola 
posi bilidad. ya que los valore, r os itivos de (3 (es decir. una curva de demanda 
creciente) se pueden elim inar en hase a rrincipios teóricos. Po r tanto, podemos 
efectuar una contrastación «más estri cta » planteando la hipótes is a lterna ti va en Ja 
forma 

H,: f3 < O, 

. '1 ..... 1 u,f' 

- '• • 2 , A 

-2.764:,;!. 
-s~ 

l ,,m,, - 8,%5 se halla fuera -de -esta región, la 'CtYnc\u-sról'I -d'é t'é'chat.at »~ ft.Uetli 
1n .. dtcra<la.. 

Debe observarse que la hipótesis de no relación ·entre X e Y pu:ede c-oh
trastarse también por otro procedimiento que no utiliza la distribución t. Si 
la hipótesis nula es cierta, la variación de Y entre una observación y otra no 
se verá ufcc tada por los cambios de X, sino que debe explicarse por completo 
por la perturbación a lea tori a. Esto significa que la «suma de cuadrados de
bida a la reoresión» (SCR) sólo es distinta de cero porque es tamos observando 
una muestra" en lugar de la pob lación tótal. 'En real idad , a ·partir de 11a 'fótmula 
( 7 .44) tenemos 

SCR = ~' :Ex? . 

:::ii 0 = O, el valor de SCR en la población sería también cero. Además, según 
la expresión ( 7 .43) tenemos 

STC = SCR -i- SCE, 

y, por tanto, la implicación de un valor de SCR = O es que STC y SCE son 
iguales. Por tanto, si no hay ninguna relación entre X e Y, la razón SCR/SCE 
sólo sería distinta de cero a consecuencia del muestreo . Ahora bien, puede 
demostrarse II que, bajo la hipótesis nula, el estadístico 

SCR/1 
SCE/(n - 2) 

es .::1 cociente de dos variables independi en tes ji-cuadrado, cada una de las 
cuales est:í dividida por el número de grados de libertad correspondiente. Esto 

11 . Ver. por ejemplo. R. L Anderso n y T . A. Bancroft. Statistica/ Theory in Research. 
' ·:~·. ,: '\ \,rl~. i\ lcGraw-Hill . 1952. pp. 158·60. 
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sigttinca que dicho cocict1te tlet1e ut1it disttibutiót1 /: (vet púg 11· J J .. 
, , O ~e¡¡ q u., 

141 Stlt/1 
( . ' SCE / (11 - 2J - J:, " - i, 

La teglót1 de aceptaciót1 pata la h ipótes is nula de t10 relación entre X e Y setá 
et1 este caso 

,, 
(7.48) SCR/1 

SCE/Ut - 2) 

etl la que F\"'., 2 es el va lot del estadístico f: con 1 y (11 - 2) grados de li 
bertad, tottcspondle11,te a l hlVel de sigt1iflcació t1 "J.... La conttastaclóh (7.48) equi
vale a la contnistacloh de dos exti·::t110s lttlllzundo 1a distrlbucl6n ¡ (7.46) en 
el se ntido de :Jlle ambas fJ ropo rcionan la mi sma respuesta sicmpt·e que el ni vel 
de sl gnlfirnclon y los datos n1 uestrnles sea n los mi smo . Comos veremos la 
dlfctcn ci:.i co? siste en qu e la contrastac ión qu e utiliza la variab le F se pu,ede 
ge~eral1z:.it facllmcn tc con e l fi n de uplic:arla u un modelo de regresión con 
nia.s de una variable c.xplicativa . 111ic11trns que la di stribución ¡ sólo se pu ede 
apli car· en el ca so en qw: cx1sk un so lo cod iclcntc de tt:gresión. 

t Jt MPLO. tn el j mhJ · · "e , . o num erico rrc, en tacl n en e l ar,a rtado a nterio r tenemm 

o ·sea, que 

SCR = 5 602, 
SCE = 698, 

SC R/ 1 5 602 
·- ----- = - - - = 80 26 
SCE/ (11 - 2) 698/ I O ' . 

El valor del estadístico F con I y I O grados de libertad ·ti ni·vel d · ·f · · · d 1 1 e , , . . , , e s1g n1 1cac1on 
e 1, , es !O.O Y, pur tantu , e, t v1dt·nte qu e debemos rechazar la h ipótes is nula. 

Además de contrastar la hi pótes is acerca de la exis tenc ia de relación entre 
X e Y, po,demos ckctuar cu1Hrastacion c.: s para todos los valores espec íficos 
~e. los ~oc f1 c1c1'.tes Je rcgres(ó n., Por ejemplo , la hipó tes is J e que a. es igual 

cero es, en re<1!tdad, la h1 potes1s de que la recta de regresión de la población 
pasa por d ongcn. El es tadísti co ele p"r ucba adecuado se ría 

ª 

cjüe tiene una Jistribuci ón I con (n - 2) grados de libert ad. O también pode
mos estar interesados en contrastar la hipótesis de qu e la pendiente r1 de la· 

____________________ ., ___ ,. ____ , ____ ..... ' ' 
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l'ttdkdún 

c 1 1r v .a! .;a ~ :c t \v , alut 

S - flo 
s,¡ 

"' ' , , ,q :, ,r¡ .. t. 1t..l.f'Ll 2t!S 

~ . En nlc ca,u, el c,tuJístlco de 

, • - l. 

' :\ Jc 111á s Je utlllzutsc puta la estimación y la conltastación de hlp6tee1s, el 
muJdu Je tcgteslót1 puede utilizarse también pata la predicción , Concteta
mente, u menudo t1os lntctesa «pronosticar» el valor de Y cottespot1diet1te a 
un valot determinado de X. Pot ejemplo, el gerente de un supermercado puede 
estar inlct·esndo en conocer la cantidad de naranjas que confia vender si esta
blece el precio n un cierto nivel. Para concretar, supongamos que e l valor dado 
de la vari ab le explicativa es Xo, o sea que nues tra tarea consiste en predeci r el 
valor de Yo . Como )/ o es una variable aleatoria cuyos va lo res csttí n di spersos en 
torno al punto corresponJiente a Xo sob re la rec ta de regresión de In pobla
ción, no podremos conocer nun cu su valor con an teri or idad al experimento, 
ni aun en el caso que conociéramos todos los parámetros de la población. Si 
se co11ociera11 los pa rámetros de la pob lación, el predictor de Yo sería su media, 

E( Y0 ) = a+ f3Xo, 

que defin e un punto sobre la recta de regresión de la población. Este es el 
predi ctor óptimo de Yo en el se ntido de que la variancia de Yo respecto a 
E(Yo) es menor que su variancia respecto a cua lquier otro punto, Los valores 
de Yo se distribuirán normalmente con variancia igu al a <r. Esto es debido a 
la presencia de la perturbación aleatoria E en la ecuación de regresión . En la 
realidad, no conocemos E(Yo) y tenemos q ue estimarla. Su est imador es el 
punto correspondiente sob re la rec ta de regrc, ión de la muestra , 

ya que ó, y ~ son los mejores estimadores de a, y ~ que podemos construir 
bajo de termin ados supuestos. Ahora bi en , el valor real de Yo diferirá del valor 
de la pred icción l'o po r las dos siguientes razones: 

\ , El valo r de Yo no será igual a E(Yo) --es decir, no se hallará sobre la 
recta d e regresión de la población- d ebido a la p<.'tturbación alea
toria Eo, 

2 La regresión muestra! no será igual a la recta de regresión de la po
bl:t ción ch:bido a la existen cia de l error mue stra!, 

.... ··---·---·-----------
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Formalmente, podemos escribir 

Yo - fo= [Yo - E(Yo)J + [E(Yo) - fo} . 

El primer tipo de error es inherente al mecanism . 
generan los valores de la variable depe d' t o por medio del cual se 
reducirlo . Sin embargo, el segundo ti on d1en e, y no pode'.11~s ~acer nada para 
la preci sión de la estim.íJción . de J p de error ~ ~ reducma s1 aumentásemos 
un aumento en el tamaño d , la a recta e regres,on de la población mediante 

· " muestra 
La difen:ncia entre el valor rea l de. Yo y 1 

conoce con el nombre de , . 1 1 . . e valor de la predicción Yo se 
lrt or ' '-' pronostico. Obsérvese que 

es una combinaci?n _ lineal de las variables a leatorias ind . 
E2, . .. , En cp,e se distribuyen normalm t . . epend1entes Eo, E1, 

es también una vari able a leato1·1·a e en e yd •. po_,btantu, el error del pronóstico 
· . . on una 1srn ución . . 1 E 

cia , su d1stnbución queda tot almcnr . d t . d · no_i ma · n consecuen-
variancia. La media puede obten , e d elernf1rna a .ª t_raves de su media y su 

t:rse e a orma srgu1cnt e: 

E( Yo - Yo) = E(a + fJXo + to - &. - f Xo) 

=a+ fJXo + E( to ) - E(&. ) - E(P)Xo = O. 

La variancia es 

E[( Yo - Po) - E( Yo - fo)J2 = E( Yo - Po)2 

= E{[ Yo - E( Y0 )] + [E( Y
0

) _ f
0
]}2 

E[ Yo - E( Yo)J 2 + E[E( Yo) - Yo]2 

+ 2E[ Yo - E( Y0 )J[E( Yo)_ fo] , 

Tomando el último término de lado der•·cho de 
~ la igualdad, 

2E[ Yo - E( Yo)J[E( Yo) - fo} = 2E(eo )[E( Yo) - f o] 

= 2ECco)(a + fJ Xo - &. - fXo) 

= 2E(eo )[ - (&. - a) _ cP _ fJ)Xo] 

= O, 

---------·-------·- ·--·- ·---.... ... . ...... ___ ,._ .. 

o 

t- l ~· " t \ 1·. •~ ~ .M ~,· ~ I , .,1dt) 

· •• , ,.! ·. ¡-., .! , ·, \! ' ,i.. .1 · :Knt c Je l:i p,crt urh acivnc~ n 1uc')• 

«. , t: :.a '),.. •r; !! .. !c ¡'<" tH! 1cn1r~ J e t (.o l' ur tant o , 

/ 1 ) e 

VariJnt.:ia 

ruwl Jcl 
error del 
pronóstico 

(a-,') 

Variancia debida 
a la pcrturhación 
aleatoria 

o} = o2 + 0}0 • 

+ [11.:0'o l- Yo} 2 

Variancia 
debida al 
error mues
tra! 

(a-,l) 

.' 

Es decir, la variancia del error del pronóst ico consta de dos partes , una de las 
cuales es igual a la variancia de la perturbación y la otra a la variancia ·del 
predictor Yo respecto de su media E(Yo) .' La variancia de la perturbación que
da fuera de nu estro control, pero la variancia del predietor se puede disminuir 
aumentando el 1amnño de la mu cstr::i utili zada para la estimación de la recta 
de regresión de la población . 

Utilizando la siguiente fórmula para la variancia del error del pronóstico: 

(7 .50) 2 = 2 2 [! (Xo - X)
2

] _ 2 [ 1 ! (Xo - X)
2

] · 
OF O + a + ' ' 2 - O + + ' '2 n L~ n L~ 

Esto significa que la variancia dt:I error del pronóstico será menor: 

1. Cua nto mayor sea el tamaño muestra! 11 . 

2. Cuanto mayor sea la dispersión de la .variable explicativa en la mues-
tra (es dec ir, cuanto mayor sea :E x?). _ 

3 . Cuan10 meno r sea la di stancia entre Xo y la medi a de la muestra X. 

Las dos prime ras conclusio nes son inmedi a tas y reflej an el h¡eho de que, cuan
to mejo r sea la es timac ió n de la rec ta de regresión de la población, menor será 
la variancia de l error del pronóstico . La tercera conclusió n resulta m ás intere
san te y signifi ca que el pronóstico será mejor para los valores de X, que se 
hall en próx imos a R que para l0s que se encue ntran más a lejados de dicho 
punto. Es to es eonsiste ntc co n el argumento, que resu lta intuitivamente plau
sible , de que so mos más capaces de efectua r p ronósticos que se hall en dentro 
del ámb ito de nu -: s1ra expe riencia que de rea li za rl os fuera de e lla. En este 
ca ; o , el Ctmb ito de nu es tra «expe ri encia» está re prese ntado po r los valores 
mues traks ele la v;.iri ahlc ex plicat iva X, y e l punto een1ral de dicho ámbi to 
e: , .\'. Cu.111to más lejos nos ;.iventurcrnos a l pronos ticar , menos fiable resultará 
,· I prrJ nós rico . 
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E~ ~eneral, la _expresión de (l,2 presentada en la ecuación (7 .50) ,. 
conocida, y tcndra que se r es timada . Esto puede hacerse s· sera <le'"' 
yendo <r por su es timador sz, lo cual producirá un e t" d1mpl_emente sust:tu . 

· t . . . s 1ma or msesgado 
sis ente , y asmtotJca men te efi ciente de (l _z a l que d 11 ' con-
d fi 1 

, F , po emos amar s? q 
e me en a forma siguiente ue se 

(7.51) s¡ = s• [1 + ! + ( Xo _- X)•] . 
n ¿ x;2 

Resumi endo, hemos vi sto que el erro r del pronósti co (Yo - y· o) se 
buye norm,,lrncrite, 1,·e d " distri-ne una me ta cero y su variancia es (l /. Es decir, 

( Yo f o) - N(O , aJ); 

y, por ta nto . 
Yo - f o N(O, 1) . 

a,-

Sustituyendo (lF por sr 

Yo - fo 
t" - 2. 

SF 

~I b~: t~10 resultado nos permite efectuar afirmaciones específicas de tipo pro
. a 1 stto acerca de los pronósticos. Concretamente, podemos establecer un 
tn terva o con una _probabilidad dete rmin ada de que contenga el valor real 
de Yo. Sea es te mvel de probabilidad ( 1 - }._) siendo }._ 1 · • 
determin ado I" • cua quier numero 

que e 1J amos ent re O y 1. En es te caso puJ emos escribir 

P[ - l n - 2 , A/ 2 s; Yo - fu < +t ] = 1 - ' . Sp - n - 2 . ~12 " 

El cotresponJ ic nk int erval o de con fi1 anz,·1 y· para n es 

f\ - 1n-2 , A/2SF s; Yo s; Yo+ 1n- 2 , A/ 2SF· 

Este interv alo es simét ri co en torno al predi ctor Y o, y puede conte 1 1 
1 

d esperarse que 
nga e va or rea e Yo con una probabilidad (1 - A) . 

EJEMPL_O . Suponga mos qu e queremos ei ec t ua r un a r rcd icció n de la dema nda 
de na ran¡as a l prcc:o de 11 0 centavos por libra. util iza ndo la curva de d d _ 
t:mada a nteri o rmente. La predicc i,í n ck la cantidad dema ndada será ema n a es 

Yo = 210.460 - l.5 78 x 11 0 = 36.88, 

_._ ... __ ,.,_ .. _,. ______ ......,.. ... ~,"- "'' 

. ' •. -. . · .! 

. l 1 , , - .' , ,, , ,, 1 ... -1; • 
" -

1 . ' ·'""'" dr conf:ant.'1 del <15 "/0 para ) ' 0 L~ 36.Sll ~ 2,228 X 11.20, o sea entre 

1; , ,,,: l1tir a s . 

.' 
Pn .... L-ntaciún de los resultados de la regresión 

L"n ültinw punto a mencionar antes de fin alizar este capítulo hace referencia 
a la presentación de los resultados del análisis de regresión . Sea cual sea el 
obje tivo que se pre tenda , al operar con J atos muestralcs se efectu arán esti
mac iones de los coe fi cientes de n.:gresión y <le los errores stand ard de d ichos 
estimadores . Estos resultados están completados ge neralmen te por /~2. el coe
fi ciente de de tc rmin nción , que indi ca en qu é medi da la recta de regresión de 
la muestra se ajusta a las obscrvncioncs. Se ha converti do en pr:íc ti ca corriente 
la presentac ión de estos result ados l!sc ribicndo la ecuación de regresión esti
mad a con los e rro res stand nrd esti mados, ent re par..: ntc, is , debajo de los coe
fi cie ntes respecti vos, y a contin uación el valo r de R2

• Es decir, esc ribimos 

l\ = a+ ~X., R
2 

(,i ) {sJ) 

En el caso del e jemplo correspondl entt.: n la demanda de nurat1J as, tenemos 

f\ = 210.460 - 1. 518X, ; iF = 0.889 . 
{1 2.56) ) (0.176) 

El «acento cl rcunfklo » sohrc f', lnJ lrll que la ecuac\611 se cumple sólo )jiltl1 
los valo res ujustados de tu vat·iable dq1e ncll ente y no paru los valo res realmct1te 
observados. De forma alte rna tiv a , podemos escribir 

Y, = &. + ~ X , + e¡, 
<s,l "(, ; l 

R• 

on fo •c¡¡ue -e, ,represcl'ltll 1os TCsidluos ,11,i:i l'l'i'moct1adrá ticos . ip e,r(') ,dbsórvese •¡¡¡l!le 
·es incoi•recto ·esnlbi-r \Y ; = -a. + ·BX,. AJlgunos investigac!ores :prestm't!rl'l ij(')s •eo
eicntcs ·de "los coeficientes estimados -respec to a sus corresponaierrtes •e rrores 
, 1:rndard cstim u<los, en lugar de escribir directamente estos últimos, lo que 

,u11>ti tuyc u na altern ati va aceptable . 

,'11,• 
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EJERCICIOS: 

Todos los problemas de este grupo de eje rcic ios se refieren al modelo de re 
gres ión lineal simple 

Y, a + /JX, + e,, 

para el cua l se cumplen todos los supuestos (7.2) a (7 .6). 

7-1. Obtener el estimador lineal insesgado óptimo de CI. y su variancia . 

7-2. Considérense dos perturbaciones E, y E, (1 ""- s) cualesquiera de la regresión. 
Según los supuestos, estas perturbaciones tienen la misma variancia y son in
dependientes entre sí. ¿Puede afirmarse lo mismo acerca de los residuos mi
nimocuadráticos e, y e, respectivos? 

7-3. Utilizando el método de las semi-medias, y los da tos sobre la demanda de 
naranjas presentados en el texto, hemos estimado la recta de regresión 

205 - 1.5X,. 

Calcu lar el valor de R 2• 

7-4. ¿Qué supues tos Je entre los presentados en (7.2) a (7 .6) son necesarios para 
que el estima dor minimocuadrático Je f3 ,ea a) insesgadü; b) lineal insesgado 
y óptim0 ; e) consistente'/ 

7-5. Supóngase que l ' , = log Je! valor Je la produción po r traba jador , X , = log 
de la tasa de salarios , y que d subíndice i hace referencia a la empresa i-ésima. 
El pará metro f3 p,1cde cun, idcrar,e como una med ida de la d as ticidad J<: 
sustitudón entre traba jo y capital. Los resul tadüs minimocuadráticos corres
pondien tes a la indu stri,1 1\ son los siguientes 

Y, - 0.4 + 1.0X, + e, 
(0. 1) 

(11 50). 

Los resultados corrcspondicntc, a la industria B ,on 

Y, -- 0.3 + 0.8X, + e, 
(0 . t J 

- - .. ·-¡;¡;- ·· · - . ·- -- ----··- - ___ _ ,, , -- ·---. 

(n 50). 

,.,., 
·•· ~ ( ! .. ' '·< 1~h~<¡~ : . ...! tntc ~ 

•, t .· ; . : ., .... , H · ,. 1~ .; .1! .a : , , . y H. :,.. J .., 7 
... - ~ .f 1 ... 1:1;, , ;c , :, de q u e .,¡ rl\hJ , 11h.h1,t11.1'\ tienen la m1 ~ma. elasticidad 

\~< 'L , •. : , ~ ..... , . •:i. c. '> c.h. 1.. 1r y uc ; ~~ ...:. ~~u 

\ u;,.,, n¡;.nc 4uc ,e han cakulado lo, valores de ii,. ~. s ... s~ Y R 1, en base a una 

muntr ,1 Je II ob,crva ~ionc, . Supó ngase ahora que añadimos una nueva ob
,c" JCH;n a la muc,tra y calculamos nueva mente es tos cinco valores . Col]lpa
'"' I," , al ore~ o btenidos ahora con los o rigi nales - ·señala ndo si e xperimentan 
un a umcn to, una di sminución , ningún cambio, o un resultado incierto-- da· 
da s las si tuaciones sigui en tes: 

a. Xn+1 = !i 
n,.1 

x, . 

b. Xn..-1 max{ Xi. X 2 , ••• , X.). 

e, Xn+1 O. 

7-7. Supóngase que la variable explica ti va X puede tomar únicamente los valores 
O y 1. La muestra está formad a por 11 1 observaciones en las que X = O, y n2 
observaciones en las que X = l . Sea Y 1 el valor m edio de Y para las n 1 ob
servaciones en las que X = O, e Y 2 el valo r medio de Y para las n2 observa
ciones en las qu e X = I. Obtent:r a., ~. Yar(a.) y Var(0). 

7-8. Se ha n propuesto tres modelos alte rna ti vo,, que pretenden explicar los cam
bios en el gasto ag regado en a li me ntos, en los EE. UU 

Modelo A: 
M oJ elo B: 
MoJelo C: 

Y, = a. + f3X , + E1, 

Y, = y + oZ, + E¡ , 

lag Y, = ci.• + ()• log X,+ e3,, 

siendo y = ga;to pri vado en a limentos (excluyendo las bebidas alcohólicas), 
X = renta personal di spon ib le , Z = ga;tos tota les personales en consumo, Y 
1 = tiempo expre,ado en años . A partir de los ela tos de l cuadro 7-4, 

a. 

u. 

Estimar las t res ecuaciones de regresión po r el método de los mínimos 
cuadrados. 
Obtener , para ca lla model o, una estimació n (expresada por un valor nu
mérico) de la elas ti cidad- renta de la demanda de a limentos, definida en 
la forma 

dQ X 
dXQ' 
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en la que Q es la cantidad de alimentos consumidos, es decir, su ,rn 
porte dividido por el precio. 

c. Examinar los resultados obtenidos en a, in tentando descubrir si pueden 
ser de utilidad para elegir ent re los tres modelos. 

7-9. La ecuación de regresión minimocuadrá tica estimada a partir de 22 obser-
vaciones es ·, 

10 + 5X, + e., R2 = 0.8 . 

Efectua r una contrastación de la existencia o no existencia de relación entre 
X e Y, utilizando u) la distribución 1 ; b) la dis tribuc ión F. 

7-l f.l. Dos invest igadores qut: trabajan de forma independiente han estimado los 
coeficientes de 

Y, = "' + /3X, + E¡ 

por el método de los mínimos cuadrados. Al enterarse, cada uno de ellos del 
trabajo del otro, decidit:ron agregar sus resultados para obtener una estima
ción conjunta de 0, considerando dos procedimientos posibles para rea lizarla: 

l. Tomar la media aritmética simple de sus estimaciones . 
2. Combinar las dos muestra, y ohtcner una nueva estimac ión de 0-

¿Existc alguna diferencia entre ambos procedimi entos'? De ser así, ¿c uál de 
ellos produciría una estimación mejor de 0'' 

7-11. Una de las contrasta,iones relativas a la existencia de relación entre X e Y 

se efectúa construyendo el estadístico 1, mediante ~/sf Mostrar que esto es 

exactamente igual a 

[R2(11 - 2)/(1 _ R 2)¡ 1:2. 

7-12. En una población, la verdadera relación entre X e l' viene dada por la ecua
ción 

Y 1 2 + 3 X1 + E¡. 

•t (.. t\ t :.,1()~ ~ 1M f'"t.l i11 , 

'-~·· ~ ... 
(, o'l t l l •) J'<" I ).1,. >:'l;t\(~ Renta pcnonal 

de l o n~un\O • disponible • 

Totul Alimentos 
A r,, , 

--- --- · 
83 .1 79.0 19.5 

19~9 
18.0 74.4 

19~0 71.0 
14.7 63.8 .' 

1931 61.3 
49.3 11.4 48.7 

1932 
46.4 10.9 45 .7 

1933 
51.9 12.2 52.0 

1934 
1935 56.3 13.6 58.3 

1936 62.6 15.2 66.2 

1937 67 .3 16.4 71 .0 

1938 64.6 15.6 65.7 

1939 67.6 15.7 70.4 

1940 71.9 16.7 76.1 

1946 147 .1 40.7 160.6 

1947 165.4 45.8 170.1 

1948 178.3 48.2 189.3 

1949 181.2 46.4 189.7 

1950 195.0 47.4 207 .7 

1951 209 .8 53.4 227.5 

1952 2 19.8 55 .8 238.7 

1953 232 .6 56.6 252.5 

1954 238 .0 57. 7 256.9 

1955 25 6.9 59 .2 274.4 

1956 269.9 62.2 292.9 

1957 285.2 65.2 308 .8 

1958 293.2 67.4 317 .9 

1959 313.5 68.1 337.1 

1960 328 .2 69.7 349.9 

337 .3 71.0 364.7 
1961 

356.8 73 .9 384 .6 
1962 

375 .0 76.0 402.5 
1963 

399.2 80.0 431.8 
1964 

1 t1 l · 11 1c: Economic Rc¡Jort of 1/re Prl'sidc 11 t. l.!nero 1965, cuadro, B 7 y B-9. 

I n mi h:s de mill om: ~ <.k <lúlan"s 

.---~------··- ---------··---·---- ----- -----------------------A . ·;---------- · .. ----·--·--- .. - ·- : , , . .. s 
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Supóngase c¡u c los valores de X en una muestra de JO ob -.., 10 servac,one, , "' . 
.. ,. -., - Los va lores de los términos de perturbación se obt' ' · 1 

1 t . , . _, . , ienen de for r,-..., 
a ea ona a partir ue una poblacion normal con media cero y va r ·· · 
taria: •anc1a un ,. 

a. 
b. 

e1 = 0.464 c. = 0.906 
.., 

e, = 0.060 - 1.501 C7 = 
ea - 1.486 ea = - 0.690 

"• - 1.022 eo = 0.1 79 

f'5 = 1.394 e,o = - 1.372 

Presentar los 10 valores observados de X e y_ 

Estimar lo5 coeficientes J e regresión y sus errores standard utilizando 
las fo, mulas min imocuadrá ticas, comparando los resultados con los ver-
daderos valores. 

c. Contrastar la existencia Je relación entre X <: Y, 

d. Oht cner la predicción del va lor de Y -y los límites para el intervalo de 
confian,..a del 95 1/o- para X = 12. 

.. , .. ·· ··-·-:_-~~ ._._... , ~-- -- -- ·· - ~-r - -- ---~--- -~ •. -- -·-----··· 

C a pítulo 

8 
Violnciones de 
los supuestos básicos 

En el capítulo 7 hemos desarrollado el llamado modelo clásico de regre
sión normal lineal, indicando cómo puede utilizarse dicho modelo para la 
estimación, la contrastación de hipótesis y la predicción . Para obtener los re
sul tados se han utilizado determinados supuestos acerca de la perturbación 
estocástica E; y la variable explicativa X, a los que hemos llamado supUtJstos 
básicos. Los cuatro primeros supuestos respecto a la perturbación estocástica 
son los de normalidad, medi a cero, homoscedasticidaJ y no existencia de au· 
torregrc~ión. El qui11to supuesto se refiere a la variable explicativa, que se 
supone que es no estocástica y que su variancia muestra! es un número finito, 
sea cual sea el tamaño de la muestra. Bas:ínuonos en estos supuestos , hemos 
podido mostrar que los estimad0res minimocuadráticos de los parámctrc-s de 
regres ión poseen tod<1s b s propiedades deseab les . El principal objetivo de 
es te capítu lo consiste e;1 descubrir cómo se ven afectadas dichas propiedades 
de lo, cslimadorcs rninimocuad ,·áticos cuando no se cumple al g-,mo de los 
supuestos b:isicos. Ad c111;ís , en el caso d.: que nos encontremos con que las 
consecuencias de la viol¡¡ción de tales supuestos son serias, intentaremos cons
truir métodos de estimación alternativos que proporcionen resultados más sa
tisfactori os. 

Quizá sea conveniente empezar con una advertencia. Todos los resultados 
correspondientes al modelo clásico de regresión normal lineal estudiado en el 
capítulo an terior están bien establecidos, pero los problemas qve se plantean 
en las sit uaciones en que no se cumplen los supuestos bás icos no se han re
suelto de form,, sa tisfactoria en todos los casos. En realidad, Jo que distingue 
a un cconómctra de un estadístico es la preocupación por este tipo de proble
mas. l.a principal rnzón para ello cstr il.Ja en que, deb ido a la naturaleza par
ticubr de las re laciones cconómicns, es muy probable que algunos de los 
:; 11puc,tos b~sicos J ejen de cumplirse y, por tanto , los problemas resultantes 
p~r,i Ir, .::s ti:n ;i ción y la co ntrasu,ció n de hipótesis son esp,:cialmcnte re levantes 
,·:, ,:,unom i,1. 1\ lud, os de los res ultad os q ue pn:s,; nt :m1os aquí son relativamente 
rc,_ i,: 11 1L---; , Jlg, 11~ 0, ck los prublc mas q 1.;e , igul' I! si n ,c,oh·a s0n objeto de es· 
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tudio en la actualidad y es de esperar que se resuelvan en un futuro próximo, 
y otros, por el contrnrio, pueden seguir pendientes durante largo tiempo. 

De los cinco supuestos básicos, los dos primeros, normalidad y media cero 
de l:i perturbación, no necesitan ser estudiados con gran amplitud. Si se elimina 
el supuesto de que la perturbación se distribuye normalmente, los estimadores 
minimocuadráticos de los coeficientes de regresión siguen siendo ELIO, ya que 
dicha propiedad es independi en te de la forma de la población originaria. Esto 
significa que, aun p!·cscindiendo del supuesto de normalidad, los estimadores 
minimocuadráticos son in sesgados y poseen una variancia mínima ent re todos 
los es tim ado res· lineaJe·3 insesgados de los parámetros respectivos . Sin embargo, 
ya no puede afirmarse que son efici entes, porque al no especificarse la forma 
de la distribución, no ~e conocen los límites infe riores de Cramer-Rao de sus 
variancias . Además, los estim adores minimocua<lráticos ya no son estimadores 
maximoverosímiles, puesto que la fun ción de verosimil itud , que se basa en el 
supuesto de norm alidad, ya no puede aplica rse. Con respecto a las propiedades 
asintéitic;is, los cst inwclo res minimocuadrfüicos wn consitente y a~intóticamente 
eficientes, indcpcncliéntcmentc de Ju di st ribuci é n der término de perturbación. 
Esto se de r iva de l h..: cho de que Lt distri bución de los es tinrndores mino!.:uadrá
ticos ck los co:::ficientcs de regresión se ;iproxim;i a una normal cuando 11 - =. 
Esta aíi nn2c ión pu ede demostrarse con la ayuda del teorema central del límite,' 
y ello implica que los estimadores minimocu;idráticos poseen asintáticamente 
la misma di stribu ción que los estimadores maximoverosímiles basados en el 
supuesto de norma li cbd ; por tanto, poseen las mismas propie<l údes asintóticas 
deseab les. Resumi endo, cuando se elimina el supuesto de normalidad del tér
mino de perturbación, !o ;c est imadores rninimocuadrát icos de los coeficientes 
de regresión siguen poseyendo la mayor parte de sus propiedades desea bles, 
y las fórmul;is correspondientes a las variancias de dichos estimadores quedan 
inalteradas. Sin crni.Jargo, los intervalos de confianza y las contrastaciunes de 
la significación de a. y ~ dc:pcndcn crucialmente del supuesto de normalidad . 
Sin dicho supuestu, lo!; t: st imadores minirnocuadriiticos no se distribuyen nor
malmcntt: en las mues tras pequeñas y, por tanto, en s,:ntido estricto, los límites 
<l e confianza y la s co11trastacio11es presen tadas en la sección 7.4 no son aplica
bles en este caso . Afonunadamente . si la di st ribución de l térm ino de p ertur
bación no difiere mu y rndicalment C' de una no rmal , es tos lími tes de confianza 
y las contrastacion,,, respecto :i la significación no se ven afectados rnuy sc.: ria
mente y pueden utilizarse como aproximaciones razonabks.2 

l . F. ~h1!ir1\-:J11J, iru ri~r1ci1! 1\ /1...· chod ~ (,1 / f'cur:(,met, ú · .... . Ch it· q'.u . l·! ti n, I .\ lL: '- .q :, 
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El segundo supuesto -media cero de la perturbación de 1~ regresión- se 
base a la especificación de que la recta de regresión de la pobladcctúa en 

ción es 

E( Y,) = a + f3X,. 

Si la media de la perturbación no es cero, sino, por ejemplo, µ;, tenemos .' 

E( Y,) = a + f3X, + ¡.,., . 

Las implicaciones de ello dependen de la naturaleza de µ, . En especial, tenemos 
ue distinguir entre el caso en que µ 1 tiene el mismo valor para todas las ob

q · nes y el caso en que este va lor puede variar. En el primero, podemos 
serv~bc:o . ~ µ y por tanto la verdadera recta de regresión de la población es escn 1r µ, - , , 

o 

E( Y,) = a + ¡.,. + f3X, 

E( Y,) = a* + f3X,. 

Es evidente, pues, que, aunque el estimador minimocuadrático fj no ~ ve 
afectado , Ja fórmula minimocuadrática para la estimación de la o~dena~a ~n 
el oril!en nos proporciona una estimación de a.* y no de a.. _No ~x1ste _mngun 
procedimiento para estimar a y µ por separado y obtener es11mac1ones msesga
das O por lo menos consistentes . En el segun_do caso, en el que µ, no es una 
constante, la ordenada en e! origen se convierte en (a + ~L,), <le m~do que 
puede va riar de una observación a otra. Ello sig:;ifica _q ue el val_or medio de_ la 
v;iriable dependicnte, E(Y1), no sólo varía debido a los cambios en X,, smo 
también por otras razones; o .sea, no se ha especificado ~orre~'.amente la . rel_a
ción entre X, e Y ,. Este y otros tipos de errores de espcc1ficac1on se estudiaran 
deknidamcnte en el capítulo 10. 

Tras este primer anúlisis, nos quedan los tres supuestos restantes. Re.s?ecto 
al primero de ellos debe señalarse que, cua?d? al término de ~:rturbac1_on ~o 
es homosccd:íst ico, se dcnom i11:1 «hct trosccda sl1co », y en la secc1on 8.1 e,tudta-. 
remos este caso . En las secciones 8.2 y 8.3 nos ocuparemos de las perturba
ciones uu10 1T,~g 1-csiv;is y de las vari ables explic:itivas estocásticas. 

J' 

8. 1 1 lcterOGc~'daslicidad 

S · 1 (7 .4) <l··l 1nodelo c1 ,,s·1·co de regresión normal lineal, tenemos e~·.in e .< upuc slo ~ " 

[°( E,') = rr p::ira todo~ los valore:; d..: 1. 

1 
¡· 

r,... .. .... 
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Como ee supone que la medía de E; es cero, podemos escribir 

Var(,,) = a•. 

Esta característica del t~rmlno de perturbación de la regresión recibe el nom. 
bre de humosced:isticidad e lmpllrn que la varlancla de la perturbación c11 
constante en todas las observaciones. En los modelos que Incluyen observa
clones de agregados a lo largo del tiempo , este supuesto puede no presentar 
graves probhnas, ya que los valores de la varbble explicativa son, típica
mente, de un orden de m:i ¡¿nilud parl'cido c:n todos los puntos de observación, 
y lo mi smo ocurre con lo, valores dt' la variable dependiente . Por ejemplo, en 
una función agregada d1: consumo el nivd de co nsumo en atios recientes es 
dt un orden ck ma¡;ni11.1tles pa1cc ido a l nivel de cousumo de hace veinte años, 
y lo mismo ocurr e ;;;,.i; i !a renl:t. A rn cnos q1 1e se prcscnl cn algunas circunst~n
cias especiales , el , unu es to de homosccd..i slicid üd resulta pl:\u ~i blc en los mo
delos agregados. Sin embargo, cu,. ndo ~e tr :.i la ele datos microcco1,ómicos, las 
ob3crvacioncs pu.:d cn ::icnrrcar di fr rcncias su~iundalcs J e mngni tud, como, por 
ejemplo, en el caso de !es daw, co r:·cspnndientes u las rent as y gas tos de fami
lia:; individuales. En es te caso , el supuesto J e homosce<lasticidad no resulta 
muy plausible a priori. y.i que poclrímno:; esperar una menor vari:.ición en el 
consumo de las fa1nil i:1s <le n:nt:1 s pcqucíias que en el de familia s de ren ta 
elevada. En los nivt:l . .::: c; j'·: q ucños de: rc: nt::i, el nivd mcc!io de con sumo es redu
cido y la v,níación ..: 11 torn o a este nivel se v.:: re:; tri 1,gid,, : el cc nsu1110 no puede 
red ucirse muy por lkb ,, j, , dd nivel nH.:dio, porque ello podría si¡;11iíicar ina
nición, y no pw:clc: crcc(. r muy ¡,or enc.:ima , ya que los ncli ,os y b s po,ibilidades 
de créd ito no lo permit e n. l·:s prc,habk que est~s n,clricciuncs sea n menos efec
ti vas en !os niv.:L·,, ,J,, renta ckvad~. y la cvid cn <.:ia em pi .-i ca sugic n: qu e tdcs 
considcr:i~i ones a priori c:oin cidc: n con la conJucta real. 3 Ei1 es te cJso, y en 
otros simi lares, el modelo apropiado debe incluir perturbaciones hcterosce
dásticas. 

Propiedatlcs ele los e\t~nadores mi11i111ocuadrútiros 

Si el término d,: per!u rbaciún de In regresiú11 es he lc:roscedástico, tenemos 

L'( ,•n = u~ . 

Ello implica que la vanac1,in Je la perturbación pu ~dc va riar d<! una <>b scrva· 
ción a otra, y queremos sa bt: r el cfc.::lo d<! l' Sta conduc ta d .; la v,,ri anciu sobre 
las propiedad<.:, de los t:stimadores minimoc u.; dr.i1icus de los cocficicnt..:s de 

3. Ver S. l . Pr:. i~ y 11. S . l lcu:haJd:c :- T Ja· .- t n::!r~:~ o/ r amily Hudgc,' : .\ . C:1r1 ,l• r1.!; : 

Jngla1crra. Thc L' ni , er, ity f' r~ss. 195 5. 
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rcr,rcsión. Consideremos en primer lugnr In propiedad de insesgndcz. El csti
m~<lor mlnlmocundrático de (3 es 

a _ L x;y; = a L x;,,, 
P - , •2 t• + , •2 

LXt LXt 

como se Indica en la expresión (7 .32). Por tanto, 

Del mismo modo, 

y 

o . [í: x:,,] ti 
E(p) = f3 + E L x;2 = ,, . 

& = y - px = (a + {3 ,Y + i) - PX. 
E(á) = a + f3X + E(i)- E(S)X = a. 

: 

Es decir, los estimadores minimocuadráticos son insesgados incluso en condi

diciones de hcteroscedasticidad . 
A continuación, veamos 5i los estimadores minimocuadráticos siguen sien

do tos estimadores lineales insesgados óp!imos (ELIO). Lo podemos efectuar 
obtenie ndo las fórmulas de los ELIO cuando existe heteroscedasticida<l, Y 
comparándolas con las fórmulas minimocuadráticas. ~i existe alguna di!erencia, 
los estimadores minimocuadr:íticos _no serán ELIO. S1 empezamos considerando 
el ELIO de 0. al que llamaremos 0, tenemos 

#=¿ a, Y, 
1 

según h, condición de linealidad . En esta expresión, a, (i = 1, 2, .. ,, n) son 
constantes que se deben calcular. Además, 

E(; a, Y,) 
1 

¿a,(rr. {3X:) = u(¿ a1) + f3(¿ a,X,) . 
t t 1 

Para que ~ sea insesgada es preciso que 

¿a, = O 
t 

y ¿a,X, = l . 
t 

como en el caso de homoscedasticidud. La variancia de ~ viene dada por la 

cxprl!sión 

\'ar({.l ) ¡ ·[ '"; y _: ~ t]I 1 -
E(¿ a, r,)]2 = E[¿ a,( Y, - E Y,}]2 

1 ' 

/: ~ ,: ;· r~ + "2f . .' ~ 0 1r,a 1r,. 
' 
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considerando el resultado obtenido en (7.17). Como E(d) = a} y E(E, E¡}= 

= O (i < j), obtenemos 

Va r(P) = ¿ afar. 
1 

Ahora tenemos que obtener los valores a1, a2, ... , a. que mm1m1cen la expre
sión anterior y, al mi smo tiempo, cumplan las condiciones l: a, = O y 

l: a,X, = 1. Utilizando el método de les multiplicadores de Langrange, forma

mos una función 

H = ¿ afa~ - >. 1 (¿ a,) - >. 2(¿ a,X, - 1), 
1 1 1 

que debe minimizarse 1e:.pecto de a1 , a2, .. . , a., A.1 y A.2. Derivando H e igua
lando a cero las primt r,\5 derivadas resultantes, obtenemos 

>. 1 - A2 X2 = O, 

- ¿a,= O, 
1 

- (¿ a,x,) + 1 = o. 
1 

Ello proporciona (11 ·! 2) ecuaciones con las incógnitas a 1, a2, ••• , a., ).,1 y A.2• 

Ahora podemos introducir una notación más conveniente escribiendo 

Por tanto, las primeras n ecuaciones obtenidas se pueden escribir en la fomrn 

Sumándolas, obtenemos 

~(,11 _¿ 11 ·, + ,1, ¿ 11 ·, X,) . 
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_,\ Jc:n:is, si multiplicamos la primera ecuación por X1, la segunda por X2, la 
tc n:..: r:i por X1, y así sucesivamente, y a continuación las sumamos, obtendremos 

¿ a,X, = -! (>. 1 ¿ 11 ,X, + >. 2 ¿ 11,X,2 ). 

1 

Sustituyendo l: a, y I: a,X, por sus respectivos valores, O y 1, obtendremos 
1 

O = J(>. 1 ¿ w, + A2 ¿ 11·,X,) , 
1 1 

La solución para A.1 y A2 es 

>. _ -2 ¿ w,X, 
1 

- (¿ w,)(¿ w,X,2) - (¿ w,X,)2
' 

2 I w, 

.' 

Estas expresiones se pueden sustituir en las soluciones correspondientes a 

ª'· (/¡, ..• , ª•· 

para obtener 

(i= 1, 2, .. . ,n), 

- w.(> ,.., X,) + w, X, (¿ w,) 
a, = (¿ w1)(¿ w,X,2) - (¿ w,X,)2 

Estas so n las constantes que mtn11111 za n la variancia de 13 y, al mismo tiempo, 
lo convierten en un es timador in ,~sgado. Sust ituye nd o a, por su valor en la 
expres ión P, = I: a.Y, da como n~sul tado 

I X. ! ) 
(:i: 11·,) (¿ 11 ·,X, >J - (' 11 ·, X, l( ~ ..-, }', ) 

( ::: 1.-,)( ::: 11 ·, X,2) - (~ w,X, f 

q,1, e, . o iwi:11111:ntt:. u11 .i fó rmul:1 di , 1i11t,1 de l::i co r-r c· spondicnt~ al c~timador 
·:1; 11i111 uc u ;1 dr;'1ti c11 de 0. l. c v~1ri:1n L· i:1 d e t1 ,,:s 

.' \ ' ¡p : ! ' . ' . u . I ~-- " 1 
,1::.:_ .. ,. \ ,· , i:~ 11 , .\', J" 

1 
I• 
1 ,, 
i 
' 1 
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Por. un procedlmlento slmllar, podemos obtener el est•mador Ji 
óptimo de a. y su variancia cuando el té l d ' , nea! lnsesgado 
tico. Este estimador es rm no e perturbaclon es heteroscedás-

a = ¿ 11·, Y, - t[I w,x,1 
¿ w, ¿ 11•, • 

(8.3) 

~i~e d~u~v:tcntc es :distinto del estimador mir. nocuadrático de a.. La varlan-

(8.4) Var(a) = . . 2 w,X,2 

(¿ w,)(¿ 11•,X?).:... (¿ w,X,)2· 

Dados estos resultados, debemos lle ar a co , 
cumple el supuesto de homusccdas/··d J ,., nclus1ón de que, cuando no se 
de los coeficientes de regresión ~o ~~n ª1:s l~sL cst1111adore~ ~inimocuadráticos 
madores minimocua,1r :1 1·1 cos no . 1 10. Ello significa que los estí-

' po,ecn a meno ' .· . d 
de los estimadori:s iw,•;;gados y e . r \íllJancia entro de la clase 

Pasando a I· ... :·
1
·, . . ¡uc, por tanio, no son eficientes. 

a co1,s1, cracwn de la s propi ·d · d ·· . . . 
si los estimadores mi11imocu ·1dra' 11· . " a _e s as1.ntot1cas, pode mos analizar 

' ' cus son consi stentes ei l. · 
roscedasticid::id, es1abfc>ciendo sus 11·1 ·1 b ,. l l conc JCJOnes de hete-
d · lll es pro aui Íslicos , I· ¡· a en la sección 6.1. Tenemos en a orma presenta-

lím prob (3 lim prob 

=0+ 

= 0 + lim prob / 

lim prob (.E x',E;/n) 

lim prob (E x'?/n) 

rx'; E¡ .1 

según el teorema Je Slutsky (teorema 
mino del lado derecho el 

11 
•. J . 17. de la secc,on 6.1) · En el último tér-

. , umera or es 1gu·d a cero . . . (~ '1 ¡ 
estimador consistente de h c .· . . ' porque ,., x, z, 11) es un 

. • « ovar 1ancta» entre X y 
nommador es un número fi .t J. . ' E,, que es cero, y el de-

n, o ist1n10 dr: cero, según el supuesto (7.6). 

Por tanto, 
lim prob 0 = (3 , 

lo que indica qu • 0 es · 
e: un est11nador consi stente de: ~- Del mi smo modo . 

lim prob ci = lim prob (Y_ (1\') = 
lim rrob (a. + [l.\' 1_ E __ '.\\ l 

= a. + ~\' + lim ¡11·, ,1, ( e ) - · ¡· . - 1111 pr ,·. h ( '3.Y , 

Es decir. lo, <.:.> Lim;,d.,r-:_:; minin " 'u i~d , ·, · 1. 1 ,.,o . , l l ... l '" ( , ~),, '- l! . 1 , ., ·• ¡¡ . -J .. 
t... n ststcntt'S ;n111qt1L' el 1'..:rrnin u J . . · ·r. -¡-, . . - . l.. ,. , , , . ... ·, .. ·~· r~!! r1..· ::: 1u n :,u:: 

L p .... (di . • J.../ UI) IJd ~1..: .1 l.·o,nu.\. t'i..'dti_', [/C(.J ) 
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Paro descubrir si los estimadores minlmocuadráticos son aslntótlcamente 

eficientes en condldones de heteroscedustlcldad, tenemos que obtener los esti
madores mnxímoverosímlles apropiudos, que sabemos son asintótlcamente efi
cientes. A continuación, comprobaremos si las variancias de dichos estimado
res maximoverosímiles equivalen asintó lícamcnle a las Je los estimadores mi
nimocu:idráticos . De no se r así, estos últimos no serán asimóticamente eficien
tes. Expresando la función de verosi militud como en (7 .26), pero permitiendo 
la existencia de heteroscedasticidad, obtenemos ' 

(8.5) / = - ~ log (2n) - ! i log af - ! .i [ Y, - ª - /3 X,] 2 

• 

2 2, =i 2,=, a, 

Las primeras derivada s de L respecto J e a. y (3 son 

ól 
8a 

~L = 2, [X,( l', - ~ - {JX,)]. 
0/3 ' ª' 

Igualando a cero estas derivadas y resol..,iendo las ecuaciones resultantes res, 
pecto de los estimudores de a. y 0 da como resultado las fórmulas (8.1) y (8.JI 
de los estimadores line¡¡lcs in sesgados óptimos. Por tanto, las variandas de 
los estimadores maximovcrosín1iles Um1bién son iguales a las de los estima- . 
dores lineales insesgados óptimos. Estas son las índicadas en las fórmulas (8.2) 
y (8.4), y tenemos que comparar estas varinncias con las de los estimadores 
minimocuaclr;'íticus. Cuando existe heterosccdasticidad, la varíancia del estima
do r rninimocuadr;'ítico de 0 es 

(8 6) Var(~J = E(~ -- {3) 2 = E[*·x;,'J]' 
¿_ X¡ 

[ 
¿ x;2,t] "-- [x;,,x;,1] 

E <'- ,2)2 + 2E L " . .. 2 L Xt 1<; ¿.;\ , 

¿ .\-; 2,,r 
(~ x;2)2 

1· ' '" 1 ariam:ia es claramente di stinta de la variancia de 0 presentada en la 
l,• r:1 ,, rlcr (8.2), sea ,·11al sea d tam1111u d,· /,1 muestra. Se puede obtener una 

.. . ;, , ., :,,, , i111ilar rc· spcc to a la v;1ri:rnci;1 del ~, timador minimocu;idnítico de a:. 

ul[ Jh> 1~1~ '. :ir iancia s di..: los L'St i1n:1d u rl·~ rn ini1111..KuadrJticos no son 
1: , ¡t1i\.1 11.:11tL" , .1 l .1·- ,k /1 1" L'· lÍ i:1.1 , i. ,r·,: , 11¡.:, in: , J\1..:r, 1~ 1r11ik~. l'U: . .n1-

1 • , '. , . ! f ' ,! L 1 \ ¡ j) ! l1, 1 L.' / 1 , 1'. i: , '. , .·. i ,; ( ! ~, , • 1'. f 1 J ) ! : : t.' !"L 1!) / : 1) ,",L, !) ..J .:) 1;) • 
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Propiedades de las ,,ariandas co;timada,~ de los estimadores minimocuadrjtk,;, 

Hemos \' is to que, l ' ll condicion es de: hc:tcrosccd<1 s tic idad, los es timadorc , 
1r.inimocuadráticos de los coeficientes de reg resión son insesgados y con s isten
tes pero 11 0 dicientes ni ns intó ticamentc eficientes. Por tanto, si el té rmino de 
:icrt u rbac ió n es hcte rosccclást ico y no lo sabemos (o lo sabemos, pero prescin
d imos dé ello) y u samos las fó rmulas minim ocuadrá ticas , los es timadores rc
:;ultantes tendrün ;, Crn ;, lgurn1 s de las propiedades deseables , Pe ro cuando se 
:,rata de utiliLar estos es ti mado res para la co ntra s tac ión de hipó tcsi s o para 
,:ontruir intervalos de confi anza , no sólo es preci so qu e los estimadores sean 
irr sesgad os, sin o que: tambi .: n lo sean sus variancias estimad as , De lo contrario, 
l:1s contras tac iones no so n vülidas y los inte rvalos de confianza construidos 
r,:sultan inco rrec w s. Po r lo tanto , el probkm:1 s iguiente se refie re a la sesgadez 
o in scsgad..:z tic las va ri ,rnci: 1s cs1imadas o b tenidas a partir ti c las fó rmulas con
venci ona le s ele los es ti111 :1 J0res minimocuaclrá ticos. La fórmula convencional 
para calcular la variancia dc i es timador minim ocuadrático ti c la pendiente Je 
la n:grcsiún , P, , ap:1rece c11 la ex presión (7 ,37) en la forma 

,, .1
,2 

s:3 = ~ x:8 ' 

i,i cndo s' = [:!:( }' , -- ii -- 0X, )' J / (n - 2), En condiciones J,: homosc;edastici 
dad , esto es un estimado r ínscsg;,i tlo de In variancia Je P, , y qucn:mos saber 
:;i la propiedad ele insesgadl':z de s ,.' se con serva c;u:1ndo 110 se cumple el supues-

1,J de hornoscccl:1sticidad. !'ara re~·po11d cr a esta pr..:gunta tenemos que obtener 
la espera nza matem ática ele :/ , T enemos 

E(s2
) = Elr_ ~ ?] 2 [a + f3 X1 + e, - a - SX,] 2 

11 - i 

1 ,-
~º -- > E[ -- (& - a ) - - ( ª _ r3¡,r, + , ]2 

11 - 2 ~ p /- . 1 ' • 

!iustituyenúo (a, - a) po r su va lor en la expresión (7,30) obtenemos 

E(s 2
) -

1
- ',. l:'l -(~ - f3 )x; + , ;]2 

n-27 

-
1
- 1 [L( # - f3)" ¿ x;" + E ¿ e;2 - '2E(# - /3 ) ¿ x;,;J. 

JI - - : 1 

Ahora bien, cuand o exi stc hcte rosc.:Ja sticídad 
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·· " 1~ o ) , .-\Jc:m:'.ts, 

L(, ;"¡ = E(c~) + E(i)2 
- 2E(,,i) = E(,f) + _!, E(I ,; + 2 ¿ ,,r,] 

ll I lcJ 

Por último, 

2 ñ E,,(,1 + '2 + · · · + ,, + · · · + '") 

02 
¿ af 

,+~ 2af = [n - 2] o¡ + ¿a~, 
n n 11 2 

E [L x;,;] ("" , ') = E[¿ x; ,;] 2("' '') L x;2 L Xte1 L x;2 L, Xi 

[Var(S)J(¿ x;2) [ ¿ x;2a~] "' ,2 (¿ x ;2)2 (¿ x, ). 

303· " 

Sustituyendo estos resultados en la expresión correspondiente a E(s2), obte
nemos 

(8 .7) E(s 2
) 

y 

(8.8) 

J {[¿ x'
2 2

] [ ¿ af _ 2naf] 
n - 2 (¿·_;;;\ (¿x;2) + L a¡' + 7 

- n( >~ x;2af) + (n - 1 )(¿ x;2)(¿ a¡-) 
11(11 - 2)(¿ x ? ) 

2 ~ af] 

- n( ¿ x ;2af) + (n - l )C> x;2)(¿ a¡) 
11(11 - 2)(¿ x ;2)2 

Como esta expres1on 110 es igual a la expresión correspondiente a la varianci11 
de:: fl presentada en (8,6), tenemos que ll egar a la conclusión de que la varian
c ia Je !3 ealculatla de forma conve ncional está sesgada cuando la perturbación 
e, hc tei oscedá stica , y pu ede o bt ene rse una conclusi ón s imilar respecto de a. 

L1 consecu encia tl c l resulu1tl o a nteri o r es que , s i utili zamos los estimadores 
r11i 11i1 n llcu,1drc',tico, tk los coefic ient es el e regres ión cuand o no se su ti sfoce d 
''i' ' ,k l1111n , "cc·d,1 , :i c id.1d. l,i, lín1i1c s de CL) 11ii :rnz:1 y las contra s taci ones 

·1 : : 11: : ... ~J....- i1 ·11 1 u b: c n id~ i" e n L'I cap itul o 7 11 0 son tic u¡1/ icaci,j11 en este caso . 

.' 

¡ 
:· 
1 

' · 
1 
1, 
i 

! 
!, 
1 
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El!o significa que si efectuamos el análisis de regresión basándonos en la idea 
equivocada úe que la p~rturbación es homosceúástica, las inferencias acere~ 
de los coi;fici~ntcs de la pob lación serán incorrertos --es decir, los intervalus 
de confianza y las regiones de aceptación calculadas serán erróneas-. En este 
caso, sc rí:.i interesante saber la dirección del error, ya que, de ser así, podría
mos J ec ir si los interval os de confianza y las regio nes d e aceptación incorrectas 
son pr·obab lemente mú~ am pl ias y m:i s cs trech 1s que las correc ta s. Podemos 
obtener Lt respu es ta c:dc11 l:1mlo la dirección del ,csgo de la vuriancia calcul:ida. 
Si el scsgo es pos itivo, las regio ,1cs J e ace ptaci ón y los interva los in correc tos 
ser..ín más amp li os que los corr.::c tos; si e l sc ,,gu es nega tivo , se rán más es
trechos. El sesgo vi ene dado por 

(8 .9) 
- 11(~: .,?an + in -- l l(~ x;")C: .,f¡ 

E(si ) - Var(fl ) = 11( 11 - 2)\ ¿ ., ;" )2 

-· n(n - I )( ~ x;"af) + (n - 1)(¿ x;2)(::= a¡) 
11(11 - 2)(_¿ x ;2)2 

La dirección J e! sc,go depende del s igno de es ta expresión . Para n > 2, el 
denominador será si:::mpre positivo y. por tanto , el signo decisivo será el del 
numerador. Este signo depende Je la Jirección de la asociaei6n entre x? y o}. 
Puede mostrarse --es!ablccirndo o-,2 = a + úx? (b > O) y d1:ctuando la sus
titución correspondiente en b fórmula (8.9)- que cuando x?- y a} se hallan 
aso,:;iaJas positiva111e111e, el sesgo es nega tivo . En cs his casos, el uso de los 
crro1cs stJnJ arJ ca lcu lado Je forma co nvencion al tenderá ¡¡ produ cir regio nes 
de aceptac iún e inte rvalos de confim1za más estrechos que los co rrec tos, Jo 
cual signifi ca q ue: los c:s tim:1 don:s se considerarán poseedurcs J e un a ma yo r 
prec isió n de la que es tá justificada por el ni ve l de conlianza elegid o, y que 
la probabi lidad de: n:chaznr la hipótesis nula será mayor q ue la indicada por 
el nivel d1: signilicac ión que se mrncionc . 

St1puestos acerca de a/ 

Una vez exam in adas las prop iedades de lo~ estimadores rninimocuaddticos 
de los coe fici e nt<:s de regrc:sión en condiciones de heteroscedas1icidad, pasamos 
a con si Jcrnr los n:i é tcdos de estimación a lternativos. El lector record a rá que 
ya hemos presentaJo fórmulas de es timac ión para el caso d e he teroscedastici 
dad en esta mi sma sección. Estas fórmu la s, presentadas en (8 .1 y (8.3), satis
facen a la vez los princip ios de la máxima verosimi li tud y de los ELIO. Ahor.1 
pode mos considerar u11 p rdccd imicnto alte rn a tivo y más se ncillo para obtener 
dich Lls fórmul :». L:, ecu :1citin de regre sió n es 

Y, '= rx ·!- fJ .\', + ,,, 

v ,o v.c, o •,lS OE lOS SUPUESTOS 8ASIC0S 

d d E, - N(O, o}). 'Escribatnos ahora 
,. - ;. ,..i ::Ju '-'"~ te ht.:tcr0~1.::t.:J :..i~t ici J. • 

' • ; 

"ti¡ 

~, = a\!Wi' 

"(0 rr) y W ; son cantidades ·no estm:ástlcas . 'Eh 'este 'caso, 
"' Lt 4uc: "· - " • 

1E(u~) ·a2 11 
·a? - a2w, a2w, \V¡ 

La ecuación de regresión puede escribirse, pues, en la forma slguierite 

ll¡ 
-.Y, = « + f3X, + - i -. 

a ·vw1 

Si multiplicarnos los dos lados de esta ecuación por a-V1v;, óbtenemos 

(8.10) (Y,av1;;) = a(av1w,) + f3(X,a-Vw,) + 11,. 

.' 

Podernos considerar a la ecuaciún (8 . 10) como una ecuación de ~egresión e? 
la aue ta variabl e d ependiente es (Y,cr vw,), y que incluye dos vana bles cxph-

t.' (~ · 1-w) y (X .~· r-:71v) Ob 0 érvese qu e dichas variables sólo se pueden ca tvas, V V i r'"' V l Vt . ~ . 

medir si se conoce el valor de cr ~ y que la ordenada en el onge~ de la 
ecuación de regres ión es cero. La tri111 síonnación que da com~ resultado ,a ecua
ción (8.1 O) tirnc pur obj,:to logra r que la ecuació n de rc·grcs1on sall s l:.iga la con
dición de homosced asticiclaci. ya q t1t: la nuev:i perturbación u, posee una va
ri :,nc i:.i constan te . Si apli canw, ah o ra el prin cipi o Je los mínimos _cuadrados, 
ubtc:ndn.: mos las «ec:uLlci o 11cs normales minimocuad rá ticas» s1gu1en tes (ver 

nota 4 , pág. 243) 

(8 .11) 

¿ (w, Y,) = ,, ¿ (w,) + fJ ¿ (w,X,) 
1 f 1 

ya que el término a 2 d esaparece . Despejando ii y ~ en estas c~uaciones, obte
ne mos las fórmulas (8. l) y (8 .3). Puede ser interesante mencionar que estas 
fórmul.is se llaman a veces fórmul as de los «mínimos cuadrados p~ndera<los», 
ya que, en reaiidad se dan ponderac1om:s distintas a las observaciones mues-

trales. d · ¡ · 
Las fórmul as Je estimación (8.1) y (8 .3) presentan la dificultad e me mr 

en ellos los té rminos cr,' (u sus recíprocos w ,), qu e generalmente no se cono
,· c· 11. Por ta,ito. es ta s ex pres iones no p uede n ser consideradas estimadores, ya 
.,::e 11 () ,ur. susceptibles J e: eva luac ión. En muchos casos es pos ib le supern r 

____ ,.;,.._~.,-- --· ... ·~~~~,,..,,, ....... . ,. _____ .... ______ ,. ____ ~ .... ,, .. , , ~ · · -··· - ·····-·--
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esta dificultad, ya sea efectuando determinados supuestos acerca de ,s}, o esti 
mando estas variancias a partir de la muestra. En primer lugar, estudiaremos 
las si tuacion es en las que se puede disponer de información adicional acerca 
c!e o-,'. Esta in formac ión toma a menudo la forma de 11n supuesto que señala 
que rr/ está asociada a al guna vari:iblc a la c¡ue rodemos llnmar Z,. Por ejem
plo. en e l caso de la función mi croeconómica de consumo, la variancia de la 
perturbación se con s iokra a menudo asociada positivamente con e l nivel de 
renta: en 1al caso, la variabk explicativa de la función de regresión. X; (renta), 
tonrnría e l p .:,pe l de Z,. Un supuesto alt e rnativo, au nqu e similm, sería el de 
que la vari.:mci;, de la perturbación es t{, asocia c.fo positi vamente con e l nivel 
n~cdio d e: consumo, en rnyo caso se ria E(Y;) la que des1.:mpeñaría el papel 
de: Z,. Puede ocurrir también que se cons id ere que los cambios en la variancia 
de la pertu1 baci ó n está n asoci:idos a los cambios en alguna v;, riabk «externa», 
como , por ejemp lo, el tama110 ele la fomili n . La utili zac ión de Z, nos propor
cione si111pk1m.:ntc un pn,ccdimiento par~, form ula r e l supuesto ace rca de o-,' 
Je una forma muy gern,ral, pero p,1ra qu e e;tc oupucs to resulte ope rativo de
bernos e,peciíicar la forma de la asociaci ó n . Un procedimiento muy convenien
te para e llo y qu e pod.:mos con s iderar muy plausibl e es 

(8.12) 

qu1.: incluye dos pariÍmetros, rr' y o. El parámetro o, que mide el grado de 
hetcrosc.:d:isticidaJ, tien e p..inicular importancia : cuanto menor sea su mag
nitud, mús peque1ias se rán las diferencias cntn: la s variancias individuales y, 
cuando o = O, el modelo es homoscedústico. 

Puede ocu rrir que se desconozcan los dos parámetros el e la ecuació n (8.12), 
en cuyo caso deben est imarse conjuntamente con .los coefi cientes de regres ión 
a y B. o que puede especilica rsc a priori el valor ele uno de e llos por lo m enos. 
Por cjemplo. a veces se su pon e que el valor de o es 2, ya que ello hace que la 
desviación stancbrd de la perturbación sea proporcional ,1 Z ,. Estudiaremos en 
primer lu gar .:1 problema ele la est imación en ge ne ral y des pu és con sideraremos 
algunos casos cspcci:iles. El modelo de regres ión completo para este: tipo d.: 
condición he tc: rosccdás tica cs. pue,, 

Y, a+f3X,+,,, 

,·, /\'(O,af), 

af ( a > O; Z, > O). 

Naturnlmc;1t,.: , se supone que la perturbación E, no es autorrcgresiva. y se con
si dera que ranto X; como Z , so n rhJ estoc,ísticas. En cs¡e caso, podemos obtener 
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. . , .! , , .. m .,, rn ic, v,·rc» imiks d,, n, [3. G'' y o sustituyendo simplemente la 
, , ; . ,. , ,_. 11 Je ~ .- e 11 i.1 f unuún de verosi militud (8.5), que se convierte en 

\l" l \) L n 1 ~ (! 2 o¡ z) - - log 21t - - L og a + a og -, 
2 2 1 = l 

_! ~ [Y, - a - {3X,] 2
• 

2 L aZ"12 
( ::: l 1 

.' 
Las primeras derivadas de L son 

(8.14) 
oL 

ªª 
~ L [ Y, - a"- f3X,] 
a I Z, 

_!_"' [( Y, - a - f3X,)X,] 
a 2 ~ Zf 

_..!!._ + -2'. L [ Y, - ;/),-; f3X,]' 
2a2 a , 1 

l " 1 °"' [( Y, - a - f3X,) 2 
log Z,] . 

- ? L log Z, + -2 2 L Z" 
- i a ¡ 1 

Igualando a cero es tas d erivadas obtenemos cuatro ecuaciones a partir de las 
cuales podemos obtener los valores de las cuatro incógnitas a., B. rr2 y 6. Sin 
embargo, estas ecuaciones son muy complejas y pueden ser muy difíciles de 
resolver . 

Cons ideremos ahora :.ilgunos casos cspcci;:ilcs de la expresión (8 .12) que se 
h ;:in utilizado en ap li c;:ic ioncs priÍcticas. 

Caso A: 8 = 2 y z, = X'. En este C;JSO, cr = crX,2; es decir , se supone que 
la varianc;a del término de perturbación es proporcional al cuadrado de la 
variable explicativa. L;:i funci ó n de verosimilitud (8.13) sólo contiene ahora 
tres parámetros d esconocidos a., B y rr'. Pode mos ,ustituir o y Z; por sus va
lores e n la s tres primerns ecuaciones de (8.14), igualarlas a cero y resolverlas, 
olrn.:nienclu los valores de las tres incógnitas. Puede verse fácilmente que la 
so lución es cxac ta111cnt,: igual a la obtcnida en las ecuaciones (8.1) y 8.3), 
c:\cc·p10 por e l hec ho de qu e, cn lu ga r de 1v, . ten emos ahora 1 / (rrX,'). Es 
decir . tenemos 

(f; l 'i ) 
[¿ (1 / X,2)][ " ( Y,!X,)] [¿ (1 / X,)][¿ ( Y,! X,2)]. 

11 I (1 / X,2) [¿ (1 / X,)] 2 

'> ( Y,/ X?) _ /J. (2: ( 1 / .\' tJJ , 
): (1 / X,") ª ¿ (1 / X/) 

. ··-- -·-----------------
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en las que el subíndice A indica que estos estimadores se han obtenido para 
la especificación del caso A. Si la especificación del modelo es correcta, estos 
L' Sti 1nado res son ELIO, consi sten tes, y as intóticamente eficientes. El estimador 
<le a! es 

(8 .17) 
, 2 1 , [( Y,) " ( 1 ) i\ ] 

2 

crA = ñ -f X, rx,. X, - PA 

n [4 (f.f- &A¿ e;~) -p ¿(f.)]. 

Estl' es timador es con siste nte y as intó ticamente efici ente, pe ro no es insesgado. 
Un es tim ador in sesgado de cr', a l que podemos llamar s"2, es 

(8.18) 

ó 

Las variancias de ét y ;1A vienen dadas por las ecuaciones (8 .2) y (8.4), susti-
tuyendo 11 •; po r 1 / (cr!X,'). y se pueden obte ner estimadores insesgados de estas 
vari ancias sus titu yendo cr! por s/. El resultado es 

(8 .19) 

y 

(8.20) 

s~ ¿ (1 / X.2) 
n ¿( l / X,2) - [¿ (l / X,)]2 

52 = ----~'-15-~-----
J A n ¿ (1/X.2) - [¿ (1/X,)] 2 

EJEMPLO . Consideremos los datos muestra les siguientes, correspondientes a la 
renta y lo, gastos anuales en vestido. ob teni dos a partir de una mue~tra de 20 fa
rni lias 

Renta en dóla res Número de familias Gasto en vestido en dólares 

2000 8 1 60, 1 60, 180, 200, 21 O, 220, 
230, 250 

4000 7 200,220,230,300,310,340, 
350 

6000 5 300, 300, 400, 450, 540 

En la fi gura 8-1 se presentan gráficamente estas obser vac iones. Se postula que la 
relación entre el gas to en vestido y la renta es 

Y, = a + f3X, + t, , 

siendo Y = gasto en ves tido. X = renta, E = perturbación a leatoria, y el subíndice 
i indi ca la fa milia i-é, ima . Se consi dera que la variable explicativa X; no es esto
c.\,1ica. y , e ,ur,,nc q ue la perturt>ación E, es un a va ri ab le a leatoria no autorre-
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'
h, rn 1 .. sln11.:ntc ~o n mcdm i.:c ro y va-ri a ncia a/. Los ·estima-.. , e -..e l'. . ,trd ... u, c . . 

. n .~ .. . :.,L r.,1, th.' '" ,,rdin:.irh .. " de los coef1c1cntes de regresión son 

2_ _,·; x; = 2,42 5,000 = ·0 :0483 , 
L x? 50,200,000 .. 

r,_ ,y - ~X= 277.5 - '0 :0483 x 3700 '98 .79, 

)' e l coeficiente de determinación es 

'>'¡ 
·soo¡ 

1 

<10q 

i 
300 .,. 
200 l 

1 
?:. 

1100, 

o 2000 

'O:Oll89 x 2;izs:ooo 
IJ 90,975 

-,. 
.,. 

' ~ ,.._ 

'l! 
X 

l!OOO 6000 

Figura 8-1 

·0 :611'.l'.l. 

X 

Com o el modelo es hetcroscedástico. los estimadores minimocuadrát icos son inses• 
gados, pero no son eficientes ni asi ntóticamcntc eficientes. Sus correspondientes erro
res standard, ca lculados de la forma convencional. son ses¡.>'\dos y. po r tanto, no 
los presentarnos. Ob,(rvcse que el valo r de R! que hem o, presentado anter'.o rmente 
es el val or máx imo para esta muestra concreta. ya que la recta de regres1on mm1-
mocuadrá ti ca proporci ona, por defini ción, el mejor ajuste posible a una recta . 

Ahora bien, si supo nemos que 

a'¡ = a 2 X?, 

podemos obtener estimadores eficientes de los coeficientes de regresión utiliza ndo las 
fórmulas (8 . 15) y (8 .16). Estas fórmu las ut ilizan las ca ntida des sigu ientes , que se 
han ca lcul r.do a partir de los datos muestra les: 

8 7 5 
2000 + 4000 + 6000 

0 .006583; 

8 7 5 
20002 + 40002 + 60002 = 0·000002567 ; 

160 160 540 
2000 + 2000 + ... + 6000 

160 160 540 
2000 2 + 20002 + . -. + C,000° 

1.624167; 

0.000579630 . 

1 ,, 
¡, ,. 

;, 

I[ 

i 
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También podemos observar que 

[ Y,1• -f X, = 0.141388. 

Efectua ndo las sustituciones necesarias obtenemos 

'>~A=· 0,0451 Y ti.A = 109.82. 

Además. utili za n,,do laz fórmu las (8.19) y (8.20) . obtenemos est imaciones de los erro
res standard de aA y ~A: 

Por último. R• 

s~ = 0.00017932, ., 
Sl = l,J9J. 7020, 
ª ' 

1 - ¿(Y, - tl , - ít x,)• 
¿y;' 

sa = 0.0134, 
A 

37.30 

l _ 74,364 _ 
190,975 - 0.6106. 

Podernos resumir estos resu ltados en la forma siguiente : 

Y,= 109.82 + 0.045IX, + e,. 
(37.30) (O.O! 34) 

R2 = 0.6106 . 

· Como era d: _espe rar. el valo r de R' es menor que el obtenido en Ja regresión 
min1'.nocuadrat1ca. pero la diferen cia es muy pequeña. Obsávese que la estimación 
·mpl1..:1ta de la elasticidad-ren ta de la demanda de vest ido correspondiente a Ja ren
ta media es 

7ÍI NC = 1q;1 = 0.60JJ, 

lo cual sugiere que la demanda de ve '1ido es inelástica re~pecto a Ja renta . 

Caso B: o = 2 Y Z, = E(Y ,). En es te ca so . se supon e que la variancia de la 
pe nurbación es propo rcion a l ni cu adrado d ..: la media de Y,. Es decir, supo
nernos que 

a'f = a2 [E( Y,)] 2 = a2(a + f3X,)2 

La función de verosimilitud (8 .13) se conviene aquí en 

(8 .21) n 1 11 '\;' 
L = - 2 og (2n ) - 2 Jog a 2 

- "7"' log (a+ f3X,) 

_ _!__ ¿ [ Y, - a - f3 ,.1;·,] 2 

2a 2 
, (u .¡. {3 X,) · 

~ -··'ª l (al 

v ,o u. c·OS[ S !l [ ! os SU P U[ST OS 8A$1C 0S . ·:3,, 

,¡ · .. , 11 ,·! ,· ,,,,, ,\. ,· , 1., fu m·i,• 11 ÍIKIU\'c' sol.,m..:nlc trc , r ;ir:,111..:tro, des
?.. '.! , -;; ' . ~- pudr1;11110 , 1ü111 ,1r las p r i111c r,1 s d..:riv,1J a, tk /, r..: spccto 

., .!., :l!l ,• d ..: Ju , tn: , pa r;im.:tros . i¡:uat,r las a u:ro y n:solvcr! J '> obteniendo 
.. , .,! , ·re, ,k la s tr..:, incó¡:nitas.' Sin embar¡:o, la s ecuacio ne s re sultantes son 
''" " ,, ,111pkj,1 s y su solución rc_sulta mu y difíc il. Pod emos simplificar el pro
bk m ., , u , 1i1u,-c nd o L() ' ,) por Y, . que represe nta los valores d.: Y calculados 
., p.irtir d..: la n:g r..: sión minimocu adráticn. Es dec ir. consid e ramos que la des
, iac:ión ;tandard de la pe rturbación es propo rciona l a la di stancia entre la retta 
J .: r.:¡: r..: sión minimocuadrüti ca y el eje h o ri zontal. Como Y, es un es timai:lo r 
con sistente de ['()' ,). podem os escr ibir 

a-; = a-E(Y,) 

en la forma a-; = a- lim prob Y;, 

y, por ta nto , a l escribir 

no se altera la cons istencia de los correspondien tes cstimar! -- res de los coefi
cientes de reg r..: s ió n. En sentido es trict o , estos estimadores no son exauamente 
estim adon.:s m ax imoveros ímil cs , pe ro sin·e11 como aprox;mación a e llos. 

S i utili ;,, ;·mos la simplificac ió n anteri o r. pode mos li:ice r uso de las fórmulas 
(8 . 1) y (8. 3) p,m· estimar a. y P, , a condic ió n dc qu.: reempl;;zcmos iv , por 
1/(a' f? ). De: cs Ja forma, obtenemos 

(8 .22) 
, _ '> ( l /l' 2¡ ' · r . .rr; f' 2 ) - '>- (XJYº>' (Y/ Y2 ¡ 
flu - ~ (! / Y"l ~ (X° / 9 2) _ [~ (X/ { 2¡]" ' 

y 

{8.23) 
_ '> (Y/ Í'2) · [ ¿ (X/ Y2

)] 

du - ¿ (1 / Yº) - /lu ~ ( l/ f 2¡ • 

en las que e l subíndi ce H inclic..i qu e los estim..i<lo res corresponden a la espe
c.: ifir.i c ión del c,•so ll. Si la esp..:cili caci ú n de l mod elo es correcta, estos estima
do res se npro :-.im;,¡n a los estimad o res max imove ros ímiles , de los que se sabe 
que son con s is tentes y as ini ó ticam ente efic ientes . El estimador de o-' es 

(8.24) 1 ["·(>" 2

) '-..' (>'·) -¡ "'(XY)] s~ = n - 2 f -~ :2 - CXn L y:~ - / u L - i,1~ i • 

4 O hsé rvc ~c qu l' sc rí~ in co r r L·c to s u~tituir s implcmi.:ntc Z 1 l Y ó I po r su ~ valores, e n 
l. :· -.: >: prc~ic 1nL'S <l e.: l.1:; pri rne r:b d c :-i \·ad ns p rc ~e nr:i da ::> e n (8 . 14) , ya q ue.: t' s tas se o btuviero n 
P-1 r :! 1.: n d ~1 dt.: 1:: h.i~t.: de qu i..: 7.

1 
n o in c..luí.i n in g u no tk los p nn ímc: tro s cl c ::-r u not: id os. Es to 

.: "-1 1;11¡il :.: L U ;irhl u . ,.:nmu t.: n el c :..i ::, O ;1ct lul. Z
1 

:= a. + (3 .\ •. 
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Por último, los estimadores de los errores standard de &e y ~e vienen dados Por 

(8.25) 

y 

(8 .26) 

5 2 = si ¿ ( 1 / Y,2) 
i. ¿ (1 / Y,2) ¿ (X,2/ Y,2) - [¿ (X,/ Y.2)]2 

sl 
"o 

EJEMPLO. En el _ejemplo de la relac ión entre gasto familiar en vestido y renta. 
presentado a l estudiar el caso A , hemos supu esto qu e /J'; = IJ'X, . Cambiemos ahora 
Este ~upuesto, Y consideremos, de ac uerdo con el caso B, /J'; = IJ'E(Y,). Al efectuar 
los c_a lcu los , ap roxima remos E(Y,) por medio de 'i\ que. como se ha calculado 
previa mente, es 

98. 79 + 0 .0483 X,. 

A pa rtir de los dato, rnucstrales se han c,dc ulado fas siguientes cantidades: 

¿ [_!,] 
' Y, 

0.000322729, 

¿ [ -~~] 
' Y, 

0.946107, 

f [ 1,:] 3,271.421 , 

f [-}~] 0.077417, 

[ ¡2] ¿ i 20.503404, 

2 ( },;'] = 250091731. 

Efectuando las susri·~ciont:s ..:orrespondicntes en las fórmulas (8.22) a (8 .26), obte
nemos 

6 

f3u 0.0465 , 

" 103.56, C:Cn 

y 
.\'~ 0.00009558, s ,, 0.0098, u,. Pe 

52 

" = 968.9202, S L. 31. 13 . 
ª" ª º 

\' ,(.; ¡ .l, (h., 'd s Dl LOS sur·u t S TOS l!A.$ 1COS . ·, :Y1j 

,. ., - - ·~l . 

74,063 
- 190,9i5 = 0 .6 122 . 

I< n un 11 C'f1Jo. los resultados correspondientes al ·caso B son 

Y, = 103.56 + 0.0465X, + e,, 
(31. t 3) (0.0098) 

R2 = 0.6122. 

.' 
Cam C: Z, = X;. 'Este caso es m ás general que 1os dos anteriC1res, ya ~ue 'l'IO 

..:fc:ctuamos especificación alguna a priori respecto al valor de ·6. 'En ·este ·caso, 
d supuesto re la tivo a la naturaleza de la heteroscedas ticid ad es 

af 

o también log a, 
o 

log a + 2 log X, . 

La funci ón de verosimilitud (8 .13) incluye aquí cuatro ·parámetros desconoci
dos, a.. (3, 0'

2 y o. Como ya se ha mencionado con anterioridad, ó mide el grado 
de he tc roscedasticidad, en el sen tido de que, cuanto menor sea el valor de o, 
menores se r,ín las di fcrc ncin s entre los valores indivi dua les de la variancia de 
la perturbac ión. L::n e l caso C, contra riamen te a lo que ocurre en los casos A 
y 11 , dejamos que sea n los datos los que nos indiq••cn cu;íl parece ser este gra
do, en lu ga r de cspcc.: ificar lo a pri o ri. La única c:,p,:..:i fiuic.:ión que cít.:ctuamos 
prev iamente e~ la de qut.: la desviación s tandard d,; 1n pert u rbación es tá re la
c io n;ida con l:1 var i;1hlc exp li ca ti va -y que es ta n: la c ió n c·s li11 c:a l en términos 
de los logaritmos-- . U prcc.:io quc tend remos qu e pa gar po r la m ayor genera
li dnd de este caso es e l m ayor grado de co rnpkjidad de la estimación . 

El pro hlc111a de o btener es timacion c:s m ax imoverosímilcs d1: los coeficie ntes 
de reg res ión. aunq ue müs complejo que e n los dos casos anteriore~, puede re
sulverse utili za nd o un a e:ilculad o ra e lec tró ni ca. Una forn1 a re la ti vamen te se n
c illa de hace rlo es la sigui ente . Si igualamos a cero cada una de his tres p rime
ras der ivadas de la expresión (8.14), sustit uyendo z, por X; , y reordenando los 
términos, ob te ndremo:; las tres ecuac iones s igui en tes: 

(8.27) "s' [ Y, ] ,, ~ [ 1 ] /3. "s' [ X, ] 7 Xt = a f ,Y/) + f ,\} ' 

(8.~ 8) ~ [ x;r·] o "s' [ X' ] fj "' [X,2 ] a+- X/' + µ 7 X/ . 

1 .~ 2')) 
11 [ + ( ~¿) - & ~ ( ;:. ) - fi 2 ( ~-.~' )] . 
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Si se conociera el valor de o, se podrían obtener los valores de &., ~ y ~". a 
partir de las ecuac iones (8 .27 ) a (8.29). Por tanto, tomando di stintos valorL·, 
de 5 obtenemos es tim ac iones di stintas de los tres parámetros restantes. Por 
este proced imient o pode mos obtener estimaciones de a., 0 y cr2 correspondientes 
a o,., O, /5 = 0 ,1, ó = 0 .2 , y así sucesivamente ha sta que lleguemos a valores 
de ¡; que son cla ramen te im1 dcc uados (en la mayor parte de las si tuaciones 
pníct icas. esto sc rí:i quiz .í 5,0 o 6,0). Parn cada vri lor de ó -y los v::ilores de 
&. ~ y i3-: corrcspondi ci"1tcs- calcu lnmos tamb ién ..: 1 va lo r de L tal co mo apa
rece en l..i ccu .Jc i,í n (8 .13 ). ,\ continuación . se lecc ionarnos de entre todas las 
so luc iones la que propo rci o 11 ;1 el va lo r rn;ís alto de L. Es ta so lu ción max imi
z:i rá la funci ón tic vero, imiliwd tal como dcsdbam0s. Los errores , tandard de & 
y 0 se pueden estimár utilizando las fórmu la· (8 .2) y (8-4) s.ust.i-t-u-y·cnd· v, po 
( 1/J' X,8). La var iancia de g puede es timarse m<.: diante st2 = 2/ (I; (l og,, XY]. 
en !:.t que lo~, X , = 2.302585 log,0 X ,. Es ta fórmula re¡ escn a a var1anc1a 
asintótica de ! tal como se defini ó en la pág. 214 . Natura lm ente. si la pre
cis ión obtenida por los intervalo\ de u11a déci111:i en e l va lo r de 8 no resulta 
su fi ciente . podemos elegir int erval os má s pc:queños para los val o res sucesivos 
de i.i próx imos a la ,olución. 

Esli111aciún de e ,-' 

Cuando nu ,-.: d.:ctu;i n ingt'1 11 , upuesto acerca de la na turaleza de la ht:te
ro,cnl,1s1i cid,1d. e, preci so basarse por completo en In información proporcio-
11:1da por l:1 nrncstr,1, cstim ,,nd o las var iancias de las perturbaciones a p:.i rtir de 
1us tbtos. Como el \',d o r de la var iancia de: l,1 pc rturb.ición pu edi.: ser di stinto 
p,irn ,:1d ~ v; ,l o r u111c1\: to cic X . 11 eccsit.1mos v<1ria s obse rvac iones de: la var ia
hk dcpc· ndic· nt e c·L1rrc,pond icnt e ;:i cada val or X ,. Si sólo tu viése mos una ob
scn·:icici n p,n:i L·;id:1 \':ilo r cic X. 1w ¡iodrí:11nos. cv icl cntc1m:111 e, obtener infor
n1:K ici 11 :icerc;1 de l:i d i, pcrci ú 11 de tudas l;1 s 0b, erv.ic io111.: s po, i bles. Supunga-
1110; , pue , . q u.: la n1t 1c· str;i tic'nc 111 v: il ore s di stinto, ck .\'. )' qu e: parn cada X , 
t,: ne!ll os 11 , oh, c·rv;1ci unc, d.: l,1 v.iri :1blc dcpL·ndi cnt c. F,1 es te ca,o, la ec uaci ón 
c1c rcgres it'1n , e pucclc: .: scri bir en la forma 

Y,1 a + /3X1 + ',; 
'" 

11 = ) 11 , , 
,'7"'1 

X, e/- X, (i e/- j) . 

(i 1, 2, . ' . • li/ ; j = 1, 2, ..• 11,)' 

Parn ilu strar el 1H!C'\·o uso dC' subíndices, podemos usar los datos corrcspond ien-

~ .,--.. ,. .. _._ 

1•" "' 

"' J. 

"• 8, 

11 2 = 7 t 

11 3 = s. 
n = 20. 

. .. 3,r, 

· 1 y - 31 o "S el valor de la variable dependiente corres pon-" · por CJetnp o. " - -~ ' . ¡ 
Ji.:n tc a la fomilia número 5 del grupo de renta, de 400~ dolares. _En genera , 
II;iy que estim ar (in + 2) p;•r{imctros: u., B, cr,', cr-, ... , G,. ,-. La función de vero
si militud correspondie nt e viene dacia por 

11 1 m 2 1 ~ ~ [ Y,¡ - a - {3X, ]
2

• 

(8. 30) L = - 2 log (21t) - 2 ;i, n, log a, - 2 ¡";;i ¡~1 ª 1 

Derivando /. respecto n los parámetros desconocidos, e igualando a cero _dichas 
der ivad.i s ob t<.: nd ríamo, (111 + 2) ecuaciones a partir de b s cuales podnan ??
tencr~e los (11 1 + '.2¡ v,dorcs de los parúmetros ; sin c111b,1 rgo , esta soluc1on 
presenta gr:indcs difi.:ul!a '.k ~ tic d lculo. . . . 

Un proccclimirn!CJ q ue ncrmit c superar diclin ~ d1f1 culrad es de: calculo con
siste L' ll utili ,ar un proccdi11 1i ,: nto iterati vo , de la fo rma s1gu1cntc:. 

l. 

2 . 

3. 

Obtener las es timaciones minimoc u.idrútica s ordin:iria s de o. Y B. a las 
c¡u.: !bma1emo, &. v Pi. A p;1rlir de e ll as se º?t:c ne b «primera vuelta » 
de esti mac iones de e ,: , n las qu..: ll ;rn1.ircmos u,-. Esws vien en dadas por 

1 "· 
,;2 = - ;· (Y,1 - ú - ~X,)2. 

1 11 ¡ ,71 

Sustituir w, por J/ & en las fórmul as (8. 1) y (8.3) , y obtener nuevas 
est imaciones di.: a. y r~. t. y p,, A partir de ellas SI.! obtiene la «segunda 
vuelta » ele es ti mac iones el e G(, &?, que vienen dad as por 

1 '1¡ - • t;¡ = - ¿ ( Y,1 - ex - /JX, )2 . 
11¡ j =- 1 

Sustituir iv, por, ., ?: ' ,' r, Ía' fórmu las (8 .1) y (8 .3), y obtener un nuevo 
con junto de es tim aciones de a. y B. , A partir de ell as se obtiene la 
«te rccr..i vuelta ,, de es tima ciones de u,-. 

1 1 · s d• ' l,0 s est 1·111aciones conver1·a11, 1 , 1,· proc,·, o debe rL,pCtirse lrn stn q ue os va o re ~ ''. . . 
1 • . · . ¡ . . . I· d ·11·"1. ·nei ·is en tre oru1)0S sucesivos de c, t111:ac1011cs sean \, ,._1,,...\ I. ) d:;. l d (jlh • .: d '::> .._ t...: '- c-
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ncgli¡;i blcs. 1 Los errores stand,1rd de los coeficientes de regresión cstimudo, se 
pueds:n estimar tomandu 1v, :c.:: 1 /ii'/ (siendo ii-;2 las estimaciones de e-,' en 1~ 
,. C,ltim:1 vuelta») en las fórmulas (8.2) y (8.4) . 

Este pr<xedi ll, i~,11 .j itc r;.i ti vo re sulta eviden,c mente muy laborioso, y una 
alternativa s imple- con s is te en es1ir,1ar '3/ por medio de 

(6.31) 
1 n, 

si' = - ¿ ( y 
..,. 11¡ J= 1 1/ 

?Y. 

rn la que - ~ 
Y, L Y,1-

n, i =- t 

Se puede ,nostrar f,íc il rncn,..: que s,1 es un es timador consiste nte de '31 s t'-
1u vc11do 111, ¡Jor J/ 1 ·' , . ( º ¡ , 1, , , . '· us 

1 

- . _ . - , c,1 o . ) _v (1-1 .3), <J ,,,_ncm0s , .. ,, ,,:ic1 0 11 cs de los coefic ientes 
de n:grcsion, Y clcc,u;111Jo i:i rni s111¡_¡ sus ti1uc ió11 en (8.2) y (8.4) obtenemos sus 
; 1.,.ur_:s. s t_ª'.:dard estim ados. 1'.I precio a pagar por esta si 111plil ic,1ción es que 
1•1 ' ~, tim ,iciones n:su liant L,s 110 son exactamen te iguales a las estimaciones 
111ax1movcros1111des, s 111 0 só lo ¡¡s i11t óticame11tc. 

l/ í: !\1PJ.O . Volvicndn de nu evo" los dalos sobr<: renta y gasto ·· fa miliares en ves-
t.cio. pnde_mo, c,11 mar las v;,riancias de la p-- rt11rl,ac·1o·n · , a pa rtir de los datos, en 

, "-- ' ;. ( d )'.I ~. O( l <) S '.;uP'Uf.S TOS 6AS 1COS _;117 

• ~ , < • : • · ; . .... ~ : , ·· t , e, 1..!c \, , , 1,.. , , c :, .. ic ntc .. 

'.l u.O-l-l/1 y ú. 1 \U.(,_1 

<l 0.000070 15, s, = 0.0084; 

,; = 561.4306, s, 

¿¿(Ylf -- a - ~X,)2 

!'or ultin10, 
R 2 = 1 - -'1'---'c1--------L L ( Y11 - Y)2 

' / 
!"n resumen , los resultados son 

Y,1 = 110.63 + 0 .0446X, + e11 , 

(23 .69) (0.00~4) 

23.69 . 

1 - ~!!__ 
190,975 

R' 0.6094, 

0.6094 . 

Estos resultados son simi lares a los ohtcnidos en el caso A y en el caso B al efec

tuar distintos supu estos acerca de '3 ;2. 

luga r de ckcluar stl flllc, to-. acere,·, ,-¡, . •' lla• . . l .l11·11··za ritl,, ¡ · · , - ., a lor1uula (8 .31 .1 ol'knemos Contrastación de la lzomoscedasticidad 

s¡ = 935 .94, -'~ = 3183.67, s5 = 8416.00. 

La s fórmula s !8. 1) a (8.4) rcc¡uicrc ,1 la ,1b1enc1·o· n d J · ¡ ¡ e as canuc ac es sig11icntcs: 

n, 

L L W¡ 
j::c 1 / : l 

"' 1'1 11 :1. /13 
1f1 ll¡H'¡ ::: ~ + ~ + sR = 0.011340725; 

"' n, "' L ¿ W¡X, } 'lJ ¿ w,X1 ¿ Y,1 
te 1 /: l j z:: l j ':11 1 

7,309.240; 
r.¡ 

¿ ¿ W1X, 
j a 1 /,;,; 1 

¿ n,w,X, = "1-;1 + n2X2 -1- "~-X32" = 29.455270·, 
l = 1 S¡ S~ .., 

n, n, 5 

¿ ¿ W1 Yu 
1 = 1 J = l 

2 w, ¿ Y, , 
1 ::: 1 J :: 1 

Y,1 + ? ¿ Y,¡ 
J '= l 

2.569218; 
n, m 

2 ¿ w,X12 ¿ ll¡M.'1,l} 90,758.b60. 
j == l j ::el 1 = 1 

d5 . . La corrección _de este proccilimiento se basa en dos afirmaciones: a) que el pro
ce . 1m1ento da lugar siempre a un proceso convergente y b) qu, lo . ¡ . ~ ¡ d ¡ es tima · . ·u . 

1 
, ~ s \- 3 o res nn:i es e as 

· cmnes come, en co n os vnlorcs de los es timadores m'txi mo . . ·1. E , no conoce 
1 

. . d . , vt:ru~1m1 cs. sh .. nutor 
cumpI'd a ex1s1enc1a ,.; nin gun'-1 prueba formnl Je c~tas afirm::iciorn.:s. pero se han 
· 1 o en todos los cas0s en que s1,; han prob~<lo. 

Hasta este momento, nuestro análisis se ha ocupado de las implicaciones 
de la heterosced ast icid ad en los modelos de regresión lincRI. Hemos exami
nado los efectos de la hetcroscedasticidad sobre las propiedades de los estim:i
dores minimocuadráticos or<linarios y sus errores stan<l a rd calculados en la 
forma convencion¡¡ I, y hemos es tudi ado varios es timadores a lternativos dise
ñad os para los modelos hetcroscc J ás ticos . Sin ,:n:ba rgo , si no s:ibemos si e l 
modclo que es tamos invi:s ti ga ndo es homosccdá stico o no , y no queremos efec
tuar un supuesto a es te ~,: spccto. es posible qu~ no podamos dec idir qué pro
cedimiento <le c~timación <lebemos utiliza r . En tales casos tenemos que acudi r 
,, la información p rc;po rcio nada por la mucstrn , y efectuar una contr:istación . 
Cnncrc 1ume 111<:, po<lcmos estar int cn:sndos en contras iar la hipó tesis nul a 

a~ =· ·· = a! (m ~ n), 

en la que m es e l número de valores disti111 os de la variab le explicativa. L;, 
naturulcz.i de la co ntrastación dependerá de la forma en que se especifique ia 
hip i:'itcs is sostenida. Si esta última ,:s 

(i = 1, 2, ... ' 111), 

,n la que L, e, alguna variabk no estocástica conoc id a (por ejemplo, X,). la 
hr•(,1c, is nul a pu ede prese nt.irsc como 

-----..:.~---···-··~-·- ---------·--- ~----·--- E!CWWWWWWW ; :..;... 41 
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Esto es debido a que si ó = O, al = <i1, lo cual significa que existe homosce..!a~
ticidad . Ya hemos estudiado previamente el problema de obtener un estimador 
maximoverosímil de ó y su error sta ndard estimado. En las muestras grandes, 
este estimador se di stribu irá no rmalmente (por lo menos, de forma aproxima
da) de modo que la contrastación ele Ha result a muv senci lk . A! 1,ivel de sig
nificación del 5 % , la región de nce ptac: ió n de Ha ser;; 

.., 
-1.96 $ 

3 
$ + 1.96, 

S~, 

en la que 8 es el estimador maximoverosimi l de o, y s6 es su error standard 
estimado. 

Cuando no se efec túa nin gun ,, especificación ~1ccrca de Ju naturaleza de 
la hc1eroscedasticidad, se puede efectuar una contrastaciún de la hipó tesis de 
lwrnosceclas ticid ad si se di spone de: varia s obse rvacio nes de la variable depen
di ente para cada va lo r específico de la vari ab le ex plicativa. En ta l caso, po
demos formar el siguiente est;, clís ti co de p rueba: 

(8 .1 2) 

en la que 

Á _ -4.605 17 log M 
- - - l+N·- , 

¡\' = __ l _ {; [..!.] - !} 
3(111 ··- 1) ' 11 ¡ 11 

(i = 1,2, . .. ,111), 

y s/ se define como en la fórmula (8.3 1). Esta estadística de prueba se distri
buye aproximadamente con un a di stri bució n ji-cuadrado con (111 -- 1) grados 
de libertad.6 La región de ;i.:e ptaci ú11 el\! Ho ni nivel de significación del 5 % es 
en este caso 

::\ ;<;: X~ - 1. o.s · 

6. Ver Püul ~ . Hud. l 11trt'i !ft1 ... ! i u11 Lu fl'!athe,1wtical Statistics , 2.ól cd .. Nue va Yor k. 
Wiley , 1955, p. llJ5. O bsé rvese que en la udinic ión (8 .32) util izarnos logariunos decimales. 
J. B. Ramsey en «Tests for Spccific"tion Errors in C lass ica l l. incar Lcast-Sc¡ ua rcs Regres
siun Annlvsis», f oum ,,I o/ 1!,,· f< ow1/ Stut i~tica l Socii:1.1•, se rie B. , ol. 31. 1969 , r p. 35G-71. 
ha rropuc, to unJ rnouili cación Je (8.'i2) para el caso en que só lo observemos un v:, lor 
<l t..! Y p.:.i ra cada v.'.:l lo r con crdo de X TJm bi~ n pul'Jcn v<,;rSl'. al gunas con trasuici oncs cspe· 
ci;:iles en S . !\ l. G 0 Jdkld ~' R. E. Ouand t. i,Sumt: T <..: !:> lS fo r J lo rnoscc·lb s1icit y)), / ournal o / 
t l1 e Am1.:ric .1 11 Sruti ,, tin;! 1\ ssoci111ii111 . vo l . bU. :,cp ti L'mb r..: 19(~;;, ¡;,p. 539-47. 
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1 , la renta v ¡;a,to, bmiltare, tcnemo, tres valo-
• ) J n n · ¡ C \ thl c 1cr.1r O C. ¡C • · d ' L. • 

: . ' "'~ ,· , • . . 1 . d . te, de nrucha. I t rndra una i,tri .., uc1 o n 
. , · .. , \ Je \" d e: n H HJ ,, 4uc e: C!\ t :.l 1, 1 l- 1 " . . , .... l 

' ' ' - · · , . • l b ·rtad La re gión de accptac1on uel 5 l e para a 
, • ·: Jó ~.!, • ,.. l•n J~,, g_!'.H..iü S UC I l.: · 

L ;' '.cu , de h oniu,t.cd :.1 ,tH.:i dad es pues 

AsS.991, 

· de la tabla de la ji -cu.adrado. Sus
en t.1 que el valor 5,991 se ha obtenido a p art ir 
t,tuy~ndo en los datos de la muestra obtenemos .' 

7 [8x935.94] 6 [7 x 3183.67] 4 [5 x8416] 
log M = 2 log 7 + 2 log 6 + 2 log --4--

[
7 6 4]{ [8 x 935.94+7 x 3183.67+5x8416]} 

- 2 + 2 + 2 log 7 + 6 + 4 

- 1.46505 

0.06964. 

Por tanto, 
). - (-4 .60517) x (-l.46505) = 6 _305 . 

- 1.06964 

Como el valor de ). se halla fuera de la región de aceptación, rechazamos la ~ipótesis 
de homoscedasticidad , a l nivel de signi ficació n del 5 %- La ev1denc1a empmca su
giere que la variancia de · la perturbación no es constante. 

8.2 Peri urbacioncs autorrcgrcsivas 

Según el supuesto (7 .5) del modelo clásico de regresión normal lineal. tenemos 

E(E; E;) = O para todo i ~ j . 

Como se supone que la media de E, y la de E; son cero, podemos escribir 

Cov(c1, e¡) = E[c, - E(e1)][e1 - E(c1)] = E(e,e,) = O. 

Estn caracterí.s tica de los términos de perturbnción de la regresi~n se c~e:~~: 
..:0 11 d nomb re de no autorrcgresión, y algunos au tores lo den_omman au 
J e: ..: u rrclación seri a l. Ello implica que la perturbación que ttene lugar en_ ;1n 
,,unhJ ,k la c,bservación no es tá correlacionado con nin guna otra perturbacionj 
l. ;, , , i¡.: nilica qu\! cuando se efectúa n obse rv ac iones a lo largo del tiempo, e 

_ _____ _,¿;,-



320 ELEMENTOS DE ECONOMETRIA 

efecto de la perturbación que ocurre en un período no se transmite a ningún 
otro período. Por ejemplo, en el estudio de la relación entre inputs y outputs 
de una empresa o industria a partir de observaciones mensuales, la no auto
rregresión de la pertu rbación implica que el efecto de una avería en la maqui
naria es estrictamente temporal en el sentido de que sólo se ve afectada la 
p roducción del mes en curso. En el caso de las observaciones de corte trans
versal, como las de la ren ta y gas tos de distintas familias, e l supuesto de no 
autorrcgrcsión significa .. qu e, si la pauta de gasto de una familia se ve «per
turbada» -por ejemplo, por la visita de un familiar-, ello no afecta a la 
pauta de gasto de ninguna otra fami li a. 

Nuestra ta rea actu al comiste en considerar la plausibilidad del supuesto 
de no autorregrcsión. exam inar las consecuencias de su violación sobre las 
propiedadi:s de los est imad o res minimocuadrá ticos y obtene r métodos de esti
nrnción alte rnativos en caso de que sean necesarios. En la sección 8.1 se ha 
afirmado que e_l supu eso de ~eedast~cic!,td resul ta razQnable frecuente
mente en el caso d e os modelos que descti_b~ l_g_ conducta de los agregados 
a lei largo dcl- tiempo~ pero que su plausibi lid ad es dudosa cuando se estima 1, 

rdacioncs mkrot:conómicas a partir de datos de corte transve rsal. Aquí, cuan
do se trata del supu esto de no aul orregrcsión , el a rgu mento es prec ismnente 
lo contrario. La afirmación usual es la de que el supuesto de 110 auto rregresión 
SL~ infrin ge más a menudo en el casu de la s relaciones es timadas a partir de 
datos de series tempo rales que en el caso de las relaciones es timadas a partir 
de datos de cor!<! transve rsal. Esta afirmac ió n sc basa principalmente en la 
interpre tac ión del t~rmino de perturbación como el resum en de un gran nú
me ro de factores aleatorios e independicntcs que entran en la relación estu
di:::da, pero no son susceptibles dc medici ón. En ta: ;aso, se puedc suponer que 
el dccto de lo, factores que operen en un período se transmitirá, en par te, 
a los períodos siguientes. Esto parece más probabl e que el hecho de que los 
efectos se tran s111i1 :1n de: un ::t familia. em presa , u otra unid ad económica similar, 
a otra --suponi •cndo . naturalmente, qut: la s u n id ades se han seleccionado a lea
toriamente a pa rtir de una población gra nde-. 

La autorn:grcs ión de lo, términos de pcrt urhaci ón puede compararse al 
efecto sonoro a l pul,ar una cu e rda mu sical : e l son ido es m;í-.:i mo en el mo
mento del impac lü , pero no se int errumpe inmedi atamente, s ino que persi ste 
duran te un ticmpJ hasta qu e . por ú ltimo. desa pa rece. Esta puede se r también 
la característica de la s pcrturbaci onc!,, ya que su cf,:cto puede prolon ga rse por 
algún tiempo dcspu<Ss de que haya n oc uniJo. Pero mientras pers is te: el decto 
de una perturbac ión , ocurren ot :·as perturbaci ones. corno si la cuerda mu sic:i l 
se pul sa ra una y otra vez. al guna s veces m cis inten samente que ot ras . Cuanto 
más co rto es ei período de ti empo entre la s pul sa ci ones, mayo r es la probabi
lid ad de que aún se oiga t: I so nid o a nte ri o r. De l mismo modo, cuanto má s 
cortos so n los per íodos de las obser vac i,1ne, ind ivi,lualcs . mnyo r es la pro h,, 
hilid aJ de que nus ,·11c L111t n:: 1110, con pcrtu rbnc ioncs a ut ú rrc¡_; rc , iva,. Po r 1:intJ. 

..... ., ., ., . ~ . . .. .. 
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.• , .. , ,· _ ._., ' "'" d.: J;, ,,1't ,·n,·i,, de: a uturrq., rc: sión serán mayores cuando 
,. ,.:, , en ul"t: f\.1 ciunc, nH:n sualo u tri1rn;stra les que cuando los datos co-

r u : ¡, n JJ !l a intL"rv a lu~ ül1Uak ~. . 
1 _, ¡,1c , unc iú n de qu.: las re laciones. estimadas a partir de observac1.ones 

~ ¡,, l.ir¡:,> d<:I ti,mpu incluy.:11 perturbaciones autorregrcs1vas es tan corriente 
,.,. , 11 wd os los est udi os <k la autorregresi ón, las variables tienen el subíndi-

~~· , ·tr,p rc scntando « ti empo») en lugar del subíndice i que se utiliza en el caso 
~c:ner:il. En nuestro es tudio segu iremos esta costumbre y, por tanto, si )as 
pc rt u rbacioncs son au torregresi vas, tenemos 

E(,,,, _,) #- O (t > s). 

Esta expres1on implica que la perturbación correspondiente a l tiempo I está 
re lacionada con la pe rturbación correspondiente a l tiempo (1 - s). Las conse
cuencias de la autorregres ió n e n la es tim ac ión son difíciks de descubrir, a 
menos que se especifique con mayor prec isión su naturaleza. La mayor parte 
de estudios en este sentido se ba san en el supuesto de que 

(8.3 3 ) E(,,,, - ,) 

Cov(,·, .,, - ,) 

(s < t) 

o 

en la que p es un parámetro cuyo valor es menor que + l y mayor que - 1, 
y cr2 es la varianeia de E, corno en el caso anterior.7 Las covariancias sucesivas 
de las perturbaciones son 

Cov(,, . ,, _ ¡} 

Cov(,,_,,- 2) 

Cov(,,. ,, _ 3) 

Cov(,,. , 1 ) = p' - 1a 2 • 

Si el valor de p es igual a algún número entre O y 1, p~ será menos que P, 
p3, menor que p2, y así sucesivamente. Ello significa que, cuanto mayor sea el 
número d e períodos entre dos perturbaciones, menor será su covariancia. Si P 
es igual a cero, cada covariancia será igual a cero, de modo que se mantiene 
el su pu es to de no autorrcgresión. Si p está comprendida entre - l y O, los 
l' :tl on:s de p , p', p-', ... disminuirán en valor absoluto, pero alternarán d e signo 
v lo mi smo ocurrirá co n las covariancias respec tivas. 

¡-¡ supth..::,to 1¡:i ; =-= 1 ::i ign iíiL·:iriH que ];i s co\<~1r ianc ias no di sm inu ye n a l a.umcr~ta r s, 
· .i ii,;:ri ;i 1:1 mhi~ n qu e la v~iri;111 c i~1 di.: la pi.: rtur h:1c iú 11 5e h3ria in finit ,,ml'.ntt.: gra nde 
1 · ~: 1¡ _ ¡·,,u :·c :,ul1 :1 irnpl ~1u::.. i h l l: c11 l.1 m;1~u r p;1r tc di...: Jo~ t:o n ti..: x tos LConó m ico:::. . 

.,, 



1 1 

l 

322 ELEMENTOS DE ECONOMETRIA 

Generación de las perturbaciones 

La pregunta que debe responderse ahora se refiere a la forma en que se 
generan las perturbaciones de 111odo que estén relacionadas unas con otras se
gún se especifica en la ecuación (8.33). En el ·caso de que ~'° cumplan todos 
los supuestos bás icos. cada perturbación representa un valor alea torio e inde
pendiente procedente de una poblac ión normal con med ia cero y variancia rr. 
Cuando las pcrturba~iones son auto rregresivas, las ex tracc iones ya no son in
depend ientes. Concre tamen te , pos tui a rcmos que las pertu rbaciones se generan 
scgün el esquema siguiente: 

(8J4) (1 = 1, 2, .. . ), 

en la que u, es una var iabl e aleatoria independiente que se di stril..,uye no rmal
mente con media c<:: ro y va riancia a-.,' que se supone in de pendiente de E, . 1• Es 
deci r , 

(8. 35) u, - N (O, a-..2) para todo t, 

E(u,u ,) = O pa ra todo 1 ~ s. 
C(11,E, _ 1 l ::: O para todo 1. 

e ( µt:,E._., ) '°'º 'd' s h s 1,. 

Las relaciones del tipo de la ecuación (8.34) se conocen con el nombre de 
esquemas autorregresivos de primer orden. Ello imp lica que cada perturbación 
actual es i~u al a una «porción» de la pertu rbación anterior mJs un efecto alea
tori o n:presentaJo po r u,. Sustituyen do suces ivamente E,. 1, E,_ 2, . •. por sus va
lores, obtenemos 

,, p,,_, + 11, 

r(r•, - 2 + 11, _ i) + 11, 

r ",, _ , + p11, _ , + 11, 

r 2(p<, .3 +u, -:) + pu,- 1 + u, 

pª,, -3 + p2 11,_2 + pll,_ ¡ + u, 

Esto significa que cada perturbaciün E, se genera como una función lineal de 
los efectos aleatorios u,. 112, ...• u, y la «pertu rbación inicial » E,,. Ya hemos 
especifi cado cómo se generan las 11. y para complet ar la descripción de E, tcne· 
tnos que efec tua r una cspec ificació n ad iciona l relat iva al va lor ini cia l de E11. l'or 

. ~· 

· . ..- ., 

i 1 ., r•, ., ·,J cl.rntc ,upvn.: rno, 4u.: w es una vari abk ~ ~...: "'··r •cnv ~ ·· .. . ~. , . . . . ' , 
:.e -!.,, r,h.: ), 11 ,, rm., l m,111c .:on media cero y vananc1a ,:r,; / (t - ¡;· ) . 

t, j c .. : r. 

Uc mo, tn.:mus ahora que el esquema autorregn:sivo de primer orden espe
.·,¡1 ·.i do cn las ecuaciones (8.34) a (8 .36) conduce en realidnd a unas eolt,lr ian-

c e d 1 . ' 
cias entre las perturbaciones suces ivas de la forma presenta a cn a ccl.Jac10n 
t8 .3:\ ) v que . al mismo tiempo, no se ha lla en cuníli cto co n los supuestos de 
normalidad, medi a cero y homosccdast icid ad de las E. En primer lugar, como E, 

es una combinación lineal de Eo, 11,. u, . ... , u, , toda s las cuJ les son no rmales 
e independientes entre sí , la prop ia E, debe se r normal. Ad cmü s. tenemos 

E(,,) = p'E(,0 ) + p' ' E(u, ) + · · · + pE(u, _,) + E(u,) = O, 

o sea , que tambi én se mantiene el supuesto de media cero para E, . A continua

ción , obsérvese que 

(8 .37) 

21 [ ~ ] + p2!1 - "a~ + . . · + p2a~ + a~ 
P ¡ - r' 

21[~ ] + 0 ~¡p211- 1, + P211- 2, + ... + P2 + t] r 1 - ¡,2 

2 [ ¡,21 1 - r2'] -- a~ = a., -
1
--2 + _! ___ 2 - ¡ _ p2· 

- - p - /J 

Como a} es constante a lo lnrgo del tiempo, Vur(E,J será también congtante Y, 
por tanto, tambi én se cumple el su pu es to J e homosced as ticiclad. Obsé rve:'e _que 
este resultado se ha obt enido h acien do u, o de la ec uación (8.36) . Por ult1rno, 
a partir de la ecuación (8 .34) tenemos 

,, p,, _, + 11, 

p
2
• , - 2 + P" 1- 1 + 111 

p' ,, .. , + p' - 111,_,, 1 + · · + p11, _1 + 111. 

- ~..a-----
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Multiplicando ambos lados de la expresión anterior por E,_, y tomando espe
ranzas matemáticas, obtenemos 

E(,1, 1 .,) = p'E(,¡_,) + p•· 1E(,1 _,u,_,.,) + · · · + pE(,,_,u,_ 1 ) + E(,,_,u,) 

= p'Yar(,1 _,) = p'a2, 

que es igua l que la especificación (8._33). Por tanto, , ! mecanismo generador 
de las ecuaciones (8.34) a (8.3b) prouuce realmente la corre lación entre las 
perturbac iones que se ha t specificado antes, y no presenta ningún conflicto 
con los supuestos básicos restantes. 

Los comentario, ant eri ores ind ican claramente que las re lac iones entre las 
perturbaciones depc11d~11 c ruci a lmcntc del valor del parámetro p. Esta de .ien
dcncia se ve sub rayada de fo rma especia l si i11tc rprct:1mos dicho parámetr¿ de 
la forma s iguiente. En la ecuaci ó n (8.33). la covariancia entre dos per turbac io
nes sucrs:vas cual esquie ra , por cjc:mplo E, y E, _ ,, viene Jada por 

Cov(,, , , , _ 1 ) 

p = 

Por tanto, 

lo cual puede escribirse también como 

ya que ir = Var(E,) = Ya r(E ,. ,). Ahora bien , la expresión en la que se divide 
la covariancia por el producto de las desviaciones standard de dichas variables 
se conoce con el nombre de coeficiente de correlación entre las dos variabl es. 
Este coe fi c iente mide el grado de la relación entre dos variables aleatorias, y 
sus valores oscilan entre - 1 y + 1. Los va lores posi!ivos de l coeficiente re
íleja n la exi stencia de una relación positiva. y los valores negativos la presencia 
de una relación negativa. Cu ,rndo e l coc fi c icntc dc corrdación tiene un va lo r 
próx imo a + 1 o a - 1. el lo indica un e levauo g rndo de re lac ión entre las 
vari;_¡b!cs. y cuando el coeficicn tc tiene un valor próximo a ce ro. t:llo indica 
un escaso gr::ido tk rel ació n . E:; 10 s ignifica qu e p cs. en realidad. e l cüLli c icnt e 
de eorr-: J¡1 c i...i n e ntre E, y E, . ,. p~ es e l coc fic ien t.:: de corn ·l:1ción c 111r..: 
E, Y E, . , . ¡:,3 es e l c:ocfici , ·11 1e d e co rrel ,1ción entre E, y E, _3, y ,1 sí succ,i v;.i 111 c· 111 c 
O bsé rvese q ue la posibilidad d .:: c¡ue p = + 1 o p = - 1 q uécla c limi 11:,d ., J. , 

VIOLAC lt; ~l S DE LOS SUPU ESTOS B,\SICOS 325 

i. , ;..._ :c ,1 , w,te ni Ja que se ha cspc..: ilicado en r..:laci ón con la ecuación (8 .33). 
l · .. .; ,: .Íu p e~ i8uul u cero, tenemos 

~, = u,, 

Yar(e,) = a~, 

Var(, 0) = a~ . 

y como u, es una variable independiente que se distribuye normalmente con 
media cero y variancia constante, se cumplen todos los supuestos básico; 
correspondientes a E. 

Propiedades de los estimadores minimocuadráticos 

Examinemos ahora las propiedades de los estimadores minimocuadráticos de 
a. y f3 en 

Y,= a+ f3X, + , 1 , 

cuando la perturbación E, es autorrcgresiva. El estimador minimocuadrático 
de f3 es 

como indica la ecuación (7.32) . Po r tanto, 

El estimador minimocuadrático de a. es 

y 

ª = f - Sx = (a + f3x + n - Sx; 
E(&.) = a + {JX + E(i) - E(S)°X = a. 

Esto significa que los es timadores minimocuadráticos son insesgados aun en el 
ca so de que las perturbaciones sean a utorrcgresivas. 

A continu,1c ió11, examinaremos s i los es t imadores minimocuadráticos son 
tL> d.i,· j., cstim,1d o res lin ea les in sesgados ópt im os (ELIO), ob teni end o las fórmu
i. , ,k lu, 1-:1. 10 p:1r:1 e l ..: :i , o ,1u1 0 1-rc·g res ivo y com p;i r,111uolas co n l:.1s fórmulas 

:·.·.,: . ,:,.,dr:i! iL·;i ,_ Si los d eis cu nju111 os d e: f, \rmul ,1, 110 co incidc:11. los estima-
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dores minimocuadráticos no son ELIO . Empecemos por considerar el ELio 
de 0. Por la condición de lin ea lidad , tenemos 

fJ = i a, Y, , 
t : 1 

en la que a, (1 = 1, 2 , . ·:"-• 11) son constant es que deben calcularse. Además, 

E($) = E(¿ a, Y,) = ¿ ai(a + fJ X ,) = a(¿ a,) + f3 (¿ a,X,) . 
1 t t t 

Según la condición de insesgadcz, es preci so que 

¿a, = O y ¿a,X, l. 

La variancia <le 13 viene <lada por la expres ión 

Var(/J) = t.f:~: a, Y, -- E(¿ a, Y,)]2 = E[¿ a,,,]2 
t I I 

= E· _2 afc; + 2E ¿ G 1E 1a, - set-s 
t s < t 

= a
2 ¿a¡+ 2a2 ¿ a,a, _,p' . 

1 :s < l 

Para m1mm1zar v'ar(~) cundil:io na<la a r.a , = O y r.a, X, = 1, utilizamos la 
técnica de los multiplicaJores de Lagrnn gc . y forma . . os la función /J <le la for
ma siguiente : 

H = a2 ¿ a¡ + 2a" ¿ a,a, _,p' - Ai(¿ a,) A2(¿ a,X, - !). 
t s < e t I 

Esta funci ón debe minimizarse res pecto d e a1, a1, • • • , a,., ),, 1 y ),,2, D..:riva ndo e 
igualando a cero cada una de las derivadas, obtenemos 

2a1a 2 + 2a2(a 2 p + a3 p2 + · · , + anp" - 1
) 

?a2a 2 + 2a2 (a 1p + a 3 p + · · · + a ,.p" - " ) 

2ana 2 + 2a2(a , ¡," - 1 + a, p" - 2 + · · · + Gn- 1P) - ,\¡ - A, Xn = O 

- ¿a, = O 
I 

- ¿ a,X, + 1 = O 

' 

VIOLACIONES DE LOS SUPUESTOS BASICOS ;327 

¡ ,:~ , 111 ·t 2) n :uaciom:s pueden n:solvcrsc obtcnicndo los (11 + 2) valores 
. :, ., , , 11 ~,ciJo, d.: <1 1, <1 1, .. .. <1 ,., ),1 y ),, . Algcbra ica111cntc , la soluci ó n resulta 
" " " l;1boriosa y no la vamos a dc sarroll a r aquí .' pcro simplemente observando 
1.., ·r ..: uaciones resulta obvio quc li.l s solucion es parn <11, <11, . . • , a,. incluir{in el 
parüznctro p. Ello signilica qu e la fórmula dd ELIO de 0 tambión incluirá p 
, . po r tanto, será di , tinta de la fó rmula del csti111 ado r minimocuadrá tico de (3 . 
En realidad, puctk mostrarsc " que el EL IO d..: (3 v ic nc d ado por 

(8.'.18) /J = (! - p2)x;y ; + L (x; - px;_,)(y; - py ; _ ,)[ 1 + (I+ P )/ (11-l)(I-P)J 

( 1 - p2 )x;2 + L (x; - p.'< - 1)2 1 + ( 1 + p) / ( m-1) ( 1- P) 

¿ (x; - px;_,)(y; - py; _1 ) 

¿(x; - px; _,)2 + í!ft, 

en la que el subíndicc I s..: exti.:n,k entre 1 = 2 y 1 = n y ó es un factor de 
corrección de l quc , para la mayo r parte de fin es prácticos, se puede prescindir. 
Otros resultados son 

(8.39) 

(8.40) 

y 

(8.41) 

ª2 

Var(/J) = "> ( , " , )2 + Sv.,,,., 
,_ X¡ - pXt - 1 

ii 1 { 1 ¿ -1-- --, (Y, - pY, - 1) 
- p 11 -

a2 
{ 1 [¿ (X, - pX, _1)/ (n - 1)]2

} 
Var(ii) = (1 _" p) 2 11 _ 1 + ¿ (x; _ px; _ 

1
) 2 + ÍÍv~rw, 

en los que , al igual que e n (8.38). el subíndice I toma los valores entre 
t = 2, 1 = n y 6 -representa un factor de co rrección del que puede prescindirse 
en la pníctica. Es tos resultados so n clarame nte di stintos de los presentados por 
las fórmul ils minimocuadráticas y , por tanto , llegamos a la conclusión de que 
cua nd o h1 s perturb ac io nes son au to r rcg rc s ivas lus es tim adores minimocuadráti
cos ,w so n E LIO. Ell o implicn quc . en es te ca so , los es timado res minimo
cu adr:íticos 110 son e/icienles. (íntuitiva1m:ntc , la p~rdida de eficiencia puede 
np lic.irsc co mo result ado de l hcch o de yuc la ck pcn de nciu entre las pe nur-

~- L I lec to r i111 crc·sncl u puede con sult a r . po r ejem p lo . 1. Jo hn slo n , Eco11 0111etric Me
:::, ,, / , '-: ucv ;, Yu rk, ,\lcG r;, w -Hi ll . 1963 , pp. [7 q.g7 k d. en cspa 11 o l : Métodos de Ecww

:~ :r; ,1 IL1r1..:1..: lun;1. L d. Vic 1..·11 s- V i\·cs. 19 72 ). 
l: ·i./ . 
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baciones di sminuye el número efectivo de piezas de información indepcndicnt~ , 
en la mues tra .) Puede seña larse que cuando p = O, las fúrmulas (8.38) a (8.4 J) 

-incl uyendo los factore s de cor rección- se reducen a las fórmu las minimu
cu:idrá ti cas; si se prescinde ele los íactores de correcc ió n , est as fórmulus son 
iguak s a las o btcnic.las por c: I método ele los mínimos cuadrados e liminando la 
primera o bse rvaci ó n. 

Pa,:cmos aho ra a Jas~propiedaclcs asi ntó tica s de los es ti madores mini
moc u.id r{1t icos de los coc fi cic:11 tcs de: reg res ió n cu a nd o las pcrturbuc ioncs son 
autorrcgre , iv,1s. l<.cspcc to a la cons i, tc ncia. r ode mos comrrobar si las var ian
cias d,: ..: s to;, cstimu,1orcs t ienden a cero c uando e l tamal',o tk b mu estra 
ti..:nd ,: a infinito. Como los ..: , timad o rc, minimocuad r.í ticos son inscsgados, és ta 
es una cond ición su fi c iente para Ju consi,tem:ia. Empezando por la variancia 
de (3. e l c:,1imado1· minim oc u,1 dr,ít ico d e () . tene mos 

(8.4'.:) ó ~ ? - · - X tE't -

[

',. • ] o 

Yar(1,) = E(/! -- {3)- = l:. ¿ x;" 

a2 2 :2 n 11 

= - ---2 + (' 
0

, 2 ) 2 [P"' x;x; _, t p 2 "°' x;x;_ 2 + · · ·]. 
2_ :r; L .\ , t~ t~ 

Para simplificar la notación. introdu c imos ..:1 codici..:nte de correlación entre 
X, y X, _,, al que llamaremos r" cldiniénclolo en la forma siguiente 

(l / 11) , .. <x; _, -~- x;< -, 
r = = ' 
' , i (J /11) :::x;"v' (l /11)~x;:, \ ~ ~, ;2 V~x;:, 

en la que s = J, 2, .... 11 - 1: t = s + 1. s + 2 .... n; y s < t. Puede mos
trarse f,íc ilmente que el valor máximo d e r.' (c01110 c-1 del cuadrado de todos 
los coefic ientes de corrcl aci ón) e s b unidad. Por tanto . podemos escrib ir 
Var( 0) en la forma 

(8.42a) 
~ u-

Yar(f3) = 2 x;2 

(u2/11) 2(a
2/11J [ ~ ~~ 

( 1/ ) , · .•e+ [( I / )'- .,21:; P' ,,J;;¿x;· ,./;;2..-'1 - 1 
11 _ .\, 11 ~ ·' t J 11 Jl 
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, · .. . , ·:, !,· ,, 1i,:rn.k a infinito, los términos 

1"' ,2 
ñLXt , !"' x;:, . ... , 11L 

32!! 

tc·ndcrán todos a l mismo número finito pos1t1 vo, por ejemplo m,,, y los tér
minos r,, r2, r,, ... , tende rán a ciertos números m enores o iguales que uno 
en valor absoluto, por cjcn,plo ri*, ri* , r·/", ... Por tanto, tenemos 

lim Var(S) = lim (a
2
/n) + 2 lim (a

2
/ 11) [pr;" + P2'i + . . · ) 

n- o::i m xx lll xx 

lim (a_º/ __ 11) [l * + 2pr;" + 2p2 r 2 +··· J. 
111,)._x 

Ahora bien, como p se ha ll a e ntre - 1 y + 1, y ri*. r2*. .. .. son todos menores 
o iguales que uno en valor a bsoluto, la suma de la serie infinita 

[J + 2pt}' + 2¡>2r; + .. · l 

será un número finito. 
Por tanto, como lim ,,_- (a2/n) º· 

lim Yur(S) O, 
n- "' 

Utilizando un argumento sim il ar, pode mos mostrar también que 

lim Yar(a) = O. 
n - oo 

u e los es timadores minimocuadráticos de los coeficientes de 
. 1..~i.s.t.e.Jjfü aunque los términos ele perturbación d e la- regre-=..:..:..:.::c.;..--=-~~ 

, i,j 11 ,.:.111 au to rrcg re, ivos. 
l. :1 ú lti ma prop iedad que nos in teresa es la eficiencio asintótica. Esta puede 

c· .. 111: :n ;i rsc: co111para11do las vari8ncia s as intóticas de los es timadores minimo
, :,.1d1·.í1 irns co11 las d.: los est im a dores lin eales insesgados óptimos (o, m ejor 
' ,, ¡,, .. ·11, .q1r,, .,i111;i c io 1H.:s ) incl ic.id:is pu r l.i, ecuac io n.: s (8.38) y (8.40) . Uti

!. 1 i ~·i1 in: · !.! \!t..· !:1 \·:1ri~ 1n:..: i~1 :1~i11tl,tic¿1 de un ...: s ti1n ddur prcs~ntadri en 

_____ _ .1 .. ,~.;~t~ ... ---·- ·- ··- · · ·- - -- -~--=-·--1~ ' 
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la sección 6.1, podemos obte ner la varinncia asintótica del estimador minim o
cuaddtico de 0 e n In forma siguiente : 

Var. asintótica ((3) 1 ¡· E [¿ x;,,]2 - ,m JI ' ,z 
11 n --co L, Xt 

- 1 1 · JI [ 2 "' •2 2 2 "' ' ' • ] - - 1m ( ) . . ,2 ) 2 o L, x, + o L.. x ,x, _,p 
11 n ··• oo _ .,\l I s< t 

~ [m ,x + 2rri'mxx ~ 2p2Tiln xx + . .. ] 
ll nlxx 

02 

= - - [I + 2 cr7' + 2p2ri +···]. 
IIH l x x 

Como estimador alternativo de 0. consideremos 0 defini da como 

(8.43) 

en la que ~ es el estimador lincnl in scsgado óptilllo indi cado en (8 .38), y § es 
el fac tor de correcció n , que se con side ra s in imporla nci a. La va riancia de ~ es 

(8 .44) Var(/1) = Var(~) - Sva,·cp,, 

como 5e definió en (8 . 39) . La variancia asintótica de ~ es, en este caso, 

V:; r . asintótica((3) = 1 . [ 0 2( 1 - p2) ] 
- lin1 11 ,- ( , , ·l 

n n -~ ~ .\ ", - px, _ ,) ·· 

2 a 

llf 11.,._.x [ 
1 - / l

2 

1 - 2rr7' + 

La s variancias asintóticas de B y ~ puede n compararse formando el cociente 

Var. asintótica([3) _ (02/ 11111 .. J [I + 2pr i' + 2p2ri + .. ·] 
V ar · t ' t ' ( /l) - (02,/11111 _.,.,.)[( 1 - p2)/ ( 1 - 2pr 1* + p2)] , . asm o 1ca µ -

1 + 2pr¡* + 2p2 ri + · · · 
[( ! p2)/(I - 2pr( + p2 ) ] 

Si este cociente es m ayor que la unid ad, í3 no puede considerarse asintó
tieamente eficiente. (En se nti do es tricto, esta a firm ación sólo es cierta si 5e 
c;_onoce e l va lor de p o si se puede est ima r de forma consisten te; de lo contrario, 
0 no pued e con siderarse corno cstinrndo r . El problema de obtener un est im a
do r cons iste nt e de p se es tu d ianí e n la ú ltim a .pa rt e de esta sección.) Sup0n-
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!'ª '" ' ' ' 4uc evaluamos el cociente anteri o r para 1 > p > O y ri* = , 1•
1

• r,• = 
,,' ' .. _. [s decir, consi deramos un a ~ituación en la que los té rminos de 

l"' rturbac ió n c , tá n autocorrelacionados positivamente, y los coctici entcs de co
m : lac ió n entre X , y X, _,, X, y X,-2, cte ., s iguen un a progresión geométrica. Este 
e, el tipo de situaciones que se considera muy común cua ndo ~e trata 
d.: se ries eco nómicas temporales. 'º Con esta especificación obtenemos 

Var. asintótica([3) 

Var . as intótica(/3) 
= 1 + 2pr( + 2p2 r i'º + · · -

[( ! - p 2 )/ ( 1 - 2pr7' + p2
)] 

1 - pr( - 2p2r;2 + p2 + pªr( 

1 - pr¡* - p2 + p3r 1* 

Esta expres ión será mayor o igual que la uP.idad si 

o 

1 - pr: - 2p 2r( 2 + p2 + p3r( ?: 1 - pr( - p2 + p3r( 

- 2p2,:2 + p1 ?: - p\ 

es decir, si 2p2(1 - ,;2¡ ?: O. 

Esta condición se satisface siempre. Por ejemplo, cuando p = 0,6 y r,* = 0,8, 
r, "' = 0,64, r.1"' = 0,512, cte., el cociente entre las dos variancias aisntóticas 
es ig ual a 1,78, es decir, la va r iancia asintótica de f3 es un 78 por cknto ma
yor que la de 0. Con respec to a a. puede obtenerse un resultado similar. 
Pur t:1nto, lkgamos a la co nc lus ió n de que los estimadores minimocuadráticos 
d e los coe fi cie ntes de regn;s ió n 110 so11 asín tóticamente e fici entes cuando las 
pe rturbac io nes son au torrcgresivas. 

Propicdadl.'S de las vmiancias estimadas de los estimadores minimocuadráticos 

En resumen , hemos establecido que cuando los té rminos de perturbación 
son a ut o rregrcs ivos, los es timado res minimocuadrá ticos de los coefici en tes de 

regres ió n son in sesgados y con sis ten tes pero no son eficientes ni asintótica
mente eficie ntes. Po r tan to , s i utili za mos las fórmul as minimocuadrát icas cuan
do las pe rt urbac io nes son autorrcg resivas, los es timado res resultantes poseerán 

1P , ·t..·1 1 . :\ mL·::- , . S. l~ci 1;.:r. ,d) i~ tr i huti ons ( , Í Co rrcla ti u n Co(.;f ficic n b in [i.:onomic 
'-1 . ,r .. ·-- / 1•u . .- ·1.i/ ,,f 1iw , \ 11r c r i t ·a 11 S t, Jtis ti c¡¡ / ·l ~st : .. ·1.111011. , ~1 1. 5o . ~.:- r1i .. · 111h r 1! 196 1. 

' -, ~ ~,, l ,, .. t i ;.·1,, , ~·11, r, kr.rn l tl tJ :-cr i1.'~ :1nu:1ks d i.: ~5 u b:::.1.:n:1L·i0 :h: '.'> ~c k,: c il'..m adJ s 
1 1 , L!t 1. 11 1, k · •.:> l. !di" :- ti 1, ·;1" d L F :-- 1~1d L' '.> L n;L! , ·s 1k~ c u 1)r 11.:n do que. L' :1 p ro~ 

¡ 1,• o: : ,,. 1.• 1· 111.· 1~· 11!1. " LÍ ~ r: , ,rn.. !. 1..:i d: 1 :· 1' ! ! u .:-: : . Ll . 71. tl .N ). 0 .5 ) y 0,·l 5 . 

! ,, 

' ,, 



332 ELEMENTOS DE ECONOMETAIA 

aún algun as de las propiedades deseables. Sin embargo, si queremos utilizar 
estos estimadores con el fin de contrastar hipótesis o para construir intervalos 
de confianza, no sólo precisamos la insesgadez de los propios es timadores, 
sino también la de sus variancias es timadas. El problema, pues, es sabe r si las 
fó rmulas convencionales par;i la es timac ión de las variancias de los estimadores 
min imocuad ráti cos garantizan en realidad la insesgadez aun en el caso de que 
exista autorregrcsión en los términos de perturbación . Obsérvese que la fór
mul .: minimocuadrática convcncion;il para la estimación de la variancia de (3 es 

2 
2 s 

Sp = ¿ x;2' 

en la que s' es un estimador de <J'
2 definido como la su ma de los cuadrados 

de los residuos minimocuadráticos dividida por (n-2). Como :Ex,'2 es no esto
c2stico, sólo tenemos que ocuparnos de s' . l'arn i:stc término tenemos 

2 1 ".' ( ' ¡' ') '' 1 '(fJ ' ' !) ' 2 .i = --, L y, - 1x, - = --
2 

,; x, + ,, - /JX,) 
n-Á.,t n- t 

= -. -
1
- 1 ¿ [ - (S - /3)x; + ,; ]2 

ll - - ' 

1 
= n - 2 [(S - /3)2 2 x? + 2 ,;2 - 2(S - /3) 2 x;,; ] 

' ' t 

= n ~ 2 [¿ ,;2 - es- /3)2 2 x?] 
' t 

y E(s 2
) = ~

2 
[¿ E(,;2) - (¿ x;2)Var(S)]. 

/1 t t 

A partir de la expresión (8.42) conocemos Var(~). de modo que nuestro único 
problema consiste en hallar E(E,'2). Tenemos 

E(,;2) = E( ,, - i:) 2 = E(,¡) + E[! ) ,,] 
2 

- 2E [ ,, ! ¿ ,,] 
117 11 1 

ª2 2 
= ª2 + - +ºE[",,_,,,] 

11 ,r L 
' < 1 

') 

- '.: E[, ,(, 1 + <2 + · · · + e1 + · · · + ,,,)] 
11 

_ ,,.., -·· _ _ ,, ... .., . ,. , . .. .. ..,. ... ....,'f.. ~, .,-~ .• x.: ~,~., ·-,-~ "'-'' " · ~ ?:r·····--;;.•~ . .,..;-- · 

VIOLACIONES DE LOS SUPUESTOS BASICOS 

a 2 2 
a 2 + - + 2 [E(,1•2) + E(,1<a) + · · · + E(,,,n) + E(,2•a) 

n n 

+ E(<2<4) + · · · + E(c2<n) + E(<3<4) + · · · + E(<n-1•n)] 

- ~ [E(,, , 1) + E(,,,2) + · · · + E(,f) + · · · + E(,,,n)l 
n 

= (n + I)a
2 

+ 2a
2 

[(n _ !)¡, + (n _ 2)p 2 + .. . + p"-'] 
n ,,2 

Por tanto, 

- 2a2 [p' - 1 T p' - 2 + . • . + p + 1 + p + • • . + p" - ']. 
n 

" 2a2 ¿ E(,;2) = (n + l)a· + - [(n - l)p + (11 - 2)p2 + .. . + p"-'] 
' n 

2a2 °"' [ , -i , 2 1 - - L., p + p - + . .. + p + + p + ... + p"-'] . 
11 t 

Consideremos el último sumatorio: 

¿ [p• - 1 + pt-2 + ... + p + 1 + p + . .. + p"-'] 
t 

= ( 1 + p + p2 + ... + p" - 1) 

+ (p + 1 + p + ... + p" - 2) 

+ ( p2 + p + 1 + ... + p• ·· 3) 

+ (pn-1 + pn - 2 + pn - 3 + ... + 1) 

.' 

= /1 + 2(n - l)p + 2(11 - 2)p2 + · · · + 4p"- 2 + 2p•- 1. 

Por tanto, 

._., 2a
2 

) ( 2) 2 + n - '] 2__ E( ,;2) = (11 + l)a2 + - { [(n - I p + n - p + · · · P 

- "" .. _____ _ 

' 11 

[11 + 2(n - l)p + 2(n - 2)p2 + · · · + 4p" - 2 + 2p"-
1

]} 

') 2 

(11 + l)a 2 - ::!!_ A 
11 
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en la que A = n + (11 - l )p + (11 - 2)p2 + ... + 2pn - 2 + p" - 1. 

Ahora bien, como 

tenemos 

y 

A - pA = n + ;(n - l)p + (n - 2)p2 + ... + 2pn -2 + Pn-1 .., . 
- 'np _ (n _ l)p2 _ ... _ 3pn-2 _ 2pn - l _ pn 

p( l - pn) = 11 _ p _ p2 _ .. . _ pn - 1 _ pn - 2 _ pn = n _ . ( l _ p) 

n( l - p) - p(I - pn) 
(! - p) • 

A =111(1 - p)- p( l - pn) 
( l - p)2 

L E(,;2) = (11 + ] )02 - 202 [~(! - p) - p(l - p")] 
' 11 (1 - p)2 

= (11 - l)a2 - 2na2 [np(l - p) - p(l - pn)]. 
(! - p)2 

Sustituyendo este resultado y la expresión 
mula de E(s2). obtenemos 

correspondiente a Var(~) en la fór-

(8.45) E(s 2
) = _l _ {en -

11 - 2 
l)a2 _ 2a

2 
[n p( l - p) - p~I - p")]} 

11 ( ( - p ) 2 

1 ,2 { a" 2a2 
[ n , , 

- n - 2 ~ x, ¿ x;2 + (¿ x'2)2 P ,~ x,x, -1 

n 

+ 2"' ·'' p L .\tXt -2 
. '= 3 

+ .. ·]} 

0
2 _ ~ [n--' p'--'(~l _----'cp..:..)_..:..P_,_( ~l ---'--p--'n) 

n - 2 n(l p) 2 

+ p ">' x;x; _ , + p
2 > x;x; _ 2 + · · ·] 

Lx:2 , 

.. \ C.3, que 

1!< 46) 
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o ª2 
E(s ; ) = ~ - ( 

L. Xt n 

2a2 [n p( l - p) - p(l - p•) 
2) ¿ x;" n( l - p)2 

+ p ¿ x;x; _ 1 + p2 ¿ x;x; _ 2 + · · ·] . 
¿X;2 
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·Como la expres10n correspondiente a E(~) es distinta de la de Var((3) indi
cada en la ecuación (8.42), llega mos a la conclusión de que, cuando las per
turbaciones son autorregrcsivas, la vargmciª de · calculada de forma conven
cional es sesgada. Puede obtencr~ n resultado s imilar en relació n a á. 
--E- 1 resultado an terior impli ca que, cuando las perturbaciones son auto
rregrcsivas, las fórmulas convencionales para efectuar contrastaciones de sig
nifi cac ión o para construir int erva los de confianza respecto a los coeficientes 
de regresión conduc<:n a afirmaciones incorrectas. Es decir, la s regiones de 
aceptación o los inll:rvalos d e confianza calculados se rá n más reducidos o más 
amplios 4ue los corr<:ctos segú n quc el sesgo en la es timaci ó n d e la vari,rncia 
sea negativo o positivo . Por lo tanto. veamos si podemos determinar la di 
rección de di cho sesgo. Res tando (8.42) de (8.46) obtenemos una expresión del 
sesgo e n la est ima ción de la variancia de ~ que viene dado por 

(8.47) F(s,; ) - Var(/j ) = -.2~: { [11p( I - p) - p( I - p•)] 
¿ x,· 11(11 - 2)( l - p) 2 

(11 - 1) [ ~-
+ ( · - 2)': ,2 P L x;x; _, 

ll L Xi t=2 

+ p
2 :i x;x; _ 2 + · · · ] } . 

1 = 3 

A partir de ello puede verse que cuando p > O y X s..tá_positi.vamente- co
rrelacionada con X, _,, X, _2, ••• , el sesgo es negativo. Como se ha señalado an
teriormente, este tipo de situación es muy corriente en las series económicas 
t<:mporales y, por tanto, si las perturbacio nes son auto rregresivas y persis timos 
.:n utilizar las fórmulas minimocuadráticas convencionales, las regiones de 
~c··cp1:,ció11 o los intervalos de confianza calculados será n a me nudo más es
~ /1 , ,s de lo e ue ~ berían_fil_ ara d ~Lde_sig1:i.i.Cícació.n o de confianza uc 
':. l,;i c ,11.:t:ifiC<~Q.. Con e l fin de obtener una idea acerca de la m agni tud de 
e··:-: ,c,¡•u . cuns idc'r.:sc. por ejemp lo, e l caso en qu e p = 0,6 v r, = 0,8. r, = 

1 \I :-;,'. r , 0 = <ü.8) ' . et c . Suponiendo que Ix,''. 2:.\-;'_,, Ix;2, ... . son todos apro
. '.. , :1: ,·:, lc' :_l' t Lt!,· , . lo, ,t:,¡•u, en l;i cstim;ic ión de \iar(0) para di stintos tama-

1 < 

/· ,. 
i ,· 

--
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ños muest rales serían los present ados en el cuadro 8-1 . Estos resultados in
dican que la magnitud del sesgo puede ser muy sustancial. 

Cuadro 8-1 

T :~nt Jño E(s,4 ) 
de la E(sj ) Yar($ ) Sesgo 

Y ar(S) muestra 
.., 

20 0.752[ / 2
,2] 2.846[/;;2] -2.094[ ./,,) 0.264 

"- ~l', ..... ..\1 

50 o.9o~[ ,°2

,,] 2.84{t;:2] - 1.944[ /::2] 0.317 
.:._ Xi 

[ " 2 ] 2.846[/:;2] - 1.895 [ ,t,2] 0.334 100 0 .951 ~ xi" - x, 

Estimación maximoverosmil y LIO 

La di scusión anterior nos ha pe rmitido poner de manifies to los defectos 
de los estimadores minimocuadrá ti cos de los coeficien tes Je regresión en el 
caso en que e l té rmino de per1u rbación no satisface e l supues to de no auto
rreg rcsión. Ahora nos oc uparemos del p roblema d e la obt ención de estimado
n:s alternat ivos que no tcngm1 tales inconvenientes . En este proceso nos limi
ta remos al caso e n qu e la p.: nurbación E, s igue un csqu ~ma au torregrcsivo 
J.; pr im o: r orden del tipo descrito por la s cx pn;sio ncs (8. 34) y (8. 35). El lec
tor recorda rá qu e ya hemos obten id o las fórmulas de los estimadores linea
les in scsgados óp timos para el mocklo a ut o rrcgn;sivo. Estos c~; timadorcs . a los 
que denom inaremos éi y 0. y sus var iancias vienen dados por las cxpr.:'.; iones 
(8. 38) a (8.4 1 ). Si p resc indimos de los foctor.: s de corrt:cció n in cluid os en 
cada fórmul a , las expres iones rcsult a ntt.: s son más se nci ll as, aunque, na tu
ra lmente, ya no so n cxac1a111c111c ELIO. Si se utili za n a. y (1 para in di car a y (3 
menos los fac tores de correcc ión respectivos . ten emos 

(8 .48) 

(8.49) 

(8 .50) 

y 

(8.51) 

ii 

>(y; - p1•; _ ,)(x; - px; _ ,) 

~ (x; - px; _ 1 )
2 

1 - - = - -
-
1 

- [( Y- p Y _1 ) - /J(X- px_ i)], 
-- p 

Va r(ii) = (- !~ )" [ - -
1
-

1
- + "'(;.- pX~,l')_" ], 

- f>" 11 - , x, - p:x. ,_ , 
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en t,., que el subíndice t toma los valores entre t = 2 y t = n, y 

- 1 ' Y = --· ¿ Y, , 
11 - 1 ' 

Y _,= 11 ~ ! I )',_,, 
' 

X=-1-¿x 
" -- 1 1 t., 

.' 

- 1 ' x_1 = --
1 

L x, _,. 
11 - ' 

Antes de considerar la posibilidad de calcular la utilidad de estos esti
madores, podemos mencionar un procedimiento alterr.:itivo, y más sencillo, 
para obtenerlos . El valor d e la vari able dependiente en el período t está de
terminado por 

Y, = u + fl X, + e, , 

y su valor en el período t - 1, por 

Y, _1 =u. + /3 X1 _ 1 + e,_ ,. 

Multipli cando por p esta última ecuación y restándola <le la primera, ob
tenernos 

Y, - p Y, _1 = n(I - p) + f3(X, - pX,_ 1 ) + (,, - p,1 _ 1 ) . 

Pero como, según la ecuación (8.34), 

podemos escribir 

(8 .52) Y, - p Y, _ 1 = a( I - p) + f3( X, - pX,_ 1 ) + u, (t=2,3, . .. ,n) . 

Podemos considerar la ecuación (8.52) como una ecuación de regresión en la 
q 11 c la va riable dependiente es (Y, - pY,_,) y la variable explicativa es 
(.\', - pX,_,). Es tas dos variables son susceptibles de medición si p tiene un 
,·alo r co noci do . Como u, es una variable aleatoria independiente que se dis
l,ibu\'c no rmalm ente con media cero y variancia consta nte , y (X, - pX,_1) es 
" ·' ,· :, l<>c·:"tiLa v está limitad a. se cumplen todos los supues tos bás icos del 

·k i, , ,-1.;,, c·u ck rt:g rcsió n no rma l li neal. Por tanto, los es timadores mínimo-

' :¡ 

·1 

., 

,, 
,: 
1 
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cuadráticos de la ecuación (8.52) poseerán todas las propiedades deseables 
salvo por el hecho de que, al utilizar las variables (Y, - pY,_,) en lugar de 
Y,, y (X, - pX, _,) en luga r de X,, perdemos una observación. Esta pérdida im
plica que tales est imadores no son exactamente ELIO, lo cual ya se ha seña
lado ante ri ormen te. 

La d.ificultad existente en relación con las fór:nu las de estimación (8.48) 
y (8 .50) se debe a que ipclu ycn el parámetro p cuyo valor no se conoce casi 
nunca. Si se descc;rnocc dicho valor, no se pu eden calcular las fórmulas, y en 
consecuencia a y ~ no pueden considerar.;c estimadores. Esta dificultad se pue
de superar es tima ndo p (junto con a. y 0) a pa rtir áe las observaciones mues
tral cs . Es pos ible utili za r di s tintos rn0todo:; de e stimació n y vamos a es tudiar 
cada uno ck e ll o s. En prime r lugar. co11 , ideremos la es timación rnaximoverosí
mil de (8 .52) . Corno 

111 == ( Y, - p Y, _ 1 ) - «( 1 - p) - fi( X, - ¡, X, _ , ) (/ = 2, 3, . .. , 11) , 

la función d e veros imilitud logarítmica para Y 2 , Y.i, . . . ,Y .. es 

11 - 1 11 - 1 
(8 .53) L = --y- log (21t) - -y- log a~ 

')"2 i [( Y, 
-ªu t = 2 

pY,_ 1 ) - a(l - p) - {3(X, - pX,_,)f . 

Obsé rvese que 

f(y ,, .l'3, · · ·, J'n) = ,: ~, /(11, , 113, ... , Un), 

en la que ¡ óu/óY I es e l valor absoluto del determinante 

P11 2 ?u'.! ( ·11 2 

M'~ <1>'3 ( : )"Tt 

r- 113 ( lu 3 é u 3 

i1 Y 2 i: l'3 o >'n 

éu" Pun ?11,1 

c Y2 éJ Y3 iJ Y, 

Esto es una ampliación del teorema 18 (el teorema del «cambio de la varia
ble ») de una variable a varia s. E l cktermi nantc recibe el nombre de Jacobia110 
de la transformación de 11, , u.,, .... u., e n Y ,. Y.i , .. .. L,,. Se ha presentado co11-
dicio1111Ju a un determinado valor de Y,, es dc:cir , corno s i }' , fuest: una con s-
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,. , · :,. 1, , nial nos r..:rmit.: µre sci ndir de ou,/oY, . Puede mostrarse fácilmente 
,¡uc 'i,11 / ó)" = 1 de modo qm: /(11,. U .1 , • . . , lle) = /()', . )'•, ,· .,Ya). 

Si d.:rivamos !, ,·cspccto dt: a .• ~- p, y <T11'. e igualamos a cero cada una de 
c,ta, J c ri, a<las. ob tenemos cuatro Cl.:u2ciom:s a partir de las cuales pueden 
uhtcn..: rsc los valores de los cuatro par~mt:tros desconoc id os. Sin embargo, estas 
ecuacione s son a lta mente no lin eales. y su so!ul.:iú n resulta muy difícil. Un 
proco:dimiento re lativamente si mpl e para resolver es te p rob lema consiste en 
utilizar el hec ho de que si cono cié st.: 1nos el va lor d e p, l9s estimadores m aximo
vcrosímile s Je a. y (1 se rían iguales a los valores de & y 0 correspondien tes a ,ras 
ecuaciones (8.48) y (8.50). y el esti m ado r ma x imovcros ímil de <T.,z, al que pode
mos ll amar & .. ' . sería 

. (8.54) &~ •= - - i [(Y, - pY, . ,) -· ,~( 1 - r) - /J( X, - pX, ._1 )]
2

. 
n Ñ 1 , . , 

Ello sign ifica que di stintos valores do: p producen di s tintos valores de&. !3, &.,'. 
Por tanto. po d..:mos obtener so luciones di s tintas pnra. por ejemp lo. p = - 0,95, 
- 0.90. - 0 .85 ..... + 0.85. -t-0 .90. + 0.95. _se leccionando dcs pu..:s ,:1 valor 
de p -y lo s cor respo ndientes va lores de & y 0- que produzca n e l valor más 
pequeñ o de &.,1 . Esta solu c ió n hará máxima la funció n de verosi mil itud L tal 
com o pretendemos. Los es tim adores obtenidos de este, modo se denominará n 
&., 0. ~ y &.,,. Los e rrores standard es timados de & y 0 puede n ob te nerse por 
medio de la s fórmulas (8.49) y (8.51 ). sust itu yendo p po r ~ y <T.,' por f5- .. '. La 
variancia de ~ se puede estimar mediante 

(8.55) 
o 1 - íJ2 

( st n 
"--- _..,,..,..., 

La fó rmula (8.55) representa la v ariañc ia as intó ti ca 
definido en la sección 6 .1. 

es timada tal como se ha 

Sabemos que, bajo condi ciones muy generales, los estimado res m ax imo

vcrosímilcs posee n las propiedades óp tim as d e las muestra, grandes. Estas 
prop i.:dad .:s ópti m ~,, es tán garantizadas por los teoremas genera les de la es-
1imac iú !1 ma x imuvcrosímil. Sin embargo. l'.n el caso actual existe algún pro
bkma ace rca de la a plicabilidad de los teoremas generales, ya que Y2. YJ, . . . , 
)",, no , o n ind epe ndi e ntes, es decir. 

f(y, , J"s. · · ·, Yn) fe. f(;-, )/(1 '3 ) · · · /( Yn) · 

bto sign ifi ca que la función dl'. vcrosi militud no es e l producto de unas dis-
1rihuci o nc , id..:nti ea; independi e ntes: 11 sin embargo , puede mostrarse que los 

11 . ( ' ll i ldri...·th y f. Y . Lu pu si..::ron p¿1rticu larmc11tc cJ c relieve c.:src pcnto en «Dcn1an~ 
1~ ! ,,1 1.n : -. \':i\1 1 .·\u1 1.1:·1..1rr,.: l: it1,,.•d 1 ) i~,1 u rh: 1ncc :-. ,' , Tt.·c:l111lt·al l!ulletitt 276 , ~1id1i gan Statc U ni -

1• \ \ .1 1 !l l: l111 r.d ¡ : \j11 .T i n;t..·11 1 St:itiori , JH ' vi..:-mbrc 1960. p. 1~ . 

~---... --.4----.-·--·--·------ --------------------.. ..ca 
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estimadores maximoverosímilcs de (8.52) son consistentes y equivalen asin
tóticament,: a los estimadores lineales insesgados óptimos.'2 En la pági na 349 

se in d ic ur.ín las propicdac.les de los es timadores maximoverosímil es en las 
muc~ tr:i s pequeñas. 

EJEMPLO. Friedman y Meisel man" estimaron una ecuación representativa de la 
forma simple de la teo rí a c ua ntit a tiva de l d inero: 

C, = u + f3M , + e, 

en la q ue C = gas tos de consumo y M = cant idad de dinero, ambas med idas en 
mik, de millo nes ele dólares cor rie nte., . Estimaremos ck nuevo esta relación utili 
z.a ndo los datos trimes trales Lle! cuadro (8-2) y suro nicndo que la rcrturbación 
sigue un esqu ~ma au to rreg resivo de rrimcr o rden. 

Cuadro 8-2 

Añ o y G astos Cantidad Afio y Gastos Cantidad 
rrim es- de cen- Je trimes- de con- de 

tre sumo., dinero • trc sumo • dinero • 

1952 l 214.6 159.3 1954 111 238.7 173 .9 
11 217.7 16 1.2 IV 243.2 176.1 

111 219 .6 162.8 
IV 227.2 164.6 1955 1 249.4 178 .0 

11 254.3 179. l 
1953 l 230.9 165.9 11 l 260.9 180.2 

11 233 .3 167.9 IV 263.3 18 1. 2 
lll 234 . l l ófU 
IV 232.3 l ú9 .7 1956 l 265.6 18 l .6 

ll 268 .2 182.5 
1954 233. 7 170 . .5 11. 270.4 183 .3 

ll 236.5 171. 6 IV 275.6 184.3 
- ---

Fuente : Milton Fried,11:in y David Mei s~lman. «Thc Rclativ.: S1nbi li1 y of Moncu,ry Vclo
city ar1<.! the lnvestrn ~nl Multipl icr in thc Unitccl S tatc . . 1897-1958 », en Commiss ion on 
Mouey and Crcdi1 . S1,1h ili:a1iu 11 J'u licies. Engkwood Clifrs. N. J., l'rcnticc- Hall . 1963, 
p. 266. 

En miles de millones de dólares. 

S iguiendo el pnicedimicnto para la obtención de las est im aciones maximo
verosímiles de a. y (3. calculamos los valores de 8-' - -o, mejo r dicho, de (11 - I ) ir -

11 U 

para di stintos valore, de P· Los resultados de lo s cálcu los se presenta n en el cu a 
dro 8-3 Podemos ve r que el va lo r de p que produce el valo r más pequeño de /5-;. 

12. La c::o nsis t~n ci:1 se 11.1 U1.:111ostrnd o : ve r ihid., /\p l! ndi cc B. Mulin va ud . v p. cit .. 
pp . 4-iO- ~ 1 h :1 c1 ~ 1~1 0:- 1r:i d ,1 l,1 L.' q u i\'a kn c i;1 as intU t ica rc spl!c to a los E L.10 . 

1 i ~l rl Jt,n l' ricc! 111 a11 : l\ a,·i·.I ~lci " ·lrn ,11 1. «"I ll e llc l"1ivc Stah il it v of ~1onctary Vc l,>
cit y :md th ,.: l rl\ 1..'~ tnw r1 1 \ t ul t! pli -~ r in t h 1.: U ri i tl· d St:1tL"\ , 1~tJ7 - Jl) ')~ , L: 11 C 1.1mm i.:--..it n1 L'll 
i\1on l..' y :.ind l r,.:d1 1 . . ,11 . .' 1,li .: ,11iu 11 / \1/1~·11·~ 1 111-'l ... ·,\Ol.ld C lill"...;_ .' .. . l . Prl..' n ti cx- 11;.1 !, \ d¡,-; _ 
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" i, _c< . t.~, cor rcs rnnd icnte~ estimaciones minimoc uad r:í t icas de los coeficient~ y 
" ' ' ,:rr n re"i "i tJ.ndard C\timados son 

(C. - 0.85C. - ,) - 38.256 + 2.859(M, - 0.85M, _ 1 ) + ii, , 
(13.926) (0.5 12) 

R• 0.647 . 

Cuadro 8-3 

P. (11 - 1)&~ p 

- 0.95 919.30 -0.05 
-0.90 874.77 0.00 
- 0 .85 83 1.45 0.05 

0.10 

- O.JO 326.73 

A rartir de estos resultados o btenemos : 

~ 

f3 2.859, 

& 
- 38.256 

- 255.040, 
~ 

~ = 0 .85 , 

(n - 1)&~ 

302.75 
279.99 
25 8.44 
238. 10 

y 

y 

y 

p 

0 .75 
o.so 
0.85 
0 .90 
0 .95 

s~ = 0.512, 

13.926 
s~ = 1- 0.85 

S o 

" 
0.178. 

(n - 1)~~ 

85 .26 
82.71 
82.14 
84.48 
88 .67 

92.840 . 

Para tener una idea del ajuste de la recta de regresión est im ada a las observaciones 
mucstrale~. calculamos ta mb ién el va lor de R 2. Segú;, a l fó rmula (7 .45b) 

en la que SCE 

y 

STC 

20 

¿ (C, 
! = 2 

20 

"' ' 2 L. e, 
, ~ 2 

2 0 

¿ c;2 
! =:t 

SCE 
R2 = 1--

STC 

,... 20 20 

2/3 ¿ c,m, + fi- ¿ m;2 , 
t = 2 t ~ 2 

1·~ 1., , c:i !culn< sig uiente<. J,,s sumator ios se ex ti enden desde r = 2 hasta r = n. ya 
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que disponemos de los valores de dichos sumatorios como subproductos de la 
estimación minimocuadrática con p = O. En este caso. tenemos 

2 0 

,L c;2 = 5,803.63, 
l::: :.! 

20 

¿ .,111? = 1,01 3.07, 
t ::. 2 

"º 
y ¿ c;m; 

t :: 2 
2.335 X 1,0 13 .07 

o sea, que 

R2 = 0,904. 

El r~ultado completo es. pues. 

- 255.040 + 2.859 M, + e,, 
(92 .840¡ (0.512) 

E~timación iterativa y en dos etapas 

2,365.52, 

R" 0.904. 

tJn procedimiento de estimación alternativo para la estimación de ecuacio
nes de .regresión cuyos términos de perturbación son autorregresivos es e l mé
todo iterativo," que con~iste en efectuar los siguientes pasos: 

1. Obtener las es timacione$ minimocuadráticas ordinarias de 

Y, = " + /3X, -1- , , • 

y calcular los resid uos €,, E2, ... , E.,. Con es tos residuos se obtiene la 
«primera vuelta» de la es timación de p, p, que viene dada por 

¡i 
, .. --
L. t·rr , - 1 

~ Cf _ 1 
(r 2, 3, .. . . n). 

1~. V~r D . Cochranc y G . f l. O n .: utt, «J\pplicatiun of Lca st Squnrcs Rcg rL· ss ion~ h,) 

Rclnl r?n ~h ips Contai n ing 1\u torrd.:H cU Error Tc rm ::,» , Juurnal o/ t l:t: A 111er icuu S tutisricul 
Assocw t,un, vo l. 4 -L ma uo 19·l ':J . pp. 32-61. 

- - · ... • olllT,.. • ' - - ···- .... - - ··--· -· -
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2. Construir las nuevas variables (Y, - pY1 . ,) y (X, - pX, _,), y obtener 
las estimaciones minimocuadráticas ordinarias de 

(Y, - f, Y, _1 ) =a* + f3(X, - r,X, _,) + u,, 

en la que a.* es igual a a.(1 - ¡3) . Estas ¡stimaciones de la «segunda 
vuelta », a las que podemos llamar a. y (3 , producen los residuos de 
la «segunda vuelta» E1 r.2, . .. , E» (calculados en la forma ~, = 
= Y, - a. - ~X,). Estos· últimos se utilizan ahora para obtener· una 
nueva estimación d e p: 

A 
p (t = 2, 3, . . .• 11) . 

3. Construir las nuevas variables (Y, - p}', _,) y (X, - ~X, _,), y proceder 
a con tinua ción como en el apartado 2. 

Estos pasos deben seguirse h asta que los valores de los estimadores conver
gen. Puede mostrarse que el procedimiento es convergente y que, en realidad, 
los estimadores de a. y (3 de la «ú ltim a vuelta» coinciden con los valores de los 
estimadores ma xim overosímiles anteriormente descritos.15 Por ta nto, la única 
diferencia entre los estimadores maxi moverosímil es qu e hem 0s obtenid o antes 
y los estimadores itera ti vos propuestos por Orcutt y otros au to res se encuentra 
en e l di seño del m.:todo d e cálcu lo. 

El procedi miento it e rativo puede redu ci rse a un procedimien to e11 do3 eta; 
pas si se inte rrumpe el proceso tras haber obtenido las estimaciones de ii y (3 
de la «segunda vue lta ». basándonos en el valor de p de la «p rim era vuelta ». 
Los es ti madores de dos e tapas poseerá n la s mi smas propiedades asi ntót icas que 
los es t imad ores max imovc rosímil cs. y en la página 349 se presentan a lgunos 
resultados acerca d<.: su s propiedades en las muestras pequ eñas. Utilizando las 
fórmula s (8.49) y (8.5 1), y s11 stituyc11_do p por p, pueden obt enerse las estima
c io nes de los errores stand ard de a y ~ -

EJ EM PLO. Podemos utilizar la relación de la «teoría cuantitativa» y los d:..tos 
de l ejemplo anterior para ilustrar el procedimiento de la estimación ea dos etapas. 
La estimación de ¡:; de la «primera V1tl'lta» es 

Í' ,= 0.827. 

: ; , ·,T I n . s~!n! <.!11. " \ \' .: 1}.!I..' ~ and P ril.:L'!'.) in !he L.1ni 1cd KingJom : ,\ Study in Eco· 
:·., ir .. .\L. 1i i¡1 \ ltd l,}! \ .'". L' l1 I' . l. . 1 b:r! . G . \1 ill ~ ~ 1 K \ Vh ituker 1cds . ), Eu11:omctric 

,, I¡ ,,. \.:{ !1·11 :.f r cr ,num1 , · l '/11 n11:·llt!- . l l •fl drl·~. B u l l L' f\\ Ort h ~. JClb4 . 
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Obsérvese que este valor se halla muy prox1mo a la estimación maximoverosím1\ 
de p del ejemplo anterior. Las estimaciones minimocuadráticas de los coeficientes 
ae regresión basaaas en los datos transformados son 

(C, - 0 .8:!?C, _,) = -42.290 + 2.805(M, - 0.827M, _ i) + e,, 
(lJ .760) (0.442) 

R2 0.703. 

Esto nos conduce a las siguientes estimaciones de las observaciones no transfor
madas: 

C, = - 244.450 + 2. 805M, + e, , 0.912. 
(79 .537) (0.442) 

Estos resultados son muy parecidos a los obtenidos anteriormente a través del 
método de la máxima verosimilitud. 

Método de Durbin 

Durbin ha propuesto un método de estimación distinto. 16 El procedimien
to de Durbin consta, al igual que el método anterior, de dos etapas. En primer 
lugar, escribimos de nuevo la ecuación (8 .52) en la forma 

o 

Y,= a(l - p) + p Y, _, + f3X, - f3pX, _1 + u, 

Y,= a* + pY, _ 1 + f3X, + yX, _ 1 + u,. 

Podemos considerar esta expresión como una ecuación de regres1on con tres 
variables explicativas, X,, X, - 1 e Y, -1, y la podemos estimar por el método de 
los mínimos cuadrados ordinarios (tal como i·e explica en el capítulo 10). El 
estimndor resultante de p. es decir p, debe utilizarse para construir las nuevas 
variables o··, - ¡iL .. 1) y [X, - pX, _1). En el segundo paso, estimamos 

(Y, pY, _1) = a* + {3(X, - pX, _1 ) + u,*, 

en la que a.* = a.( 1 - p). Los estimadores que obtenemos de a. y (3 poseerán 
las mismas propiedades asintóticas que los estimadores maximoverosímiles an
teriormente descritos. 

16. l . Durbin . « L-: .:ilimatio n of P,l!"am ctcrs in Time Ser ie~ ll cl.! rL·~s io n /\.l oJcb " . / u uri: ,:! 
oi zhc Royal Stwi':Jt icol Socic t_\'. si.:ri c B. ,·o l. 22. enero 1960 . pp. ~139-~). 
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t '1I1i:zadón de la'i primeras diferencias 

r.n los primeros estudios aplicados, los investigadores intentaron a menudo 
n: solvcr el problema de la autorregresión en el término <le perturbación utilizan
do el método de las primeras di/ erencias. Este método consiste en transformar 
los datos originales respecto de X e Y en sus primeras diferencias (X, - X,_1) 
e (Y, - Y, - 1) y plantear la ecuación de regresión en 13 forma 

(8.56) (Y, - Y, _ 1) =a**+ f3(X, - X, _ 1) + 11, . 

estimando luego a. ** y (3 por el método de los mínimos cuadrados . Obsérvese 

que, como 

Y, = a + ¡]X, + ,, 
Y, - 1 = (t + f3Xt -· l + E1 - 1, 

y 

se deduce que a.*" = O y v, = E, - E,-1. La lógica del método de las primeras 
diferencias consiste en la creencia de que el verdadero valor de p es muy próxi
mo a la unidad. Como a.** = O, no es de esperar que su estimación de la ecua
ción (8.56) sea significativamente distinta de cero, y la implicación es que con 
este método no podemos estimar a.. Señal emos de paso que a menudo se han 
racionalizado los n.: sultados en que la estimación de a. . .,. e s significativamente 
distinta a cero afirmando que se habí:i especificado de forma incorrecta el mo
delo ori ginal y que, además de X,. de bería habe rse incluido una tendencia como 
variabl e explicativa . En este caso. y si se midie se la tendencia m ediante la ,,va
riable tiempo » t, tc n<lríamos 

Y, a + f3X, + St + "•, 

Y, _ 1 =a+ f3X, _ 1 + 8(1 - 1) + e,_ 1 , 

y Y, - Y, _ , = f3(X1 x, _ 1) + s + (,, - ,,_,), 

o sea. que la ordenada en el origen en la ecuación (8.56) mediría el coeficiente 
de la variable de la te11dencia. 

Consideremos las propiedades del estimador de (3 cuando se utiliza el 
mét odo d e la s primeras diferencias. Igual que antes, suponemos que Er sigue 
un esq uema autorrcgresivo de primer orden del tipo presentado en las ecuacio
ne s (iU ·l) a (8. 36). El término de pe rturbación d e la ecuación (8.56) es 

t ', 

- ---c,¡;:d~,---·---~-~ 
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o sea, que 

E(1·,) = O, 

E(1}) = E(ef + e~-l - 2e,e,_ 1 ) = o2 + o2 - 2po 2 2o2 (1 - p) 

2o~(I - p) 2o~ 
(1 - p2} = (] + p)' 

E(e,e, _ , - ,f_, -- e,<1 - 2 + e,_,<, - 2) = po2 - º2 - p202 + po• 

- 02(1 - )2 - -o~(! - p)_ 
p - (1 + p) 

Se deduce, pues, que el término de perturbación de la ecuac1on (8.56) tiene 
media cero y variancia constante, pero aún es autorregresivo, aunque, natural
mente, esta autorregresión será pequeña si p está próxima a la unidad . 

El estimador minimocuadrútico de (3 basado en las primeras diferencias, al 
que llamaremos (3, es 

(8.57) 

en la que 

y 

(1 = 2, 3, ... , 11) 

E(/J) = /3' 

o sea, que ~ es insesgado. Además, 

+ 2E _L z;z; _ :;(c1ct - s - et - lt't - s - Etet-.1 - l + Et - 1Ei - s-1)] 
' < 1 

202 [ ) , ~ •2 ' ' ' s - '(2 ] = ( '> .•2)2 (1 - p ¿z, -1- L z,z, _,p p - ¡ - p2) 
.L. ,i..t I s < 1 
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El estimador ~ se basa en el supuesto de que p - 1, mientras· que el esti
m::iJor minimocuadrático ordinario (3 se puede con siderar basado en el supues
to J.: que p = O. Por tanto , puede ser interesante comparar las variancias de 
,stos dos estimadores para di s tintos valores de ~- Limitaremos esta comparación 
a las situaciones que presenta n las siguientes características. 

1. Las muestras son grandes, de modo que, para todos los fines prácticos, 

2. O~ p < l. 

' •2 ¿x, 
1 

3. r, = r ' (s = l, 2, ... ), siendo 

Con estas simplificaciones tenemos 

, x·'2 L i-2 
1 

¿ x;x; _. 
2.x? 

¿z;2 = ¿x; 2 
- 2¿x;x; _, + ¿x;"., = 2(1 - r)¿x;2, 

o sea. que 

-r(I - r)2 ¿ x;2, 

_ ,2(1 - ,)2 2 x;2, 

(utilizando 1) 

- 2a2 (1 - p) { (1 - p)(l - r) 2 ¿ x;2 } 
Var(f$) = 2(1 - r)¿x;'.i 1 + 2(1 - r)¿x;2 [I + pr + p2,2 +···] 

= 0
2

( 1 - r) [-1 _ + ( 1 - p) ] . 
¿ x;2 1 - r 2( 1 - pr) 

La variancia del estimador minimocuadrático ordinario de (3 viene dado por 
la ecuación (8.42) y con la simplificación anterior se convierte en 

V:1r( .0 ) = __ ª-, ., [I + 2pr + 2p2,2 + ... J - ª 2 [I + pr] 
I x,· - ¿x; 2 1 - pr · 

e :; el lin d,· facilitar 13 comparación. se han calculado estas variancias para 
-· ... _,, _, ·· ,. d,,rc·-' ,-,kcc iun;,dos de r:, y r. En el cu.Jdro 8-4 ~e presentan los rcsul-

- ---~~~·~.a11JLl.....~ .. ~ ---------·---- - -- - -- -
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tado~ de estos cálculos, y ).. representa r:r/!.x?. Ta l como se ha a n ticipado. 
Vur(~) es relativamente pequeña 

Cuadro 8-4 

Valor i = 0,4 i = 0,8 
de p .., 

Vur(/J} Var(~) Var(t) Var(tJ 

O.O :!.17,\ l .00,\ 5.501' l.00,\ 
0.3 1.44,\ 1.27,\ 3.82,\ l.63,\ 
0.6 0.77>. l 63,\ 2.15,\ 2.85>. 
0.9 0. J 7,1 2.12,\ 0.52,\ 6.14,\ 

cnando p es próxima a la unidad y relativamente grande cuando p es· peq ueñ.<:1 , 
Sin embargo, debe ponerse de relieve que el estimador de la variancia de [3, 
al igual que el de la variancia de ~. está sesgado. Por tanto, resulta inapropiado 
utilizar ~ parn la contrastación de hipótesis o la construcción de intervalos d e 
confianza, 17 y por este mc tivo r.o es n.:comcndable d uso del método de las 
pri111cr;!s difer(ncias, a n1cnos qu c :;e crea rca lmcntc que el v;1 lor de p se ha lla 
muy próximo a la uniduJ. 

l'ro¡;iedm.l es de los e.stimadores a!tt!mativos en las muestras pequefi.:1, 

Generalmente, se Jcsco11occ n las propiedades correspondientes a las mues
tras de los estimadores alternativos de los coeficientes de regresión en los mo
de los co n pcrturbaciorn:s autorregn:s ivas, ya que es muy difíe'i l obtener las 
Ji stril.Jucioncs mucstrales Je ta les es timadores . Sin embargo, podemos hallar 
alguna iJc :, acerca de l cump,lrU,micnto de tales cs tinwdorcs en las mue stras 
peque ña s s i obt.:m:mos ex¡•eri111c11 tu/111c11lc sus distribuciones mucstra lcs. Natu
ralm ent e . esto scílo pu ede h;1 ce rsc respec to a mode los específicos y a poblacio
nes connctas de lus tér rninos de pc!·t urb;1ciún. La obtcnc iún cxpcrimcn tal Jc 
las di stribuciones mu cstraks Je variab les d iscretas se estudió en la secc iú11 2 .2 . 
En e l c1so de perturbaciones que se di stribuyen normalm ente . las variab les son 
continuas , pno el princ ipio de mue st reo cxp~rimcntal permanece ina lte rado. 

Los experimen tos rnues tralcs de es te tipo se eonoccn con el nombre de cxpcri
mc11tos de Mam e Cario debido a su p;irecido con los juegos de az.ar. A conti-

~7 . E l lc.:c:t v r puuk c.: 1.:ul:ir com o 1..' .iLTC Í<... i o e l ~C~f!O Ln lu L'.'.'.: ti111 ,1ción de In vnrianci.1 
d L· e r o r m-.:dio ,k L1 f¡'1 rrrn 11 a Ctlll\ 'Clh.: iunal. 'Limhi é n C':1 i ntcrLS .Ji)II.; :,..;1·1,tl :1 r que ", ] e ~ ~ 
pos-i lÍ \O, los val ore ~ d \.'. ~{ ~- r1 contkncn cn 1rc ell o~ e l v:1 :..._ir d e 3 l[llL' ::ie hubic ':i L' oh1 ~-- ;,i1i, 
en c1:-o d1..· con(>..·cr :::-:.: ;:, - \ 'v r ¡\·l ,1li11 \ ;:1ud. u¡i cit.. pp. -44 4-Vi. 
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nuac 1on describi re mos uno de es tos experimen tos, q ue se d iser.ó con el fi n de 
l u mparar Jis tintos es ti madores de los coeficientes de regresión en un mod elo 
con perturbaciones autorrcgresivas . 

Consideremos la ecuación de regresión de la población 

Y, = 10 + 2X, + e, ( r = 1, 2, . . . ) 

con C¡ = 0.8,,_ 1 + 11,, 

' en la que 11, ~ N(O, 0.36), . 
E(t,,c,_ 1) = o, 

y 'º - N(O, 1) . 

Por tanto, 
E(c,) = O, 

Var(,,) = 1, 

p = 0.8. 

Los v alores de X, q ue se seleccionaron de forma m ás o menos arbitraria , son 

xi= 2, x6 1, Xn X\, 

X2 = 'O, X1 4, X,2 X2, 

Xa l, x. 9, 

X, 3, x, 4, x9. Xg, 

X 0 = 9 , X, o 3, X100 X,o-

El experimento consiste en extraer 100 muestras de tamaño 10. 20 y too. Los 
valores aleatorios de las perturbaciones se obtuvieron a parti r de !as tablas 

Cuadro 8-5 

Estimador 

MCO MV MC2'E 

Tamaño 
muestra] Media D.S . Media D:S. Meain l!).'S. 

10 2.0070 ·0.1029 2:0079" 0.0634 2.0058 ·0 ·0754 
20 2.0008 '0.0634 1.9995 0 .0402 a .9997 •0:0412 

"100 2.000 1 0.0201 1.9990 0. 0136 11.9990 ·0.10136 

.. 1' 1." J. Krn ('nt;i '.'-' R. F. Cilbcrr. <•'Est imati u n o f Sec:ming !y Unre'lé1tcd R qrres sions ,vith 
· · : ,· ... · 1\'L' r> i~turhanccs )>. Í\'1ichig~rn Statc Uni vt..:rsi:y, Economctric s \Vork sh o p, Pnper 

1 .· 1' ' ,Ji1.: i..:111hrc 1963. p. 18. 

----Allb~---···--
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One Mil/ion Random Digits and One Hundred Thousand Deviates (publicadas 
por Rand Corporat ion, Santa Mónica, California, 1950). Para cada muestra 
se han calculado los valores de los estimadores de los coeficientes de regre
sión por el método de los mínimos cuadrados ordinarios (MCO), de la m áxima 
verosimilitud (MV) y de los mínimos cuadrados en dos etapas (MC2E) . Una 
vez extraídas 100 muestras de un determinado tamaño, se calculó la media y 
la desviación sta ndard de cada uno de los estimadores. Los resultados de la 
estimación de la pendi ent e de la regres ión -cuyo verdadero va lor es 2- a pa
recen en el cu ad ro 8-5. A partir de cslos resultados puede ap reciarse que los 
tres estim adores son in scsgad os . y que el estimador MCO es inefic iente en 
relación con los estimado res MV y l\.·1C2E. Estos dos últimos poseen idénticas 
desviacion~s standard en !as mucstr:.1s grandes, y casi idénticas en las muestras 
de tJmaño 20, pe ro cuando el tamaño de la mu estra es I O, el es timado r MV 
es más eficien te. Las ge nera lizac iones a par tir de experimentos concretos son 
siempre un tanto a rri csga d;is pero. no obst ante. los re~ult ados nos proporcionan 
algu na ev id encia acerca de la conduct a de los es timadores en las muestras 
pequeñas. 

Contrnstación de la no existencia de autorregresión 

En toda la parte anterior de esta sece1on nos hemos ocupado de las impli
caciorn:s debidas a la presencia de perturbaciones autorregresivas e n el modelo 
de reg res ión linea l. Hemos examinado las propiedades de los estimadores mi
nimocuadrát icos o rdina rios de los codi,~ie ntes de ,egresión, y a l descubrir sus 
limitaciones hemos estudiado varios mé todos alternativos de estimación. Sin 
embargo , si no sabemos si cf modelo es o no autorregresivo -o no queremos 
efectuar el supues to-, probablemente no podremos decidir qué método de 
estimación debemos utili zar. En tal caso, debe --1os acudir a la información pro
porcionada por la muestra y, en concrdo, nos puede interesar con trastar la 
hipótesis de que nu t:xi sta autorregrcsión . 

respe..:to a una hipótesis alterna tiva en una o ambas direcciones . ~ 
ci~ .n.ó.[,1icas. la hi pó tesis al ternativa corriente es la de · u.t.Qrtc.gn:s.ión 
positiva, es decir, - lfa: p > O. 

A partir del estudio de la estimación maximovaosímil puede obtenerse, ai 
menos de forma im plícita. un procedim iento para la contrastación de la ex is
tencia de a utorrcgres ión . Cuando lHiliwmos el método de la máx ima vcrosimi-
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Jnu d estimamos el valor de p juntamente con los valores de los coeficientes de 
rq: rcs ión y, por tanto, podemos contrastar simplemente si el valor estimado 
Je p es distinto de cero de forma significativa . En las mu estras grandes, el est i
mador maximovcrosímil de p se di stribuye de forma aproximadamente normal, 
wn una variancia indicada en la ('ruación (8.55), de la forma 

-
- 1 - fJ2 _ si 

D /l .' 

En las muestras más pequeñas puede utilizarse esta fórmula como aproxi
mación. 

EJEMPLO. Como ejemplo de la estimación maximovcrosímil cuando existe auto
rregresión . hemos ut ili zado la ecuación de la «teoría cuantitat iva» de Friedman y 
Mei se lman . Vim os que la e~timación maximoverosí mil de p era 0,85 y su error 
sta ndard estimado en las muestras grandes es 

J I - 0.85 2 

20 0.178. 

Si utilizamos un a contrastación al 5 %, respecto a una altern ativa unilateral de 
autorregresión positiva, la región de aceptación de la hipótesis nula es 

En nuestro caso tenemos 

.P_ < 1.645. 
S:. 

" 

4.77 , 

Como este valor se halla claramente fuera de la región de aceptación, debemos 
rechazar la hipótesi s de que no existe autorregresión. 

Una contrastación alternativa que se ha utilizado muy ampliamente en las 
aplicaciones economét ricas es la que se conoce con el nombre de contras/ación 
de Durbi11-Watson. Para efectuar esta contrastación calculamos el valor del 
estadístico d que viene dado po r 

~ L (e, - e, _ 1) 2 

d = t ="' 2 __ ___ _ 
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en la que !as e indica n los residuos minimocuadráticos ordinarios. Si la hip~ 
tesis alternativa es la de autorrcgresión positiva, las reglas de decisión son las 
siguientes : 

l. Rechazar la hipótesi s sí d < di. 
2. No rechazar la hipótesis s í el> dr.; . 
3. Si elL :5. el :5. d, , cl"resu ltado es incierto. 

Los valores de dr. (« límite inferior ») y d,: (« límite superior») vienen dados en 
la tabla cakulaua por Durbin y Wut son y reproducida en el Apéndice D.1' 

Estos valores varían con e l nürn cro de observaciones y el número de variables 
explic a ti vas en la ec uaci ón de: rc:g rc:sión. Si la I::pótesis atlcrnativa abarca las 
dos direcc ione s, la s reglas ,J e deci s ión para la contra stación de: Durbín-\Vatson 
so n : 

l. Rec hazar la hipótes is s i d < d, , o si el > 4 - <li. . 
2. No rechazar la hipót es is si d, < d < 4 - d,. 
3. Si el,, :5. d s d v, o si 4 - d,: s el s 4 - d,,. el resultado es incierto. 

En la figura 8-2 se repre senta g ráficamente e~ta contrastacíón. Debe mencio
narse que la contrastación d e Durbin-W:itson no es aplicable a las ecuaciones 
de regresión e n las que la v,iri:ib lc :fp líc a__t_iva es- w1 ;;-;;r¿r retardado de la 
va riablcaependt ente ."" --- --. ---- - - -----

Región 
incierta 

,-A-, 

Región 

No autorrcgrcsión : Autorregresión 
~_....,__i negativa 

~ ' : ~ d 
Autorregresión dL du ( 4 __ d u ) (4 _ dL) 

po!:)itiva 

Figura 8-2 

18. En H. Thcil y /\. L. Nagar . «T cs tinr. thc lndcpcndcncc, o í ll cg rcssion Di srur
banccs~. /ourna/ of tl1e.: / \ mcric{ln Stati s ticc! / bsociatio11, vo l. 5ó, dici emb re 196 1. pp. 7q3. 
806. se prese nta una wb la en la que no r:,.;i .:-. lt.:' ni ng un ~1 rcgi ú n inci~ rla , pero cs t~í h:! s:1d.: 
en cienos supuesto '.) :1cL·n.:a c.k la variable o \~1 riabks cxp li ca1ivas. 
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1 ¡ 1 \1 PLO . Consideremos de nuevo la estimación de la ecuac ión de la <leorla 
,u,nt,t~tiva:o . Supongamos que queremos contrastar la hipótesis 

/fo : p = o 
respecto a 

H. : p > O 

al nivel de significación del 5 %, por medio de la contrastación de Durbin-Watso!1'· 
A partir de la tabla, los valores correspondientes a d', y du para 20 observaciones 
y una variable explicativa son 

dL = 1,20 y du = 1.41. 

Ello significa que rechazaremos /f0 si d < 1.20 y no la rechazaremos si d > 1,41. 
E l valor calculado del estadístico e/ es 

d = 0,321 

o. sea, que según esta contrastación también debe rechazarse la hipótesis de no 
autorregre,ión (p = O). 

Como se ha mencionado anteriormente, la contrastnción de Durbin-\Vatson 
se ha utilizado am pli amente en aplicaciones econométricas. En realidad, en la 
mayor parte de los estudios relac ionados con la estim:ición de ecuaciones de 
regresió n a partir de los datos d e ser ies temporales, se presenta e l valor dei 
estadístico d junto a las demá s estimac iones . El problema, pues , COT'SÍste en 
saber qu e' acci ón debe tomarse (s i es que ,Jebe tomarse algu na) en respues ta 
a un determinado resu lt ado ,Je esta contra stación. Si no exi ste indicación de 
au torregresión, podemos ma nten er ln s es timnciones minimoeuauráticas si n te
mor a una pérdida de eficiencia ni a la ex is tencia de sesgo en los errores 
standard estimados . Sin emba rgo, s í la contras tnción señal a la ex iste ncia de 
autorregresión, tenemos moti vos ,Je pre-ocupac ión. Una respues ta consiste e n 
rees timnr In ccunción utilizando uno de los métodos de es tim ación di se ñados 
para es te tipo de situaciones (por ejemplo . el procedimiento de la máxim a \'ero
similitud o e l de los mínimos cu.:idrau os en dos e tapas). De form.:i alt e rnativa, 
podemos fijarn os de nuevo en la especificación del mode lo de regres ió n . ya que 
la auto rregrcs ión de l términ o de: erturbación ,ucdc n:ílc · ar s im )km cnte la 
prc,cnc ia ,J e a lguna influencia s iste_ri1.íti.¡:a no ex plicuda so bre la Vfil.is1ble ·n_de
. endi ente." n proce trntcntu ad hoc muy co111C111111cnte adoptado p:ira intentar 
dc;c uhrir es tJ i11ílu cnc i:i co n, is te en r~ i:;i0_!2_mcnt c: los res it ·~ y 
rr: ,r;ir de '1,tl! c1 r 1rna var· · W, cJ~,:o.s_ p.u.11.LOs~i1n us y mínimos s~~an 
., l---,L l -~ rc·,.1d :10:;.....r:.q.11.c:sent.1d os . Po r i"iltin1<, . s i e l rc:,u l1ado c.i c la contras
r.~.t"~;~l:i;.~~ h)<. k 1nu~ l t) In a r ;_tlft1!l:1 :.!cc io r: u 11u 1on1; 11· 11i11g 1.1n.:i. E.x istc 

- --- d-it~----
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cierta evidencia 19 de que, cuando la variable explica tiva varía gradualmente 
sin fluctuaciones regulares, agud as y cortas, el límite apropi ado de la región 
se halui más próximo a du. 

8.3 Variable explicativa estocástica 

El supuesto 7 .6 de l mod elo clásico de regresión normal linea l consta de los 
siguientes puntos : 

1. X es no es tocástica. 
2 . Los valo res de X es tán fijos en las muestras repetidas . 
3. (1/n) 1:,(X, - }<)' es igual a un número finito y distinto de cero para 

todos los tamaños mues tral es. 

En esta sección nos ocuparemos principa lmente de l apartado 1 y los aparta
dos 2 y 3 recibi rán única mente una breve menc ión . Para empezar. e l requisito 
de que los va lores d e X estén fij os en re pe tidas mues tras tiene sólo un interés 
teórico, puesto que , · en rea lidad, ra rame nt e extrae mos u observamos más de 
una muestra para un dc termi nac.lo conjunto e.l e va lo res e.l e X. El propósito 
de ta l requisito es establecer e l marco para las di str ibu c iones mues tra lcs de los 
di stintos estimadores que con sidaamos. y en realic.lad equ iva le a d ec ir que s i 
obtuviésemos un núm ero infinit o ele muestras e.l e c ierto ta maño (es decir, un 
número infinito de conjuntos de valores de Y, . Y, .. .. , }' ,,) para un conjunto 
fijo de valores e.l e X (es dec ir. p:ira u11 conjunto de valores de X,. X,, . .. . X,,), 
las di stribuciones muestraies y las prop iedad es ,:..: los estimadores se rían las 
señaladas. D e este modo se evitan las compli cac iones que surg iría n en ca so 
de que los valores de X variase n de una 111ucstra :.i o tra. Obsé r ves..: que se 
puede considerar qm: los va lon:s di.; X pcrmanei.;c n co nstantl.:s e n diferentes 
muestras aun en el caso de qu e X sea una V<'.-iable es tocást ica (siempre y cuan
do el hecho de mantene r con sta n tes lo, va lores t!t.: X 11 0 haga que los 1.k Y 
tambi .:n sea n con stant es). 

Según e l supues to de que L ,(X; - X.)2 /n es un número lit1 ito y d is tinto de 
cero p::i ra todo tanwíi,) mues tra! , es preciso que los valores de X de la mues
tra no sea n toc.lus iguales y 4ue no au1rn:11ten ni di sminuy,111 de fo rma ilimitada. 
El primer requ isito - que no todos los valores de X se:.in iguales- rcsu lt¡_¡ 
crucial, ya que, de lo contrar io , se ría impos ibl e la obte nc ió n de los codic ien-
tes dé: la regres ión rninim oc uadrática, como se ha seña lado en la sección 7.4. 
Si los valores de X no so n igua le,, pe ro las diferenc ia s entre e ll os son muy 

19. \ t.: :- ih it!.: u1111bién 1\L.linv,1ud. Ofl. ci1 .. p . 425. 
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¡,e4 uc 1i as. el t.:rmino :E;(X, - X)2 será tambi én pequeño, y es probable que 
Ij, variancias de los estimadores sean muy grandes. Esto, a su vez, implica 
que la probabiliód del e rror de l tipo I I (aceptar Ho siendo fal sa) en las prue
bas de significación es grande, y que los intcrvz, los de co nfi anza para los pará
metros de la población so n a mplios. A esto es a lo que se refie ren los inves
tigadores cuando, comentando los res ult ados de ~us regresiones , d ice n : « Lamen
tabl 1.: mente , existía muy poca var iac ió n en la variab le explicativa ». Por lo q ue 
n:: specta a l segundo requis ito, la restricción ele 4uc los va lo res de X d_eben 
es tar limitados resulta menos c ruc ial, y se utiliza b.í sicamente para demostrar 
que e l es tim ndo r es cons istent e , pero no es una condición necesa rin para la 
consis tencia en tocias las ocasiones. 

Co mo ejemplo de un caso en e l que los valores dt: In variabl e e xplicativa 
no están limitados. podem os cons ide rar la ecuación cl t: una «te nde ncia linea l» 
re presc nrncla por 

Y, a + {Jr .¡.. e1 (1 = 1,2, ... ,n), 

en la que I represe nta ti empo en períodos espec ificados . Supongamos que se 
cumplen todos los supues tos bás icos aceren del término de perturbación E,. 
En este caso, naturalment e, a m edida que ,z ti ende hacia infinito, lo mismo 
ocurre con los valores J e t . En rea lidad, 

n 

- ¿ (1 - [) 2 
fl l a..: 1 

! (12 + 22 + · · · + n2
] - _!_ [I + 2 + .. · + 11'?. 2 

n n2 lJ 

1 [n · ] = n 6 (n + 1)(2n + 1) 
n 2 

- 1 
-12-· 

Las propiedades de los es tim adores minimocuadráticos en las muestras peque
ñas no se ven afectad as por ello. Por lo que respecta a la consis tencia, tenemos 

ª2 

Var(~) = ¿ (I _ i) 2 ~ (1 i) 2/n 
a2/n 12a2 

n(n 2 
- I)' 

u sea, que 

lim Va r(P) = O. 

!. llu impl ica que [3 es un cs tinrnd or cons isten te de [3. 
Tr:1, 1:i di scusió n anteri o r . , ó lo quéda por considt:rar t: I requ1 s1to de que 

' : · .. 1ci.,l ,lc e,pl ica1iv:i sea 11 u cs toc ,í s ti c:1. A hora nos oc u pa remos d e los pro-

-----~---~----- - --------- -
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blemas de la estimación de los coeficientes dt: la ecuación de regresión cuando 
no se cumple dicho requi sito, es decir, cua ndo X es una variable estocástica. 
En c.licho caso, X 11 0 loma unos valores fijos , sino que se presentan di stintos 
valores -o intervalos de va lores- de X con distintas probabilidades. En la 
cconomctria, las rcgN.:sioncs cu n variables explicativas cslocü s tic,1s rc su ltan muy 
frccuentcs, o inc lu so pn:dominanlc,. En muchas relaciones económicas, los va
lores de: la variab le cxplic,11 iva Sé Ué lc rminan como résu lt.,do J t.: c ier tos m eca
ni smos prob,1bilísticus. junto a los va lo 1·és <le la v,1riab le dependiente, y 110 

esuín bajo t.: I contro l ckl cxperi 111 c11tador 11i de: otra s pcrso11as o in stituciones . 
Si la variabl.: X es cstoc,í s:i ca. e l pu11to más importan te a com i<lcrnr es su 
dependencia o indcpendcm:ia n :sp¡;cto e.le! tfami no e.le perturbación E, y en 
caso de que sea depcndicnte, cuál es la natnr::! leza e.le dicha dependencia. En 
este se ntidu, di stinguiremos tres posibilidac.les: 

1. X y E son ind epenc.licntcs . 
:? . X y E en un mi smo período tienen correlación nula . 
3 . X y E son inc.kpencfü:ntes y en un m ismo período 110 tienen correlación 

nula . 

En cada caso nos ocuparemos de las propiedades de los estimadores minlmo
cuadráticos de los coefici<: ntcs de regres ión . considerando que se cumplen to
do los supu estos básicos respecto al térm ino de perturbación. Efectuaremos 
también el supuesto de que la variancia e.le X <:s un número finito di stinto 
de cero. 

Empecemos por el caso en que X y E son independientes. A modo de 
ejemplo, tomemos la relación 

en la que X, e Y, se d¡;finen de la forma siguiente: 

log [__I'.'_] , 
PL. , 

X, [w] log P ,· 

siendo V = valor aiiadido en la producción, L = cantidad de trabajo, P = prL'· 
cio del producto, \V = tasa de sa la rio monetario, y el subíndice i hac..: rL'k 

rencia a la rL:g ión i. Se efectúan la s observaciones p:ira una indu ,t ria Cllllé"·r., 

y un p..:ríodo det<:rminado e.le tiempo. El coeficien te f~ rc:pro c: nt .1 la cl. ,,1:, :,: ... : 

VIOLACIONES DE LOS SUPUESTOS BASICOS · ·· 351 

<lL' sus tituc10n entre trabajo y capital.20 En este caso, X es una variable e s to
c:btica y puede suponerse independi ente de E. El estimador minim oc uadrático 

Je '3 es 

y .' 

Este resultado procede de los supuestos de que X y E so11 i11depe11diet1lés y de 
que E(E1) = C, y del uso del teotema 10 de la secclól1 3.6. bel mismo ltlbdo, 

E(ú) = E(Y - ¡H') = E(u + {35: + e - ~X) 

=u+ {3E(X) + E(i) - E[f3 + f ~:/;]x = u, 

de modo que ti y ~ ma11tiet1et1 la ptopiéclacl <l e lt1 scsgaclei.. 
Como X es una votlable estocds tlc,1. a y G ya no so11 1·u11t1011es lirteales 

de Y1, Y2, ... , Y,,; es decir, ya no se pued en de finir como iguales a !'a.Y,, etl 
las que a1, a,, ... , a,, son co11s1an tes. Por lo t:into, en ..:1 sentido más estricto, 
no puede considerarse qu e a. y f3 son los estimadores li11c11/es inscs¡;ados óptimos. 
Sin embargo, pucc.le verse fácilmente que &. y f, son c fi c; cntcs si con :; idcramos 
que sus varia nci as es tán condi c ionac.l;is a un con junto det erminado de valores 
de X1. X 1, .. . , X,. . l'ud c 111 os im agin:.ir la población e.Je todos los p,ires de va
lores e.le X e }' como una eno rme can tid ad ti.: fichas en la que cada una de 
e llas rcpres·~nta un par ele val o res concrc:tos. Entonces podemos cspecif:car un 
conjunto e.le v:dorc s e.l e X, , X 1 , ... , X,. y hacer que la rnüquina cla s ific:.idora 
se pare toda s las fi chas con estos valores de X . Este subconjunto de fichas re
prc.: ~c nta la puhL1ci(Í11 de J,1 cu:il sé v,1n a ¡;xtr.icr la s nru e; tr ,1 s . Cilcfo una de 

es tas muc.:stras pucd<; utilizarse para estimar los coefici entes de: r(;g resi5n . Si 
ext rajé semos un número infinito <le muestr:is pod ríamos const ruir la s di stribu
c .,> nc s rnu estrn lcs de; <: s tos éstirnadorcs y obtene r sus propiedades. Obviamente, 
1., , p r,, p ic:d adc.: s de los es ti mad o res ob te nidos ck esta forma cst.i ria n cc:i di
,¡_.:, ;iJu, Q lo; val u :·c s .:kg idus .\' 1, X, ..... X.,. E ll o s ignifi.: a qu e: po<lc:mos 
: c .. ::,r c· , ru, , ·,dures como ~i fu,:scn nÚmé rOs fij os , Ju que son én rc:,didad tras 
! ... ! ,·, ,.- ¡,. ,r:idu 1u d, is la s li ch,is ;iprup iciJci , de l t, rupu v, i¡; Ín cil. S,dic:mos q ue los 

: : 1 :-. :u rt.::,, 1n i11i11h 1L ut1Ur~':1icos de los coclicit:n tL·~ Je...: rLgrcsión ~un i:ticit.:ntes 

' · l .. 1· : .1! 1 : · 1 '. 1 ~ . , : 1, r, , 1... 1 i : , , : · r: ,: ~ ., 
\ -1 : ) 1 .•. 

1,. . L .• , ;1 • ,~ . : ' 

_ _ .....,,,."{>,. ___ _ 
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para un conjunto fijo de valores X,, Xi, . .. , X ., , y sab':!mos tnmbi~n q1x d '. 
es cierto para cualquier conjunto fijo de valores de X. Por tanto. como J. , .. 
estimadores min imocuadniticos de los coeficientes de regresión son in ~c,¡:,1 '1 -,, 
incondicionalmente, y son eficientes para 10dos los conjuntos de valores de 
X,, Xi .. .. , X.,, de ello se deriva que tambi.:n son incondiciona lmente eficientes . 

Resulta fácil mostrar que los est im adores n1inimocuadráticos de los cocfi. 
cientes de regres ión ~iguen poseyendo tambi é n sus p ropiedades asi ntóticas de
seables cuando X l 'S es tocü sti ca pero independiente de E. Un a forma de hacerlo 
con siste en apoyarse en el principio de la máxima verosimilitud . La distribu
ción de probabi lidad para una observac ión, por ejemp lo la i-és ima, viene dada 
por f( x,. E,) . Para II ob se rvaeione, independientes ten emos 

lo cual. como X y E son independi entes , pui.:de escribirse en la forma 

j(x,)f(x) .. .((x,.)/(e 1)/(eJ .. .f(,,,). 

La transformación de probabilidad a partir de las E, que no son observables, 
a las Y es 

f( y, ) = ,,~~,k(e;) =/(e,), 

o sea, que la función logarítmica de verosimilitud se convierte en 

L = log [f(x,)f(x 2 ) .. .f(x.) ] + log [/(e,)/~e2) . . .f(,.)] 

= ¿ logf(x,) - ~ log (2n) - ~ log a2 
- 2: 2 2 ( Y, ·- a - fJX,)2. 

' ' 
En la medid a en que la di stribuc ió n de X no incluya ninguno de los pará
metros a., (3 o o-1, la maximi zación dc la fun c ió n d e veros imilitud respecto a 
dichos parámet ros no se verá akctada por la prese ncia del término :E log f(x,). 
Los estimadori.:s resul tantes de a y (3 se rán. en este caso, los mismos que los 
estimadores minimocuad rát icos. Por tant o, los cs timado n:s minim ocuadrátii.:os 
de los coc licien tes de n:grcsiún son consisti.:ntes. as intúti ci.J mentc elicicntes, y 
asin tóticarn~n ti.: normak s t;rnto si X no es es tocás ti ca corno si lo cs. siempre 
y cuando X y E sean in di.:pcnd ientcs. 

Como último punto, considercmos la s variancia s de los estimadores minimu

cuadráticos de a. y (3. Para 0 tenemos 

. [:::: ·<'",]" . [ 2 .,-; ",-;' ] ~ [ ,~, x;x;r,", ] . " : [ 1 1 
Var( f;¡ . /: ~.x;z - f . (::::x;"f + _F (S'X:ºf .. " /. :~: ~:· 

· .. \ • . J. 3S9 

~ . :'" '.! 

\' ar((,) 

e , di:cir , las varinncia s de á. y B ,un igu:ilcs que en el ca so en que X es no 
oto-:.i stica, salvo por el hecho de quc los té'rminos que incluyen X se ven 
sustituidos por sus esperan za~ m a temáticas . Las fórmula s de los estimadores 
in >esg:idos de Var(a.) y Var((3) vienen dadas por (7.37). Además, los proce
dim ientos clásicos para b estim ac ió n de intervalos y la contrastación de hip6-
tcsis que se han desarrollado en el capítulo 7 siguen sie ndo válidas cuando X 
es estocástica pero independiente de E. Por tanto, la eliminación del supuesto 
de que X es no estocástica sustituyéndolo por el supuesto de que es estocástica 
pero independiente de E no altera las propiedades deseables 11,)a viabilidad de 
la estimación minimocuadrática. 

Aho ra se plantea la segunda posibilidad respecto a la variable explicativa, 
es decir, el caso en e l qu e X y E e11 w1 mismo período tienen correlación nula. 
Es decir, suponemos que 

Cov(X1 ,e1 ) Cov(X2 , e 2 ) Cov(Xn,En) = O. 

Obsérvese que no se supone que X ~· E en un mismo período son independien
tes, lo cual constituiría un requ is ito más es tri c to. A m odo de ejemplo, consi
de remos e l siguiente modelo muy simplificado de la determinación de la renta: 

e, = Yo + y, Y, + E11 

I , = 80 + 81Y,-1 + E21 

Y, = C, + J, 

(función de consumo), 

(funció n de inversión ), 

(identidad de la renta) 

siendo C = consumo. Y = renta , / inversión, y E1, y Ez, perturbaciones alea
torias que cumplen los supuestos básicos . El m odelo de tres ecu2cioncs puede 
reduc irse a una sola ecuación despejando Y, para obtener 

Y, = (yo + Y1 Y, +e,,)+ (80 + 8, Y,_ , + E2,), 

hto puc:dc: esc ribirse e n la forma 

, ..... ' ) ~) 

)', c, + ~ Y, . ¡ + L, . 
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en la que 
a 

Yo+ So ~· 
f3 

y 

En Ja ecuación (8.58), la variable explicativa está representada por el valor 
retardado de la variable dependiente. Los modelos de este tipo se ~onocen 
gen.;ralmente con el nombre de «modelos ~utorregresivos en las variables». 
En nuestro caso, nos limitaremos a las s1tuac1ones en que - 1 < (3 < 1. Efec
tuando sustituciones sucesivas, podemos expresar Y , en la forma 

Y, = a( 1 + f3 + {3° + · · · + f,' - ') + /3' Y o 

+ ,, + /3<, -1 + 132,, _, + ... + 131-1,l· 

Cuando t - oo Y, se convierte en 

Y,= l : f3 + ,, + /3,,-1 + ¡32,,-2 + 

es decir , a largo plazo Y, se «establece», fluctuando aleato~iamente en torn~ 
a un nivel fijo. O bsérvese que en la ecuación (8.58) la variable Y, - 1 no esta 
correlacionada con la perturbación del período actual E,, ya que Y,-1 depende 

de Y~ . E,, E,,. , ., Er - 1, pero no de E,. . , 
Considcn:mos aho ra cl estimador minimocuadrático de 0 en la ecuac1on 

(8.58). Tenemos 

Ahora biw, y ·, .. 1 y E, no son independientes, ya que 

Y - ! ( Y0 + Y1 + .. · + Y, + .. · + Yn _ 1); 
, _ 1 /1 

es decir, y ·,_
1 

incorpora Y,, que izo es indcpen_diente de E,. Esto significa que 
cuando tomamos la esperanza matemática de (3 no podemos se?ara r E, com<? 
hacíamos en .:l caso Je independencia y, por tan to, n0 p_uedc afamarse que (3 
sea inscsgado . Sin embargo, el límitc probab ilístico de (3 es 

lim prob (3 
lim prob (L y',-1E,)/ 11 

B+ limproh(L y;1_. '/ 11 

.:: ¡• 

' ·., ' · -

· .. : ._ 

,~ :, ' ! 1. ·: .:· .. -... : . : 1. ~ ·1·:·. ·. c: . : .: ._: ~ L, 1.. .. ·,~:n;.:.rht :1 en tre 

• ...: .... 1, r .. 4 ~~, ... -~ l..C' ! \ 1, :• t :._ ·• - , i l ,i r: ..,-~ l !! ! {' · ! 1!~ ·1 . ~1.. i v r u . ..1 r 1~ l ~tcnte 

._ ~; ta.: 1..·, \lfl nu1n<:ru : i:11 t d J. 1:,t 1! ~t .. , Jl" ... c r1..•. l' u r t.1n tu, () es 
.:. ! r \. , . !\" :"tl '.\h.: \1, .. : ~1 :,.. l..kl 1: 1; : n hJ tn._,Ju . ¡-'ut.:d1.: rn u~ tr ~ ! ':) t.: ~u l' a. t:~ u n 

, ~· ~-... ~~ .... ·~ 1.. \.. •:1 :- h t•.:11 1\.· Lk ri. . L~1 i.:li ,.: i1..:111.:ia:,. L1 nurr n~sliü .:J a'."Ínt 6 t1cJ !> J1.: lo!-i l' !> ti-

:: . . ,.L : (, 1111r1!11h...11.:u :.1d 1:1~i1..:v ~ Jl..· a. y f1 n.:~ult~in n1~·1:-. Jtf1~ilc~ Ji..: J...:111 ....> ~tr: . .ir, pero 

: .H:1:, ,,·" ,.: h:111 p ur.J idu , , t:i bkcc:r. " L:i cu n ·~ll1' iú n cs. pu, ,. qu, c11ar1Ju /u 1·a
,,.;¡,¡,. ,·xplicaril'u y e/ tc:r111i110 ele JJL'rturbució11 <'11 d mi.,mo ¡,criado tienen corre-.' 
!.x1ú11 1111/u /como e11 el 111oddo a111orregrcsivo en las 1•uriublcs), lus rnu!tados· 
dcisicus de la estimación por mínimos cuadrados establecidos en el capitulo 7 
,e c11111p/e11 sólo asi11tóticame11te. 

L 1 última posibilidad respec to a la va riable explicativa es el caso en que 
X y E 110 son i11depe11clientes 11i su correlació11 en el mismo período es nula. En 
este caso, 

lim prob ~ 
lim prob (:~: x',E,)/n = (3 + _ __::. _____ _ 
lim prob (L x?)/11 

y lim prob a. ;,!c. et, 

de modo que los es timadores minimocuadráticos de los coeficientes de regre
sión no son ni siq ui era consistentes. Una explicación intuitiva de ello es que 
el m étodo de es timación minimocuadrática está construido de forma que la 
variación tota l d e Y (STC) puede dividirse siempre en dos partes, una de las 
cuales represe nta la variación debida a la va ri ahlc explicativa (SCR) y la otra 
representa la vari:ición (kbida a otros fa ctores. Pe ro cuando la va ri able expli
cativa y el término Je pe rturbación están correlucionados , es ta división no 
resulta válida, ya que no tiene e n cuen ta el efecto co11junto de X y E sobre Y . 

EJEMPLO . Com o ejemplo · de una situac ió n en la que la va riab le expl ica tiva y 
e l término de perturbación en el mismo período es tá n corre lacionados, considere
mos una ecuación de demanda de mercado represent a da por 

Q, = a + (3P, + , , ( a > O, f3 < 0 ), 

siendo Q = cantidad y P = precio de una m erca ncía dete1'111inada. Si el mercado 
está en equilibrio, la ca ntidad de mercancía venr.J iJa en el mercado y el prec io de 
c4uilibrio están determinados por la intersección de las funciones de oferta y de
rr1 ar1<Ja . Supongamos que la función de o ferta es 

Q, = y + óP, + 7/i (y > O, o > O), 

!' .::-: 1 iu::. d1.: t.t!k-~ :· n 'ÍCn:nci,i s impo rtan !~~- ver J\1a lin vau d, op. cit .. pp . 452-53. 

_ _.k _ _ _ 
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en la que TJ ; - N(O. <:r ,¡) es un término de perturbación estocástico , no autorregre 
sivo e independiente de E,- Las ecuaciones de oferta y demanda pueden resolve rse 
despejando el precio y la cantidad de equilibrio, obteniéndose 

Q 
ali - f, y o,, - {3-r¡, 

, =~+ li- /3. 

u - y e, - r¡, 
P, = o - f3 + o - f3 . 

A partir de l último resultado podemos ver que P, y E, están correlacion adas; con
cretamente, 

Cov(P,,c,) = E[P, - E(P,)J[,, - E(e,) ] = E [ cs = ;'Je, = 0 ~ ¡3· 

El est imador minimocuadrático de la pendiente de la ecuación de demanda es 

fJ a 2. p;,; 
p = ¡, + 1 p;2. 

en la que P' 
- P- = e; - r¡;. p; = o - f3 

Sustituyendo el valor de p ' , en la ex presión de /3 obtenemos 

Por tanto, 

lim prob 

+ 
(8 - /3) [! ' ,,·2 1 ' ' ·] fl L - -;; ¿ <11)1 

! ' ¿2 1 ' '2 2 ' ' , 
fl L t + ;; L ?], - ñ L CtT}t 

0 (8 - {3)a2 

fJ =/3+ 2 2' a + a,,, 

lo cual demuestra que el estimador minimocuadráticn de 0 es inconsistente. Este 
ejemplo ilustra el llamado «problema de las ecuaciones simultáneas» que se pre
senta en la estimación de ciertas relaciones econóniicas. 

Las ecuaciones dc regre sió n en las que la variable explicativa y el término 
de perturbació n están correlacionadas resul tan muy frec uentes en la econo
metría , y es pecialmente en el á rea de los modelos de ecuac io nes simu ltáneas. 
como se ha puesto de manifiesto en el ejemplo anterio r. S in embargo. este 
probkma se planten ramb irn en relación con a lgunos mode los uniecu ac iona les . 
como e l mode lo de: « retardos di stri bu idos» o e l de «errores e n la s va ri;.ihles ». 
que se estud iar.i n en ca pí tulos poster iores. En cstos cu sas . e l f ra caso de:! m0-
todo Je cs1im:1c ión de: los 111i11imos cuadr,íticos ha d,id o lu gar a l dc: , :irrulJ , , d ,.
métodos d e: c, 1irnación al! ,2rnativos q ue: propo rcic·. 111 cs ti111 :wi o 11 ,·, n ,n, i·. 1,·11 · 

--~ 
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1 .. , _ btos m.:todos se estudi a rán e n relación con los modelos para los cuales 
,c: n111,1 ruy.:run o a los que han resu lt ado ser aplicables. 

EJERC ICIOS : 

8-1 Obtene r las fórmulas (8.3) y (8 .4). 

8-2 . Demostra r que si x(' y u.' están posit ivamente asociadas , el sesgo eA la 
ecuación (8.9) es negativo . 

8-3 . Considerar el modelo siguiente: 

Y¡ = a:+ C ¡ , 

en el que ,, - N(O, a 2 X ,), 

E(c,c1) = O (ictj), 

y X, es no estocástica. Obtener el estim ador lineal insesgado óptimo de a. Y su 
variancia. 

8-4 . Utilizando los datos sobre la n:,nta (X) y el gasto ( Y) de una mue~t ra de 
economías domésticas , que aparecen en el cuadro 8-6, estimar la ecuación de re
gresión 

Y,= a+ f3X, + e, 

para los siguientes modelos heteroscedásticos: 

a . Yar(, ,) = a 2 X,2 • b_ Yar(c,) = a 2 [E( Y,)]2
• c. Yar(,,) ar 

Cuadro 8-6 

y 

X 14 19 21 23 25 27 29 31 33 35 Tota l 

18 74 13 7 95 
23 6 4 2 7 4 23 
25 2 3 2 2 4 13 
27 2 3 3 2 12 
29 2 3 2 6 14 
31 2 2 2 9 
33 2 3 7 
35 2 4 
J 7 4 

c j ·, 1 ,,.,,, , ·, t r:, r l., \:tÍ«kz Je la fórm ula (8.18) . 

/ 
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8..(i. Demostrar que, cuando p = O, las fórmulas (8 .38) a (8.41) se convierten en 
las fórmulas minimocuaclráticas. 

8-7. D emostrar que la fórmula minimocuadrática convencional para la estimación 
de la variancia del est ima do r da luga r a resultados sc,¡;r,clos en el caso (R .. ~7) . 

8-ll. Un:t posible rcpre,en1ac i,i11 de la fun c ión ag rega da de consu m o pa ra la eco 
nomla ,.k los [, tados Un idos es: 

C. = a + f3 Y, + e,, 

siendo C = gastos personales en consumo a precios con stantes, Y ,~ renta personal 
di .,¡,onible a precios con , tantcs, y t = tiempo ~,pre,ado en años. 

a. Suponiendo que se sat isfacen todos los surucstos bá sicos del m ode lo Je re
gresión simrlc, estimar la rc lac·ión a pHtir de los datos del cua dro 8-7. siguiendo 
el m étodo de cálculo indica do en e l Apénd ice C. 

Cuadro 8-7 

G as tos personal es de consumo• Renta personal 
- - - ·----- -- -·-·- - - - -~----- -- di sponible* a 

a precios n precios cons- precios 
Año cor rien tes tantes de 1954 corrientes t 

(l) (2 ) (3) 

1948 178.3 199.3 189.3 
1949 18 1.2 204.J 189.7 
1950 1 \15.0 216.8 207.7 

1951 209.8 218 .5 227.5 
1952 21 9.8 224.2 238.7 
1953 2.12 .6 235.1 252.5 
1954 2.18.0 238.0 256. 9 
1955 25(, .9 256.0 274.4 

1956 2(,9.9 264.3 292.9 
1957 285.2 27 1.2 308.8 
1958 293.2 273 .2 3 17.9 
1959 313 .5 28 8.9 337. 1 
1960 328. 2 298.1 349 .9 

196 1 337.3 303.8 3(,4.7 
1962 356.8 318 .5 384 .6 
1963 375.0 3:J0.6 402.5 
1964 399. 3 347.5 431.8 

Fuentes: 1g4¡;.J960: /Jusi"''-" Sta ristics , 1963 cd .. U.S. Depnrtmc11 t o f Co m111<:rcc ; 1961 -
1964 : Swt i,tica/ Abstrae/ uf 1/,e U11it c,l Stat, ·s. 1965, U.S . Dcpartm cnt v i" Commercc. 

En m ik:-. de millon1.:s tk do la res. 
t Para uhtl· !lL'r l:t l"l'!1!:1 ¡wr , u n:d di spon ihk ,, rc:d , . . pu ... : d l· di , it! ir :-.,._· 1•,.,r vi d L'ik'l' t l 1 t d l 

precio ::- i111pl icito t.:n I~:- ,._:l , lum 11a, ( l l ~- (2l. 
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b . 1·n hase a los re~ultados obtenido~ en a, efectuar la contra~tación de Du r bin
\\" :itsnn para 1:1 existencia de a utorre gresió n en los términos de rerturhaci<in . 
c. Suponiendo que los términos de perturhación s igue n un esquema autnrrcgrcsi
"' de prime r orden . obtener est im aciones asintó•icarncnte cfic ienk , de los coefi
cientes de rl'gresión y de sus errores standard estimado,. 

8-9. Obtener la fórmula indica da en (8 .55). 

8-10. Se ha espec ificado un a fun c ió n ag regada de con sumo de alimentos e"' la 
forma 

Y, = "' + f3Z, + e,, 

siendo Y = gastos persona les en alimentos, y Z = gastos tota les personales de con
sumo. Los datos correspondient es a los años 1929-1')64 . rara los E~tados Unidos, 
se ha n rrcscntado en d eje rcic io 7-8 (cuadro 7-4). [frctua r una cont ras tac ión de 
la a usen ci a de autorrcg rcsión positi va 

a . r- t cdiantc la con tra stación de Ourbin -\Va twn . 
b. M edian te la Cl'nt ra stació n de la máxima verosimilitud para muestras grandes. 



Capítulo 

9 
Estimación 
con datos deficientes 

En e l capitulo 8 hemos tratado e l problema de la estimación de los coefi
cientes de las ecuaci ones de regresión lineales, cuando no se cumple alguno 
de lus supue stos h,í ~icos del modclo c lús ico de regresión normal li neal. En este 
capítulo nos ocuparemos dc la estimación en situaciones en que los datos mues
tralcs resultan deficientes en a lgún sentido. Las deficiencias concretas que va
mos a estudiar 

1. Exi stencia de errores de medición. 
2. Datos agrupa dos. 
1. Carencia de a lgun as obse rvacio nes . 

Es1as defic iencias, con la s que nos pode mos encontrar fác ilmen te en la prácti
ca . J;m lu g:,r a problemas ,k cs 1i111 acic'in q ue merecen espec ial atención. 

9.1 Errores de medición 

Has ta es te momento , hemos dado sie mpre por su puesto que en el modelo 
de regresión los vu lo res de las vari ables se miden sin e rror alguno. Esta pre
sunc ión ha es tad u implícita a lo largo de todo el aná lis is, y todas las fórmulas 
obtenidas se basan en e ll a. En este apartado vamos a ocuparnos de lo que les 
ocurre a los est i1n ~1do re s de los codicien tes de reg res ión c uando esto no es 
cicrto, y de qué puede hace rse para so lu c io nar este tipo de s itu ac io nes . Pa ra 
ello nos limitarc·111os únic ;,mente a los casos en los que puede su ponerse que 
los e rrores de medi c ión so n nleuto rios y poseen un as caracterís ticas probabi
lí, ii c: ¡¡ s d clt:rm inada s. Eslé tratam ient o convenc iona l de los erro res de medición 
c11 l:1 li1 e ra1ura c , 1;1dís1ica y cc onomé1rica corre~ponde a una gran var iedad 
dv , i11 1;1c io 11e s riuc se p resc nu,n cn la vida real. 

1 111 ¡1c·,·c11H,, ¡1u r Cl >ns itkr:ir e l pro bl ema de los c rrorc: ;; de med ición e n e l 

367 
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contexto de l mod elo cl.ísico dl: reg resión normal lineal estudi ado en el cap i
tulo 7 . Como en aquel caso, la ecuación de regresión es 

Y, = a + f3X, + ~,. 

Y se mantienen tamb ién todos los supuestos básicos (7 .2) a (7 .6) . Supongamos 
ahora que las observaciones de X e Y con ti enen errores, de modo que, en 
lugar de obse rva r X ; e Y,, observa mos X,* e Y , que puede n definirse corno 

Y,* Y, + v,, 

X,* X, + 11•,, 

en las que 11; y IV; representa n los errores en la medic ión del valor i-és imo de 
Y y de X. Suponemos que las caraet.:rísticas de estos e rro res son las sigui en tes: 

(9 .1) v, - N(O,a~). 

U'1 _, N(O, a! ) : 

(9 2) E(l',V;) = o (i # j)' 

E(w,w;) = O (i # j) ; 

(9 3) E(v;w,) = O, 

E(L',E,) = O, 

E(II',<,) = O. 

El ~u puesto (9.1) indica que c:da error es una variable aleatoria normal con 
media cero y variancia co11sta11t:. FI supuesto (9 .2) el imi na las situ ac io nes en 
las q ue los e rro.res son de tipo a1 1to rrq:res ivo, y considerado conjuntamente 
con e l supues tu (9. 1) im plica que ll>S t:ITOrl'S efcc tu ,1dos en un punto ck ob
servación so n independ ientes de lo, d..:ctu:1dos en tocios los dem;is puntos. El 
supue, to (9 .3) in dica cómo cs1:111 rel ac ionados --{J mejor d icho, no re lac iuna
dos-- los errore, entre sí. Los surucstus (9 .1 }, (9.2) , (9. 3) y los supu es tos 
bü sicos acerca de l:1 perturb.tción tomac.lo, cunjuntam..:n te i,11plica n que lus erro
res de 111edil"i ci 11 su n i11d epc'11dien tcs en tre s í. inc.l cp..:ndi ent t:s respecto a l término 
de pe rtu rbac i0 n de la ..:cuac ici 11 de reg res ión , e inde¡x nd ien tes de los vc rd;,. 
dnos va lo re s ck X e Y. 

Con~ id cTCmos ah•.i ra la est imaci ón de l<>s cuc ficic11tt: s de regres ión a partir 
de da tos de X* e \'*.Como 

Y, 

y 

Y,* 

\, * • 1 

v, 

h '¡, 

1. :;1 , t.'./. (! O N co·, :) A1 0 S OHIC![NTES 369 

,. .. - ..! ... , . 

( r: - 1·,) , .. - u +- f,( x: 

, 4 .\) Y,* a + /3Xt + ,; , 
.. 

E ¡ 

Aho ra bien, cua ndo el mode lo de reg resié,n se esc ribe en la forma (9.4).. en 
I:i q ue la variable expl icativa y la dependiente son observables, la va fÍable 
c~p li cativa X;" está cor re lacionada con el t¿rmi no de perturbación E.* del 
mi smo período . Concretamente, 

Cov(X,*, c;"} = E[X,* - E(X,*)J,t = E[11",(E1 + v, - f3w,)] = -/3<I!. 

Es to imp li ca que e l est imado r minim ocuadrütico de (3 es inconsisrente, y lo mis
m o ocu rre con el estimador min imocuadrfü ico de a.. 

Estimaciún por medio ile variables instrumentales 

La ecuaci ón (9.4) se d enomina a veces modelo con errores en las 11ariables y 
errores en la ccuaciú11. Este mod e lo no puede estima rse por e l método de la má
xi ma verosimili tud, ya que los est imadores rcsu:tantes no son consistentes.' Un 
mé todo que sabe mos que propo rciona es timaciones consistentes en este caso es el 
método de las 11ariables i11stru111e11tales. Es te métoc.lo puede utilizarse siempre 
que podamos ha ll a r una nueva vari,1ble Z, ta l que 

1. lim prob (í:z/ E.*')/n = O. 
2. li111 proh (í::,' x."')/ 11 es un núme ro finito di s tinto de ccro . 

ü e acuerdo con la notaci0n que y¡¡ hemos adoptado .interiormen te, definimos 

z; = z, - Z, 

xt = X,* - X*. 
La primna cond ición se cum pli r(: s i Z ; no es tá correlac io nada con E;, V;, ni 
w, . La segund a condición se cumplirá si Z, y X ,* es tán correlacionadas en tre 
sí . Un,1 condición ad iciona l, no necesa riamente pa ra la consistencia pero que 
:iyud:J a reducir b var ianci a asinLói ica dc:I es tim ador por variabl es instrumcn-

t Ver l . Jo hnston, Ccu 110111 C' fric Akthods. Nuc,·a York, ~1cGraw- H i! I, 1g63 , pp. 151 -
'S ~ El f. d ln d e l 1:11.: 1nJo <l ..: la rnü xima vcro:,imi litud se tkb1.· ul ht.:cho de qu e la funnó 11 

, · 1 ·n ,:-ir11 i1 i1uJ in ... :lu~\,· lo s , ·.:1lo n: s 1<\ 't.:rd:1dcros ), de l:i \ ~triabk cxpl i(:.Jti,n, que n o "e 
, ·: :, , ·::~ ~. p ('r 1;1nt u. deben .\ l..'r co n ~i (i,..:r~1 do.'.) l'. Ollh) p :¡r¡Ím , .. :t ro ;'.') d ..:~c:onoc iJ,Js. [qo sirn i

.! :n..._·di~!:i q:.JL' :1u n1..: rna d t :'lm::1·1c d..: l;,.t mu ... :~tra . i.,nib i1..'· n :•t1n1,.:n t~1 el nllrr.c ro 
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tal es, es que lim prob CE::,' x,* ' )/11 sea !o más grande posible -es decir, qu..: 
el grado de correlaci ón en tre Z, y X,* sea gra nde-. La vari able Z,, que recibe 
e l nombn: de «variable instrnmcntal», puede se r estocás tica o no cs tods ti
ca y, po r último, no import a c¡u c Z, se miJa con error o s:n él siempre y cuando 
se satisfagan las condiciones que se han espccificaJo res pec to a los valores ob
servables Je Z. Los est imadores de a. y (3, a los que llamaremos a. t y (3t se 
ddin en ele la forma sigu ie n te: 

., 

(9.5a) 

(9 .Sb) 

sicnJo 

pt I y;'z;, 
¿ x;"'z; 

at = Y* - ptX;*, 

Por razones ele conveniencia de cálculo, lus valores de la variable in strumental 
se miJrn en u nid aJes tales que Z sea igual a R.* Esto se puede consegui r fác il
mcnt..: multipli cando caJa va lo r de la variable instru,m:nta l po r el facto r 
(X* (i.'' ), siendo z~ la mcJ ia 111 ;1cstral de los valores de la variable in strumen
ta l 111cdidos en términos de las unidad l's o rig inarias. Es ta transfo rmación no al
tern para naJa las corn: laciom:s en tre Z y E'' y entre Z y X.* 

La iJca suby;ic~nte en e l m~tod u d..: las variablt:s in s trumcntaks put:<le cx
plicar.;c lrnc icn<l0 referencia a las «ec uac iones normales » minimocuadráticas pre
sentaJas en (7.10) y (7. 11) . En e l caso J e: la ecuación <l e reg resió n (9.4), las 
ecuac iones no rmales minimocuadr..íticas so n: 

') Y.* = iin + D " X* ..__ f > ¿ 1 , 

El procedimiento para ubtcncr cs t;1 s cc 11 ;1cioncs es el sig uil'nt e. Pa r;1 oh tcnn la 
primna ecuac ió n normal, se multiplican los dos laJos de la ecuac ión (9 .4) por 
el mul tip licaJor de a. (que t:s 1 ), se suman tod::s las obsc rvac i<J ncs, y se prcscinJe 
Jel último t~rmino currcspondientc n la perturbac ión. Parn obtener la segun<la 
ecuaci ón no rma l, se rnult iplic,111 los Jos lados de I:, ecuación (9.4 ) por t: I mul
ti plicador Je f1 (c¡uc t:s X O'' ). se su111 <.1 n toda s la s observacion..:s y s..: p resc in<lc del 
último tc:rmirw correspond iente a la pe rturbac ión . Para obten er las ec uaciones 
nor111al ~s co rn:sponJ ic:nt cs a lus est irn ado rc:s de: ! métudu ck las var i;1b les ins tru
mc:ntalc:s, procc<lcnws de un modo similar . L1 prit111:ra ..:cuación no rm;il se o b
tién e ex ac u.1mcnt .:: el ..: la mi,ma fo rm :1 qu e: la pr imc rn ecuació n normal del mé
to<lo de los 111í11imos cw1dr;1do,. y la segunda ecuaci ón 11 o nn;d s<.: ob ti ene multi
pli ca nJo a 111 b0, L,d us de (':l.4) pur Z, e n lu gar de X ;" como lrnciamos en el caso 
J ..: los mínim os cu;1draJos. El result ado l'S: 

¿ Y,* atn + {JI ¿ X/, ¿ Y,*Z, = at ¿ 1/., + pt ~ Y,*Z,. 
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¡ :., ,·, u;iciu nc s Jan lu gar a la s fórmulas de los estimaJores correspondi.::ntes al 
,:: , t, ·du ,k J;1, \'.iri;,blcs in strume nta li:s, prcsen taJas en (9.'5a) y (9.Sb) . 

ü b,én·csc quc e n el ca so Je las ccuac io ncs ele rcg rcsiún en que la variab:e 
npl ic· ativa X , es inJ e pcndicnte J e la perturbación E, , la prop ia X, const ituiría 
una \·a riab lc instrumenta l ad..:cuaJa, ya que no está corrc laciona<la con E; y , a l 
mi smo tiempo, es tá corr..:lac ionaJa (pe r fcctam..:ntc) consigo mi sma, satisfacié n
dose as í las condiciones I y 2. Así pues, los es timadores minimoc u;1cl rúticos or
Jin a r ius pucJen cons iderarse estimadures por va riables ins tru mentales en los 
qu..: Z, = X,. 

Vamos a demos trar ahora que los es timado res por varia b le s in strumcnta lés 
son consist ent es. l{c sp..:cto a ~ t, tenemos 

y 

f]t 
"'" *1 , ~: ~,*'z ,' L y , ;:, = f3 .!.. º 

l x('.::; +· 2 x;"·z; · 

lim prob (3t -- fl -L 
lim p ro b (~E, ''' ::.,'¡ / n 

lim prob (~x," ' ::.,') I n 
p 

segú n las condiciones que se supone que Z , deb..: sa tisfacer. Del mismo modo, 

lim prob a.t = lim prob (Y* - (3t X*) 

+ r* - ¡3t X*l = a 
lim prob (a. + (3 X* + 

Esto muestra que tanto a:t como 0t son consi stentes. Obsé rvese c;ue no p odemos 
d cmo5tra r que (3 t es in sesgaJa, ya que en el último término de 

" *' ' fJ t = f3 + :!::.. e, ::., 
¿ x;'z; 

no podemos separar z( J e ! resto de la cxprc:s ión al i'oma r la esperanza matemá
tica (ni aun en el caso en que Z, es no estocást ica). 

Las variancias asintóticas J e los estimadores por variables instrumentales 
pucd..:n ob tenerse a pa rtir ele las fó rmulas correspond ientes.2 Los resultados 
son: 

(9.6a) Var as intó tica ((3 t ) = 

(9 6b ) Var asintótica (a.t) = 

sic· ndu a;. 

a';. I z; 2 
(L x{'z;yi' 

º[¡ X* 2 ¿z;"] 
a;. n + (Y x*'z') 2 ' 

- ' 1 

Var(e;") a 2 +a~+ a! . 

P:1ra lc1~; d l'.1:tl k ~. \'\..'.a ~l' A . S. Goldbc r!!Cr . T:.co11 o mctric "/' /,cor_\' . N ueva Y ork. \ Viley, 
; 1' ~~) -~t, 

·-- ---~ .~-;,:.:.:'!Í,~ .. CIOQ ___ _ 

~ - • - .. "' ' ""'"')1-'. ~ ---~ .-- · · -- ·· · · 
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Para obtener es~as f~ mul as hemos utilizado el hecho de que z se mide de una 

for'.11ª tal que Z. = X* . El v_alor de ~* es desconocido y, por tanto, debe ser 
estimado . Un est11nador consistente de r?- a l qu e ll amaremos s* 2 viene dado por 
la expresión E* 

(9.7) l 
--

2
¿(Y.* - at - f31X¡*)2, 

n- i 

es d t::c ir, dividiendo la suma de los cua drados de los res iduos po r (n-2) . Esto 
nos permite ob te ner estimadores de la s variancias asin tó ticas de at y (3t me
dianle la s fórmula s 

(9.8a) S2t = s*2 L z? 
ll (¿ x;"'z;)2 

(9.8b) 2 • 2 [1 X* 2 ¿z;2] St=S -+---'=-~, 
ª 11 Ci xt'z;)2 

Es_r~s estimadores hacen referen cia a las varian cias as intóticas, pero se han 
utilizado como aproximaciones en mt1.::stras finit as. Se puede demostrar que 
los resultados (9.5), (9.7) y (9.8) se ct1111pl c n tambi é n s i la «verdadera» varia
ble explicativa X es e stocús tica p ero in d.: p e ndiente de E*. 

La única limitación en la ekcc:ión de la variable in st rt1mental viene dada 

po~ el requi s ito d.: que es ta úl:irnn de be esta r correlacionada con X y no corre
l,1c1011ada .co n E'' . l'u.:dcn existir. y en gene ral .::x is1irán , muc has variables que 
pu.::J.:n t1til1 za rsL' como in strnment os. y tr :1 1arcmos d e t:kgir la qt1t: posea t1na 
mayor co rrelació n con X* . ya qu..: 0sta será l;i qt1c propo1·cio11a unas varianc ias 
as i'.1tót ic1 s de los estimadores m~s pcqt1ciia , . Po r ejemplo, cuando los datos 

es lc'n en forma de series tc:,11po raks . 1111a c:kcc iú n adecu ada pt1edc: ser la de 
Z, = X~ _,, es d ecir e l val o r rl'!ardad o d e la v.iri ab le explicativa. Si E• no es 

t · x • , au orrcgres1va, ,' , no e s tará .correlacionadn co n e; y, a l mis mo tiempo, es 
probable q ue este: muy correlacionada co n X;. Sin e mb:1rgo , no podernos estar 

nunca seg uros d<' que es im posibl e obtener m ejores resu lt ad os elig ie nd o una 
vari;1hk i11 , tn1111c:11tal disti n ta Je: la que liem os , c: k ccio n;1do. Por: t:1nlo 110 
p odclilos n íir;nar que un cs tinrndo r particular por va ri ab les in s trumcntalcs

0 

po
see la mínima var iancia asintót ica, es d ec ir, qu e es asintóticamcntc efic ie nte. 
La ún ica propied,rd desea ble> J.: los es timadores po r v;iriablcs ins trumental es es 
pu es , la co11sis tcncia. Esta limit ac ió n , junto a la arbitrar iedad en la cl ccc ió ~ 
d .: las variables in s trurne111aks y a la difi c ultad d e comprobar que la variab le 
ekgida no es tü rc:ilmenic cor re lac ionaca con E", h acen que el mét odo no sea 
muy atractivo. D.: sg rac indamcnte, cu and o se lrnt a de: m ode los con errores en 
!a~ vari :rbks y erro re s e n la ccu:, c ión. 110 disponemos de nin gt', n mé tod o mejor 
-po r lo men os en e:: contc:xto de In teo ría c l:ísicn de! muc:strco-. La t:nJcncia 
ex iste nte en !os trnha jus ccon o n1 c' tricos prev ios ha sid0 la tk L·sq11ivar e: ! pro-

. , q;;-, . - , .... ' ... r ... 
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Hcma supon iendo que los er rores de medición son tan pcq11cños que puede 

pr,·,c im.lirsc de el los si n g raves in convenientes . 

EJEMPLO. En un famoso artículo sobre la sustituc ión entre tral:,ajo y capital,3 

sus autores estiman la relación siguiente: 

Y, = a + f3 X, + <, , 

en la que X , e }' , se definen en la fo rm a sigu ien te 

X, log ( W/ P),, 

Y, log ( V/PL),, 

siendo W = t asa de sa lar io monet a rio . P = precio del producto, V = valor ana
dido en la producción , L = cantidad de trabajo, y el subíndice i se refiere al país 
i-ési mo . Cada observación corresronde a una industr ia concreta en un año deter 
minado. En la estimación. los Clutorcs 11tili1aron el método de los rníllimos cua
dra dos. Como es muy probable que las ohse rvacione~ de X e Y contengan errores 
de medició n, pndcmns estimar de nuevo la r,·lación uti lizando el método de las 
va r iables in,trumcntaks. Nos 1;mita rcmos única mente a la i11d111rria de la fa/Jrica
ci1 í11 de 11111,·IJ/cs (gr upo 260). que es una de bs dos industrias para las cuale~ el 
artículo proporciona los tbtos correspundicntes a precios. C o mo , ·ariat,lc instrumen
tal utili za remos log (W / P); correspondiente a la producción .9c g(·_nc ros de punto 
(g ru po 232) . efectuando el ajuste co rrespondiente p:ira que Z = X. Es muy pro
babl e que esta variable in strument a l sa ti sfaga los dos req uisit os para la consis
tenc ia: es muy poco probable que la tasa de sa la r ios en las fúb ri.:as de géneros de 
p1111to esté relac io n:,da con las per turbaciones (y los er rores de medición) ele la 
ind ustr ia de la fahri ca cicin de m11eblc s, pero es probable que csti:n relacio nadas 
con la t:i sa de sala1 ios en di cha inctu, t ria . En el cu adro 'J- 1 ~c prc,cntan J.,s d a tos 
cnrrcsp,rndientcs. l .a vari ab le prccin cstc', nprc,:,d a en form a de indic e con el va lor 
corre~pondiente a los Fstad,is {J nid os igual a 1. Si los errores de medic ión snn in 
signifi ca ntes, e~ dec ir , si X,* ~- X , y Y,* Y ,, los estimadores minimocuadr;íticos 

scr[in adecuados. Fstos estimadores son 

Y, = - 2.2877 + 0.8401 X, + e,, 0.986. 

(0 .0996) (0.03) 1) 

Pür otra parte, s i existen ser ios errores de medici ón, serian prefer ibles las estima
ciones obtcnid;; s por el método de las vari ables instrumentales. ya que éstas son 
consistentes. La ecuación de regresión est imada por este método es 

Y.* = - 2.2978 + 0.8435X.* + ei , R 2 = 0.985 . 

(0 .1025) (U 0342) 

l.0s resultados obtenidos por el método de las variables inst ru mentales son muy 
si1J1ilHcs a los obtenidos por el md odo de los mínimos cuadr:idos. 

~: -\ rr0'.\ '. 1·1 r: I .. ...- C ,:pi1;d - l .o1 J, u1 Su h:- :i tuti 0n ;1nd EL·o11om!~ [fficic ncy". Review 
1: 11. I .<!.r:i'I:°( ,. ,.,1 . -11. :1r u , 1., 1~lb l. pp. ~:.?) -10. 

_ .;:n..:..._.,.,_,,___ _ _ __ - -· 
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\{ • .!·< t.~, ;_: C" ~~N;1li1.Hf,1 c1,n t·rr, 1rl-1ri c..·n t.1 t"'C'ua ciú n 

,: . .. ·,:,,r l.1 cn::,c· ié, n (g.4l. no s rdcrimos a ella corno un modelo con 
", ,,·, c 1 !:" \:1ri:ibk, y .:rro n:, en li.J .:c uación». La ex¡:, resión errores en 
, .. · :.:H,·., , e ut ili~a para describ ir los errores de medici ó n v, y w,. mi en tras 

,; ::, l. , n p rc· , ión crrures e11 la ecuación se refiere a l término estocás tico de 
¡',· r:urb:1c:i,-, n E,. Por tanto, un m odelo de reg resión en el que las variables se 
r, ¡¡ ,

1,·n ,in crror.:s puede dcnomi 1rnrse modelo con «errores en la ecuación». 
c , ,m idc·rc·mos nh o ra un modelo e n el que los errores de mcd;ción sólo oe ur'ren 
.:n relación con la variable d e pcn,licnte. Es decir. consideremos 

w, O para todo i. 

En este caso, susti tuyendo 

Y, Y,* - v, 

en la ecuación de regresión 

d a como resultado 
Y, a + /3X, + e, 

(9.9) Y,* a + /3X, + TJ,, 

siendo TJr e,+ v,. 

Como supone mos que E; y v, son normales e independientes entre sí, tenemos 

7/, - N(O, a~), 

en la que 
a~ = a 2 + a;. 

La ceunc1 o n (9.9) se puede dcn orni nwr modelo generalizado con errores en 
la l'Cuación. El término r¡, puede con s idera rse corno una variable aleator ia que 
,e· comporta exnctamente de In mi sma fo rma que E; y, por tanto, la ccua
,¡ (·111 (9.9) equivn !e fo rm al111 e11te n la ecunc ión de regresión (7. 1) d.:! modelo 
, l·í,ico d e regresió n norma l lineal. E st o significa que los estimadores m ínimo
, :

1
:
1d r:i1 icos ele los coe fici e n tes ele regresión poseen !:.is rropicd:idcs deoc:ibles . 

:-- :·, ,·111h;ir~u. TJ, v <', difier.:n e n d o s a s pec 1o s que rc sul1a in1 crcs:l!1tc: seña la r: 

\ . l." , ·;iri :111<:i:1 d.: E, re fl e ja las carncterís1ica s de los fa c to res que i•1f lu\'en 
,·11 1:, ,·,11·i, il 1k ck¡ lL' 11di ,·n1 e . _iu nto a J:i inl hrc·nc:i:i ~i,1 c ,!1:í1ica d.: la 
'..ir i !; ¡,_. 1...' \pli ,::i: i\ ·;1 C\i1nu r1..·~ J; 1 ~· ·-·nL' r: r!. (·J (,!'1 ~1...·n :1 1. L.• r no pucd~ 

---~ ....... ·-~-- ~ ' .. ·• ~~---...... ·,--- ............ - ·- ·~-····-~- .---------·----- --------
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alterar esta vari ancia. Por otra parte, la variancia del error de medi
ción V; -y en consecue ncia, la va ri ancia TJ;- se puede reducir mejo
rando los métodos de med ición . 

B. Como en la prácti ca los mé todos ele medic ión de las variables eco
nómi cas han mejo rado durante las últimas décadas, es posibl e que la 
variancia de: l' , - y en con secuencia, la variancia de T);- haya di smi
nuiJo a lo largo del ti empo. Por tanto , si v, no es ins ignifi ca nte, cuando 
las obs.::rvaciones tom an la forma de series te mporales -r¡ ; puede se r 
heteroscedá; tica. 

Sin embargo, es tas di fere nci as no da n lu gar a ningtí n problema de est imación 
suficientemente im portan te corno parn dedicarle mayor discu sión. 

Supongamos a hora que, en luga r de la va riabl e! dcpcnJiente, es la variable 
expli cat iva la q ue prese nt a e rro res de med ic ión. Es dec ir, consideremos la 
situación en que 

v; O para todo i. 

En este ca so, tenemos 

X, = X,* - w,, 

que puede sustituirse en la ecuación de regresión , 

Y, = a + f3X, + ,, 
obteniendo 

(9 .10) Y,= a+ f3X,* + (,, 

en la que (, = ,, - flw,. 

En este caso, x: está correlac ionada con s; en el mismo período. En realidad, 

Cov(X,*,(,) = E[X,* - E( X,*) fü , - E((,)] = E(w,(,) = -f3a! i= O, 

o sea, que los es timadores minimocu adrá ticos de a. y 0 en (9.1 O) son inconsis
tentes. Se pueden ob tener esti madores consiste ntes utili za ndo e l método de las 
variables instrument ales que se ha descrito anteriormente. 

I\Jodelos con errores en la~ variables 

Po r último, ll cg..tmos a u n modelo que se utiliza mu y a menudo en las cien 
cias na! ura k s , pc: ro rma mentc en la econornctr ia moderna. Lo incluimos aquí 
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en ¡•.ir1,: para tener en cuenta todas las posibilidades, y, en parte, debido a que 
¡-c,,c·c: una im portan te apl icació n en relación con la ll amada «hipó tes is de la 
r.:111,, permanente». Este modc:lo se conoce generalmente con e l nombre de 
moJelo con errores en las variables, y la idea subyacen te es la de que la rela
c ión en t re la varinble exp li ca ti va y la va riab le depend iente es d e tipo deter
minísti co, y que la única rnzón por la que los puntos ti c la muestra no se 
kdlan si tuados todos sobre una línea rcct::i es porq ue no di sponemos de me
di cio nes exactas de X e Y. En la terminología que venimos ut ili zando, '{ ! mo
delo de los e rrorc:s en las va ri abks se ca rac teriza por e l sup ues to 4e qut: 

e, = O para todo i. 

Generalmente, este model o no se utiliza en econometáa deb ido a la opinión 
genera l de que: la perturbación es toc:is ti ea es un.1 p::irte esenci..tl de las relac io
nes económica s. Una excepc ión a esta regla la constituye la formu lac ión d e la 
hi pó tesis de la « renta permanente» por Fricd1mm,' qu e postul ó una re lac ión 
tlctcrminística entre «consu mo permanente,, y «rent a permanente». En es te 
caso, las medicion es d e l consumo y la ren ta son crrónc·as, ya que con tie ne n 
«componentes transi torios» qu e puedcn considerarse como e rrorc:s de medición. 
Ex is ten también otros ca sos en los q ue cabc espera r razonab lcmenl<: que los 
erro res de medi ción sean sus tan ci,dcs, mientra s que los términos de pcr tur
baci,í n de la reg re s ión puc,kn co midaa rse rel,llivarncnt e ~in importancia . Por 
ejemplo, la s estadís ticas internac i(>nalcs son a menudo muy p oco prec is;:i s, y en 
tale s c:asos puede sc: r preferible el u so e.Id modelo de erro res en las variables, 
busánd onos en e l su pue, to de c.¡ue lu s inexac tit udes dcbid;is a la no considera
ción d el té rlllino J e perturbac ión de la regres ión no son importames. 

S upongamos, pues , que la rdación entre X e Y es 

(9.11) Y, = a+ f3X,, 

en la qu e X, puede se r estocástica o n o es tocás tica . Si X; es estocástica, supo
nemos que es independ iente de V; y w,. Como no observamos X ; e Y ;, sino 
X? e Y~, tenemos que sus ti tui r 

p,Ha ob tener 

(9. 12) 

en la que 

y X, 

Y,* = a + {JX,* + (,, 

(, = 1•, - flw, . 

X/ - w,, 

4 \l ihnn Fricd m:in, , t Tl, cory o/ thí! Conswnption Function . Princelon , Princeton 
t ~: , c ,,iry rres~ . 1957 

·:,1~~.,.i,•¡--~-----· --- --
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Como x• y Si están claramente correlacionadas, los estimadores minimocua
dráticos de a. y (3 son i11co11sistc11tes. Para obtener estimadores consistentes 
podemos utilizar el método de las variables instrumentales, suponiendo que 
podamos h::l la r un in st rumento que satisfaga las condiciones de no esta r corre

lacionado con Si y cstar correlacionado con x:. 
Método de las medias de ~mpo 

Un procedimiento alternativo para estimar (9. 12) es el método de las me
dias de grupos, el cual. en su forma más sencilla, requiere que los pares de 
valores observados (X~ , Y7) se orden en según la magnitud de x;, de modo que 

~ x,;. 

A continuaci ón, cs los pares de v:ilores se divid en en tn:s g rupos. aproximada
menlc del mi smo tam..iño. Los cs timaJorcs de los cúdic ientes de regres ión por 

el mé1odo de las medias de grupos so n 

F\* Yt 
X\* - xt' (9.13a) 

(9 13b) att = Y* ¡31tx • . 

en las que 97 e Y: son las medi as de Y correspondientes al primer y tercer 

grupo respectivamente. y X~ y .x; so n las correspondientes medias de X. Los 

cstim:idorcs por mcdi ns ck grupo sun cons iste nte s s iem pre que la ag rup:ic ión 
se haga de fo rma r¡uc . de haberse :tgrupado los d ntos en base a las X no ob
se rvabl es en luga r de: segC,n Li s X" observadas, ninguno de los pa res Je 
val o re, de l primer grupo quedase rea sign ado a l te rcero, y viccvers:i. Es inte re
sa nt e sdialar que e l método de las medi as ele g rupos se puede: con sid e rar como 
un ca so espécial <l e l método de las va,·iab lcs in strumentales. Si los tres grupos 
J e oh,en·:,c ioncs son de l mi smo tam aiío , y los valores de la vari:tblc in strumen

tal Z, son uilcs que 

Z , 1 si perten ece al primer grupo, 

o si i pe rtenece al seg11ndo grupo, 

si i pe rtenece a l te rce r grnpo. 

vemos qu<.: bs npresion cs (9.5:1) y (9.Sb) equivalen a las expresiones (9 .13a ) 
y (9.13\:l), respec tiva mente. En es te casll. podemos es tim a r las variaciones de 
a.t t y 0 tt utiliz:inclo la s fó rmul as (9.8a ) y (9 .8b) . 

EJEMPLO . Calculemos los estimadores por m1:d1:i , de grupos. co rrc,pnnd1e·1Jt n 
y (9.1:ih). rc,pec ti\ ;,mcn tc. Ln este: ca so, podemos est imar l«s Y'1ri:111.:i ;i, ,k 
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• J., rc :.1e·,ún entre log ( V /PL) y log (W / P) que hemos c,t udiado en el ejemplo an
tc r1 , •r. 1\ p:irtir <le los datos de l cuadro 9-1 vemos que se di spone de once oh,cr
' ,,,<>ne,; utiliLJrcn,os cuatro observaciones para el primer grupo y ~uatro para el 
tercero. dejando tres sin utilizar. Los cálculos so n los siguientes 

1 x: = 4 (2.3182 + 2.4280 + 2.4872 + 2. 6066) 2.4600, 

1 x; = 4 (3 .2367 + 3.2865 + 3.3202 + 3.5459) = 3.3473, 

Y, por tanto, 

1 Yt = 4 ( - 0.3845 - 0.200 1 - 0.1379 - O.IH\8 ) 

1 YJ = 4 (0.4 330 + 0.4575 + 0.5002 + 0.7 6SO) 

f31t 0.5397 - (-0.2103) 
3.3473 - 2.4600 

0 .8453 

-0.2103 

0.5397 . 

1 IT (2.3491 - 0.8453 x 32.7508) -2.3031. 

En este caso, la re lación estimada sería 

Y.*= -2.3031 + 0.8453X.* + f,, 

que, numéricamente, es m"t,y parecida al resultado anteriormente obtenido. 

Regres ión ponderada 

Si podemos efectuar un supuesto a priori respecto a la razón entre las 
variancias ele los errores, existe otro método que nos pc~mite obtener es tima
do res de los coeficientes del modelo con errores en las variables. Concreta
mente, supongamos 

,\, 

l"ll \;1 que ). tiene un valor conocido. Po r c,je mplo, en ocasiones cabe espe ra r 
:;,i ,lll;ib k,n cntc: qu_e 11,s errores e n la medición de X tengan aproximadamente 
.., lll1, 111a d1 , pcrs1011 que los errores efectuados a l medir Y. En este caso , pu e
d·· · _- r CL': 1vcn ic·ntc su po ner que A. = 1. Obtengamos ahora es tim adores consis-

,k r1_ ,. r3 p;1r:i un V'1k, r dc tnmin .ido de A.. Frc·c ucnt,:mcnk, estos csti-



- ·-~, ).. 

380 ELEMENTOS DE ECONOMETRIA 

madores reciben el .nombre de estimadores de regreswn ponderada. Podemos 
empezar por considerar el estimador minimocuadrático de (3, que es 

Como 
., 

y 

2,yi'xi' 
p = I xt 2 

y¡' = YÍ + ví = {Jx; + 

xi'= x; + w;, 

podemos escribir P en la forma 

fl = ¿ (fJx; + v;)(x; + w;) 
P L (x; + w;)2 

El límite probabilístico de ~ es 

fJ ¿ x; 2 + ¿ x;I'; + fJ ¿ x;w; + ¿ v;w;_ 
¿ x;2 + 2 ¿ x;w; + ¿ w;2 

(9.14) 
• (3a-2. 

lim prob (3 = -----
(J2~ + (f2w ' 

en la que el término c,~x representa la variancia de X si ésta es estocástica, o 
lim (I.x,'2)/11 si es nu estocástica . Para obtener (9. 14) hemos utilizado los su
puestos de independencia entre v,, iv, y X,. La fórmula (9 .14) indica que la 
causa de la inconsi s tencia de 0 es la prese ncia del término cr2,.. en el denomina
dor. Si este té rmino no aparecie se ahí, el térmi11 0 c,2, del nunKraclor se elimi
naría con el del de110111in:1clor y el es timad or se ría consis tente. Esto sugie re 
que poclr ía111os obtener un es timador con sistente Je (3 a 1ravés de 

(9 .1 5) ("; rtxt)/11 
~ = (~ xt ':2 )/11 - a~' 

en la que a-1
,. . es un es timad or consi stente de cr2... El problema se reduce, pues, 

a encontrar una expres ión correspondiente a un estimador consist•~nte de cr2
,. en 

términos de X • , Y " y ~- Sus1ituye ndo es ta expresión en (9. l 5) podrí:1111os 
despe jar 0 que, en tal caso, se ría consistente. 

Si conocemos t, tenemos 
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c¡t;c puede escribirse en la forma 

lim prob ~ ¿ w;2 = >. lim prob ¾ ¿ v;2 = >. lim prob ?i ¿ (y;"' - yí)• 

= >. lim prob ~ ¿ (>'t' - {Jx;)2 

= >.[!im prob ¾¿y;"'• - 2{1 lim prob ~ ¿ y;'"x; + {12 lim prob ~ ¿ x;."] 
11 n . 

Ahora es preciso eliminar x'1, ya que no es observable. Sustituyendo x', = 
= x,*' - w', obtenemos 

l. b 1 ~ * 1· t 2 1 1m pro - / y, 'x; = 1m prob - y¡'(x;"' - 11';) = lim prob - "s' ,,*'x* ' n - . 11 , n L, .,, , 

y 
lim prob~¿x;2 = lim prob~ ¿(x;"'- w;)2 

11 

lim prob ! "s' x;"' 2 
- lim prob "s' ! w' 2 • nL. L.11 , 

Vamos a introducir ahora la notación abreviada si guiente: 

1 "' ·*'2 ñ L.,)¡ 

! "s' x*'2 * 11 ~ t = lllxx, 

1 ¿ *' *' * - X ,.. = m 
fl f .rt XJI• 

Utilizando esta notación, y sust ituyendo los límites probabilísticos por sus con
trapartidas muestrales, obtenemos 

1 l.: , ¡x:j:,ndo ~ .. en es ta expresión tenemos 

,, ¡ IGl ,\ . * 
--~ ¡ .. n"" - 2tm:" + fl2tn~.< J. j t ,\¡,·· 
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Esta es la expresión de á-2,. que deseábamos obtener, el! términos de las canti
dades observables m;, . 111:,. . m_;,, y en términos de f3. Sust ituyendo c2w en 
(9.15) por su valor según la expresión (9 .16), obtenrrnos 

.. 
que puede exp resarse en fo rma de la ecuación cuad, atica 

(9.17) 

Esta ecuación propo rciona dos valores de B. ·: no positivo y el otro negativo . 
La elección entre es tos dos viene <lc tcrmi1rn da por el valor de 

"' ( * ' ti ·*')2 - * 2t1 * -t l/2 * L., Y 1 - ¡..;X, - 11"l y 'j,J - p lnx'jJ · fJ lrl xx , 

es deci r, por el valor de la su ma de los cua<lrados <le las desviaciones respecto 
de la recta de regres ió n ajustada. Como queremos que este valor sea pequeño, 
e legiremos el va lo r de 0 que tenga el mi smo signo que 111 ,:. El correspondiente 
estim ador consistente de a. es 

(9 .18) ¿¡ V* - fJX *. 

Pu.:de most ra rse que a. y 0 constilllyen los est im a<lores max imovcrosímiles de 
los padn1t.:tros respectivos y, por tanto, son asintó ti camente cficientes.5 

Podemos ohtc n.: r un:1 ciert a compren sió n de l princip io d.: la es timación por 
medi o <le regresión ponderada - y explic,1 r la razón <l e es te: no mbre- si la 
comparamos con la es tim ,ició n por medio de mínim os cuadrados . Supongamos 
qu e la vari:1blc «cx plic.itiva » X se miele sin nin gú n error. En este c.iso, e l mo
delo de los errores en las var iabks se n;du ce a 

r t = a + f3X, + V¡, 

y los cstinwdores minimocuadráti cos ord in ar ios so n consistentes , además de 
tener tocias las propiedades dcscabks. Obs.: rvcse que, en es te caso, la estima
ción mi nimocu.id r{it ica se basa en la idea ele minimi z~ r la su ma de los cuad ra
dos de l:is desviac iones ck las Y * observad.is, respec to de la rec ta de n:gre
sión. Este proced i111icnto se clcnomi 11a «m inimización en la direcc ión de Y», 

5. Ver lo hnsto 11 . u¡>. cit .. pp. 152-íí . . -\ :\l;idanskv, «T ht: Fit ting of S1roi¡!h l l.i n,·, 
\Vh e n 8 oli1 V,ir i~t bks :\re Subjt:c.:t 10 Ern)P>, Journal uf the Amerinm S taristical .· \ -'' 1 '· 

ciation, ,ol. 5-4. marzo JCJ')q _ pp . ¡71..)-.SU. ¡'r~s,:nt :1 una fórmula apro xim;1e.l;1 (y 11111 ~ L• · 
p lic<..1da) de las ,·;1ri ;1n c i:i s :bi11t l1 1ica:- Jt.: estos 1.'SlimL1Jo n.:s. 

ESTIMACION CON DATOS DEFICIENTES '., 383 

,. co nsiste en min imi za r la suma de los cu adrados de las di sta ncias verticales 
~ntrc los puntos observados y la recta de regresión. Los casos en los que X se 
obse rva sin ningú n error son aquellos en los que a-2 .. es igual a cero, ya que, 
si no ex isten errores de medición , su varian cia es o b_via men tc cero. Es to impli
ca que ). = O, y sustit uyendo es te va lo r en la ecu ac ió n (9.17) obtenemos 

* p = lll :J,I, 
tl lxx .' 

que es la fó rmu la de l estimado r minim oc ua<lrál ico. En el otro ext remo, supon
ga mos q ue no exis te nin gún e rror en la medición ele Y . En es te caso, el modelo 
de los errores en las variabl es se red uce a 

o X * t 

a + /3(X1* - W 1) 

Ahora podemos considerar a X; como la variable «dependiente,., y a Y , como 
la variable «ex plica ti va». El estimador minimocuadrático de (1 /(3), que es 
consistente , es 

A partir de es te estimador, podemos o btener uri estimador consistente de (1, 
qu e vendrá dado por 

P= 
En rea lidad, a l obtener este estimador esta mos minimizando la suma de los 
cu:1 drados de las desviaciones de las X • observadas , respecto de la recta de 
regresión . es decir, es tamos «minim izando e n la dirección de X» . Esto significa 
mini mizar la suma el e los cuadrados de las di sta ncias horizontales entre los 
pun1 os obse rvados v la recta de regresión. Obsávcsc que , a l no come ter e rrores 
rn l.1 oh , c· n ·,1ciún de Y , es to signifi c:i que a-1

,. = O y, por tan to , ). - =. Divi
d1,:11d,, l.1 cT t1,1c iú 11 (9. 17) po r ). oblc ncnws 

' . . ,-., -,.,,,¡, O. 

____ --,,.,:~uw, _____ _ 

.. 

~ .--· 
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Cuando ). - oo, esto se reduce a 

o 

que es exactamente el mismo resultado que hemos obtenido para a. Esto indica 
que el tamaño de ). determina la dirección de la m111imización. Cuando el valor 
de A está comprendido entre O e 00 , servirá como factor de «ponderación» 
señalando la dirección de la minimización entre X e Y. 

EJEMPLO. Sigui_endo con el ejemplo de la rcla r •ón entre log (V¡ PL) y Iog (W ¡ P), 
calculemos las est1mac1ones de a y B, por el método de la regresión ponderada, 
en el supuesto de que ). = 1. Los cálculos correspondientes son 

y, por tanto, 

m;x 20.1834/11 2
, 

m:, 14.4456/ I t 2 , 

m;, 16.9577/112, 

m;x - m:, = 5.7378/11 2
• 

Sustituyendo este valor en la ecuación (9.17) obtenemos 

D = -5.7378 + vs.7378º + 4x 16.9577' 
/J 2 X 16.9577 = º·8452 · 

Del mismo modo, si utili7.amos la ecuación (9.18). obtenemos 

á = -2.3023. 

Conclusión 

Esto finaliza nuestro análisis de los errores de medición. Como hemos se
ñalado al principio, es probable que estos errores estén presentes en la ma
yor parte de las observaciones económicas, o en todas ellas. Hemos visto que 
es muy difícil resolver el problema de la estimación cuando existen perturba
ciones estocásticas y errores de medición -la situación desc rita por el modelo 
con «errores en la s variables y errores en la ecuación»-. La pr6ctica común 
en la econometría moderna ha consistido en prescindir de los e rrores de medi
ción, concentrándose en el «modelo con errores e n la ecuación». La raz,Sn 
para ello no ha sido la opin ión de que los datos so n perfectos, s ino b de que 
los errores de med ición son de poca importa nc ia en comparación crn1 el l'·'J' c· I 

que desc·mpeiian l:1 s ¡x r1Urb:1cioncs cslücíst icas en la s re lac iones cc, >1 1t',111 i, :: · 

' 
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l'c,r nuestra parte, seguiremos adelante con este mismo espíritu, constatando 
que el área de los errores de medición representa un desafío para la investi
¡::1ción econométrica del futuro. 

9.2 Estimación a partir de datos agrupados 

Los datos obtenidos en estudios o encuestas se presentan a menudo en 
forma de tablas que resumen los valores correspondientes a las observacioi:'es 
individuales. Para estimar los coeficientes de las ecuaciones de regres1on, se 
utilizan a menudo estas informaciones tabuladas . Una razón para ello es la 
de que , probablemente, los resu ltados presentados en esta forma son fácil
mente accesibles, mientras que la recuperaci ón de la s observaciones individua
les puede resu ltar costosa y requerir mucho ti empo. Otro motivo para utilizar 
resú men es condensados de la s observaciones mucstralcs es el deseo de evitar 
los c;'ilcul os en gran esca la que pu ede n se r necesa rios s i se utilizan los datos 
en su forma o ri gin a l. En esta secc ión estudiaremos en qué forma se ven afoc
tada s las propiedades de los estimadores de los coeficientes de regresión, por 
el uso ele inl'orm ac ic'.1n mue stra! condensada, en el modelo de regres ión simple. 
Consickra mos dos tipos de información tab ulada, uno d e los cuales representa 
el caso en el que; las obst:rvaciones se agrupan segú n el valor de una de las 
variables, micnt ras que e n el otro la s observaciones se agrupan según los valo
res de la s dos variables. Los cuadros respcct i vos se conoce n ge neralmente con 
el nombre de cu:1dros de c la sifi cac ión simple y cuadros de doble entrada. Na
turalment e, los c uadros de c la sili cac ión simple n:prcscntan un mayor grado de 
agrupación de la informació n muestra! que los de doble entrada, y otra forma 
de ex presa r lo mismo, es del: ir, que los cuadros de cla,ificación simple implican 
una mayor pérdida de información 4ue los de doble entrada. 

Agrupación simple 

Consideremos un modelo de regrcs1on lineal simple como el descrito por 
lJs condiciones (7 .1) a (7 .6). Como se recordará, esto significa que la variable 
explicativa X es no estocástica, y que d término de perturbación de la regre
siém, E, ti cne media cero y es normal , homoscedástico y no autorregresivo. (Sin 
cn1hargo, las conclu sio nes de es ta sección se aplican también al caso en que X 
e·, c: , to ,·;'1 , tica pero imkpendiente de E.) Surongamos que las II observaciones 
111 :1c·, 11:1k , , e dividen en C g rupos. Sea 11 1 el número de observaciones del 
J': 1111c· r ¡: nq,(), 11 , e l lllÍmcro de observaciones del segundo grupo, y así sucesiva
" 1rn1 c: Cumo en to tal exis ten n observaciones, debemos teni;r 
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,ndiquemos la observación i-ésim a del grupo g mediante el doble subíndice ig, 
de modo que la ecuación de regresión puede escribirse en la forma 

(9.19) (i = 1, 2, .. . , n9 ; g = · 1, 2, ... , G) . 

Supongamos ahora que en lugar <le di spone r <le una enumeración completa 
de to<las las observaciones en ca<la grupo, se nos da únicamente su número y 
los valores medios (o to ta les) de X e Y, prese ntados en la forma sigui ente: 

siendo 

Grupo 

1 
2 

G 

Número de 
obse rvac iones 

11¡ 

112 

11, 

y 

Media de X Media de Y 

(g= 1, 2, ... , G). 

El problema consiste ahora en obtener las fórmulas de estimación de los 
coeficientes de regresión , utilizando las medias de los grupos, y en descubrir 
cómo se comparan las propiedades de los estimadores resu ltantes con las de 
los estimadores minimocuadrát icos ordinarios basac ; en las observaciones in
dividuales. Empleemos la ecuación de regres ión (9.19) y «condensémosla » to
mando la media respecto a todas las observaciones dentro de cada grupo. De 
esta forma obtenemos 

(9 .20) v. = " + f3 x. + '• (g = 1, 2, . . . , G). 

Es decir, hemos sustituido las 11 observaciones originales por las G medias de 
los grupos. Si X, , no es estocástica, X, será tambi én no estocástica , de modo 
que sólo nos tenemos que ocupar de E~. Observc:mos en primer lugar que 

- 1 
E(,,)= E-;:¡- (e 19 + , 2• + · · ·+'"••)= O, 

• 
lo que significa que los estimadores minimocuadráticos ordinarios d e a y 0 
basa<los en las mcdias <le los grupos son insesgados . En segundo lu gar, para 

g"" h, 

E[_!__( ,,. + <20 + · · · + '" ,,)] [_!__ (t:,,, + , .,,, -!- · · · + ,. ,,, ,. l] . n, . ,, /¡ - 11 . 

. '', 
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¡, . . ¡ucc , ig11ifica quc f, no es autorrcgresivo. Por ú .. .. no, 

Var(i) = _!_ (o2 + o2 + ... + o2 ) 
g n~ 

o• 

lo que.: significa que el término de perturbación en (9.20) es heteroscedástico, 
a men os que el número de obse rvaciones sea el mi smo en )S los grupos. : 

La naturaleza he terosccdástica de f, implica que los e '. ... madores minimo
cuu<lrúticos de a y 0 obtenidos utili za ndo como «observaciones» las medias 
de los grupos no son efic ientes. Para utilizar de fo rma eficiente las medias de 
los grupos tendremos que empi car la s fórmul :1s de estimación obtenidas para 
las regres io nes hctc.:rosce<l.í stica s. Es tas fórmula s se han obtenido anteriormente 
y se han presentado en las expresiones (8 .1 ) a (8.4). Por lo que respecta a~ 
estamos en la afortunada posic ió n dc conoce r exactamente cómo s.: a ltera su 
vari,1ncia dc una «o bsc rv ,1ció11 » a o tra , t'S c.kcir , <le un grupo a o tro, ya que 
con occ:rnos 11 , . Con e l fin de a<lapt:.ir las fórmulas (8.1) u (8.4) al uso de las 
medias d e los grupos , su , 1i1uirc:111os e l subíndice i por g, X e Y po r X e Y, 
y IV po r (n j O') . Los estimad o res resultantes de a y 0, a los que ll umaremos 
ci y 0, son 

(9.21) 

y 

(9.22) 

p = [( Y 11.)(¿ 11.x. Y.) - (¿ n, .Y.)(> llg Y.)]/0·1 

[(¿ n, )(¿ n9 X;) - (¿ n9 X 0 )
2 ]/o 4 

¿ 11,(X, - ,Y)( Y, - Y) 

'2: 11.(x. - X) 2 

> 11, ,Y, V, - nXY 
L n.x; - 11X 2 

ti= 
(Y n0 V.)/02 

_ p (¿ 11.X.)/02 

(¿ 110)/02 (¿ n0 )/o2 Y-Px. 

en la que X es la media muestra! global de X e Y la de Y. Para simplificar las 
expresiones correspondientes a ii y P se han utilizado las igualdades siguientes: 

¿ n, = 11 1 + n2 +···+ne = n, 

~ 11 , X. = n1i'i + n2X2 + · · · + 11cXc = ¿ X,1 + ¿ X, 2 + · · · + ¿ Xw 

' ' 
= i:::: X,, = 11.\', 

' ' .) 11 ¡ ' . . . + 11 , 5\ ; 11>' . 

--·- -

;,¡ ,,. 
• 11 

¡. 
1, 
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Las variancias de ci y ~ son 

(9.23) 

y 

(9.24) 

Yar(/J) = (¿2 n.)¡,,2 2 • 
[(¿ n.)(¿ n.x.) - (¿ n.x.) ]/a 

¿ n.(X. - X) 2 

V -) - (¿ n.X;)/a2 
ar(a - ((¿ n.)(¿ n.X;) - (¿ n.x.)2]/a' 

Estamos particul armente interesados en comparar las variancias de ci y ~ 
con las de los estimadores minimocuadrá ticos ordinarios basados en las ob
servaciones sin agrupar. Sabemos que, a l agrupar las observaciones y es timar 
los coeficientes de regresió n a partir de la s medias Je los grupos en lugar de 
hace rlo en base a las obse rv..icione s individuales, estamos perdiendo parte Je 
la información contenida en la mu es tra, y en concreto la re la tiva a la va riación 
de las obse rvaciones dentro de c..:Ja grupo . Es de espera r, pues, que al pasar 
de la estimoción basnda en tod¡¡s las observac io nes indiv idualt:s ;:¡ la ba sada en 
las rneJia s de los grupos se piercb cierta efick;,cia. Para ver s i e llo es cic_rto, 
y en qué m.::dida , ealcu!ar.::mos el cociente e ntre V. , (~) y Var(0). siendo !3 el 
estimador minimoc unclr,ít ico de 0 b:1sado en las obse rvacione s indi vi duales . 
De acuerdo co n la fó rmul a (7 .23), la va ri ancia de Bes 

o 

Var(~) =· · _ a· 
0

• 

"'> ( X,, - Y)L "-, 
t 

O bs~n·esc que el denominad o r del lado ck recho de esta igualdad se pu ede 
escribir en la forma 

¿¿(X,. .\') 2 = ¿¿[(X,. - x.) + ( ,f 0 - X)]" 
f t • 

¿¿(X,. - X,) 2 + ¿¿(X. - x') 2 

f í/ j !í1 

+ 2 ¿¿(X,. - X,l(X0 - X) 
t • 

:z: I ex,. - x.)2 + ¿ 11.<x. - x¡2. 
1 
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LI cociente entre las dos variancias es, pues, 

(9.25) 
Var(/J) a2/~ n.(X. - X)2 

Yar($) = a 2/[¿ ¿ (X,. - x.)2 + ¿ n.(x. - X)2
] 

t • • 

¿¿(X,. - X.) 2 

+ t • • 

¿ n.(X. - X)2 
: 

• 
Este cociente es siempre m ayor que la unidad u, en el mejor de los casos, igual 
a cero. El último término del lado derecho indica la pérdida de eficiencia de
bida a l uso de d a tos :igrupados en lu gar de observaciones ind ;viduales. Obsér
vese que el tamaiio Jcl numerador refl e ja la variación de los va lores de X dentro 
de cada grupo, respec to ..i la media dd g rupo, mientras que e l t:imaño dd de
nomin;idor inc.li c:i la variac ió n ck lus mcdi:is de cada grupo de X respecto a la 
media mu estra ! globa l. Í'ur l11 nt o, si no ex ist.:: v:iriación en los vai ,)res de X 
dentro de cada grupo no pcrd,~remos nin gu na cfic ienc in a consecuencia de la 
agrupación, y si es t:i vari ac ió n es pequeña en compar,,ción -:o n IJ de la s medias 
de los gru pos r.:: specto a la media globa l, la pérdida de efic iencia scni t:imbién 
pequeña. En ot rus pa labras, al pasar de las ohsc n ·aciones indiv iduales a lo s 
gru pos sie mp re se producirá a lguna pérdic.la de eficiencia a mcnos que tod as 
las X en e l in k ri or de cad.i grupu sea n ig,1:iks. J,sla co11clusió11 se cumple tm110 
si todos los grupos cu111ic11c11 el lllis1110 11lÍ111ero de observaciones como si no. 
El hecho d e que los gru pos S('an todos d.:: igu:i l tamniio hará que E~, ::t::i homos
ced:í s ti ca, pc ro no impcdid lu pL'rdida dt: efic ie nci:i debido a la agrup,1ción. 

Al csiimar los cocfic icntes de regresió n a partir de datos agrupados pode
mos utilizar las fórmulas (9.2 1) y (9 .22) , ya que su cálculo resulta fücil. pero 
la s e xp resio nes correspo ndientes a las variancin s de di chos es tim ado res cor.tie
nl'n e l par:ímclro de sconocido o-2

• Para o btener un estimador inscsgado de a2, 
calcul:ircmos e n p rilllc r lu gar la espe ran za matc111:í1i ca de la suma po,1derada 
d..: los cuad rad os J e los res iduos, utilizando como pondt:racion..:s el nümero de 
obsc rva ..: ion es en cada grupo. Es decir, 

- /Jx'Y = E¿ n0 [( Y0 - Y) - /J(X. X)J2 
" 

E¿n9 [ - (jl- /3)(>.'0 X) + (i, - i)) 2 

E( p - fJ)2 ¿ 110(.f. X)" + E¿ 11,(i, - i)' 

.\')(,-, - i) . 

- - · ~ '*"1.'l~J.tt,:-• .?°.)- a,III/ .. .__ _ _ __ ~- -

q 

! 
¡. 

' í 
j· 
! 
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Ahora bien. 

E(fi - /3)' ¿ n,( X, X)• 
• [ 

ª2 ] - -. nX-X 2 = 
~n,(X, - X) 2 ~ .( • ) 

E¿ n,(i, - ,)• 

.. 

Ga2 + a 2 
- 2u 2 (G - l}o2

, 

y 

-2E(fi - fl) L n,(X, - X)(i, - n = - 2E(/J - fJ)2 L n,(X. - X)2 -2o2 . 

• 
Por tanto, 

EL n,( r. - ci - /JX,)2 = o2 + (G - l)a2 
- 2a2 = (G - 2)a• . 

El estimador insesgado de rr, al qlle llamaremos s2, es, pues, 

(9.26) ,2 1 "' ( y- - t1x- )2 s = G _ 
2 

L., n, • - a - ,., , . 
• 

A efectos de los cálculos, esta expresión puede simplificarse de la forma si
guknte: 

(9 .26a) s• = 
0 
~ 

2 
¿ n, [ Y, - ( Y - /JX) - /J .f, ]2 
• 

= e ~ 2 [¿ n.( Y, ·- Y) 2 
- /J2 ¿ n.( x. - X),]. 

• • 
Utilizando s1 como estimador de rr2 en las fó rmul as (9.23) y (9 .24), obtenemos 
los estimadores de las variancias de a y ~- Di chos estimadores son 

(9.27) 
-2 

-2 s 
Sp = ¿ 11,(X, x>2' 

(9 .28) 

Esto, es timadores son in ,csgados, consis tent es, y asintóticamente ,·fic icntcs der.· 
tro tk la clase de todos los ,·s1 i111 ador.: s ba sados en la mi sn1 .1 in formaciC,n. 
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t , ·~111 11 1, • í' lllltu Je· i111 c·ré, 1.:11 n.:lac ió r, Cl'n los Jatos mucs1raks agrt1pados 
: , : . ,, .,. , ,k lu , ui;!<!rus de cl;is if ic1c· ió11 , im p rc k"c rdl'n.:ncia .:il compor
.• 11 :, , d ,:I i..:\..11.:lil.'. i"-·nt,.: J i; ch:t~nni ndc...:i0n ( /~~) a l pa~'-tr de ?as ob~l:rvac io ncs 

.',·· ,,!11.1 k, " I; ,, medias tk lus g rL1poo. Cl!anJo se cf.:ctú..1 la c,tim:tc ió n en 
¡._, ,, ., J;i, uh , ..:r..-:,cio11.:s inJi viJu;iks, el rnlor de N' se cakula según la fórm ula 

('cl. 29) fe 2 ¿2(x,. - xr 
' . ¿ 2 ( Y,. - Y) , 

' 
L'll la que 0 es e l c~timado r minin1ucuadrü1ico ordi,i:irio de f3 ba sado en las 
ob ,c rvac io nes i11 dividu:il c:s . Po r 01 ra J'.Jrt c·, cu:u:do los coeficientes d e regresión 
se: es timan a trnvc:s Je la ,; mcdi:1 s de los g rupc» , c:I valo r d.:: R.' se calcula en 
la forma 

(9 .. <0) 

en la que 

y 

) ' ( >7. -· " - /3.f, )2 
J<" 1 - • 2ir-. - }T . 

a - ~X,)'=") [ >', - (Y - ¡U: ¡ -¡BX,]2 

¿ ( Y, - Y)2 - 2# ¿ ( Y, 
• 

+ p2 ¿ (X, - X)2 

2 e r. - Y)2 = ~ r,2 - bcI r.) 2
• . . 

Y)(X, X) 

Se ha podido mostrar que el v.1lor de R 2 calculado según la fórmula (9.30) 
tiende a ser m:iyor que el c,11<.:u l.ielo n partir dc: (9.29).º Es decir, el valor de R2 

tic:nde a aumentar cuando pasamos ele las observacíunes indívidL1ales a las 
media s dL· los grnpos. Como la mucs tr:i subyace 11t.: es la mi sma tanto s i utiliza
mos la s observac io nes ind ividuales como las medias de los g rupos, e l inc re
mento en e l v3lor de R' se elche tínicam cnte a la agrupación. y debe intc:rpre
' "' ' c .1 s i. btc i11 c rcmcnt o rc íl eja sin,plc:mc nt c e l h.:cho d e: que Ja , medias Je 
l, ·., g rupos ti e nden a esta r me nos cli spn•,1s qui: !ns c,bsc rvacio ncs indiv idua les 
,: 11 l \ 1rn o <1 In rc c t.1 de rcg rc~ i ()11 c1ju :-: t11d~1. 

1 : i \ 11' 1.0 . Una encuesta efec tuada en 195'J en un a muestra d~ inm igrantes p,1r el 
! ' · ,:, .11, ,ulio de den ,og rafía ele J,1 llnivcr, iJ:,cl Naciona l de Austr;tlia inc luía in-

S . Cr.1r1ll·,· . e ¡:íf11· i1...· n 1 Gr~~u rin ~. l~q~n: ::::~ i on <tlld Co rrcl~1~ion in [11 Fd Cun·e 
· ·: ... ' : , J 11 1,· l u,· .. ric. 111 S:, u i .·.1/t·r:I 1\ :.,.-.ucia:iun. \ ·o l. 59 . 111 ~1r .! u Jgi..1 4. pp . 223- iO. 
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formación acerca de la renta y los gastos de consumo semanales de las fami! ,,, 
inmigrantes. [n el cuadro 9-2 se presentan los resultados de In encuesta corrcs¡,nn . 
di entes a 18 1 inmigrantes británicos. 

Cuadro 9-2 

Nú mero de 
Gru po e.l e renta ...., o bse rvacio nes 

( 11,) 

Menos de 18 51 
18 a men os de 20 22 
20 a menos de 22 22 
22 a menos de 24 23 
24 a menos de 26 13 
26 a menos de 28 12 
28 a menos de 30 14 
30 a menos de 32 9 
32 a menos de 34 7 
J4 a n1 enos de 36 4 
36 o más 4 

Renta Gastos medios 
medi a • de co nsum o • 

(X,) (Y,J 

15.5 13 .900 
19.0 15 .291 
21.0 18. 195 
23 .0 20. 104 
25 .0 20.98 5 
27.0 22. 742 
29.0 24.414 
31.0 24 .089 
33 .0 29.286 
35 .0 27.000 
37 .0 29. 500 

Datos fac il itad os po r el Dr. J. Zubrzycki de la Austra lia n Natio na l University . 
• En libras auslral i:mas por s~ mana . 

Supongamos q ue queremos estimar los coefkientes de la funci ón lineal de 
consumo. 

Y = a+ {3X + e , 

a partir de dicha información. Los resultados de los cálcu los básicos son 

X= _!_ ¿ 11,X, = 22.390, 
181 • 

1 
Y = ffi ¿"• Y, = 19.024, - 1 ' y = - L Y, = 22.319, 

11 • • 

¿n,(X, - X)(Y, - Y)= ¿n,X,Y, - 181(XY) = 82,153.2 - 77,096.5 5056.7, 

¿ 11,(X, - X)" = ¿ n,X; - 181( X2) = 97,358.8 - 90,735 .5 6623 .3, 

¿ n, ( Y, - Y)2 = ¿"•Y; - 181( Y2) = 69,475.8 - 65,506.2 3969.6 , 
• 

L (Y. - Y)2 = 273 .7, . ¿ (Y, - a - /J X, )2 = 12.069 . . . 

1 wz,t1fftrW:ittréttS: w eédt2Me ·sí(ft Mlr tt?ifi-stf:irtte!í'~ - ·oer&ar: ~ 

ES1 1MACION CON DATOS OH!CltNHS 

.1 = 5o SG. 7 = O 763 
P C,t,23.3 . ' 

a= 19.024 - 0 .763 x 22.390 = 1.940, 

¡ • = 113.;201 = 12.6356, 

[ 
1 22.390'] sJ = 12.6356 ffi + 6623 .3 

n = 12.6356 = ooo19o8 
e 6623.3 · ' 

R 2 = 1 - 12. 069 = O 956 
273 .7 . . 

La ecuación de regresión est im ad:, C5 , pues, 

Y, = 1.940 + 0 .763 X, + e,, 
(1.012¡ (O.ü-l4) 

Agrupación de doble entrada 

1.026188, 

R 2 = 0.956. 

393 

.' 

Consideremos ahora el caso en que la información muestra! se condenso 
en la forma de los cuadros d e «doble entrnda ». En es te caso, las observaciones 
se ag rupan según los vrilorcs d e la vuriable explicativa y de In variable depen
di ent e. S upo ngamos que los , ·a lo res d e X se dividen en G grupos, y los valores 
d e Y en // g rupos . Cada uno de los G grupos es lú rcpi-cse nlm.l o pot In re spec
t iva medi :i de X en el g rupo , y correspo nde u una fila, mientra s que cada uno 
de lus 1/ grupu, est:1 n:p n.: se 11t ado pL•r la med ia respecti va Ll e Y en e l g ru po 
y co rresponde a una columna. El c t1t:rpo central dd cu :1 d ro es tá com puesto 
de C X /J casill as . cada u n a de las cua le s co nt iene e l n tnrn: ro de obse rv ac io nes 
curn.:s pu l](Ji cnt cs . Las ca sill as s in ninguna info rm ac ión se deno minan «vací.is» . 
En cad a lil a y en cad a co lumna ha y po r lo menus una casilla no vacía. En lo 
que s igu e utili zar t.: mos la sigu ie n te no tac ión : 

5:,. n1<:dia de X en e l g ru po de la fila g 
Y, ,, n1<.: Ji n de Y en e l g rupo de la co lumna h 

11 C1 1m-ro tou1 l de cas il l:1s no vaeí:1 s (/ S G X H ) 
11 , , 11 ú 111 c ro t.k ub se r vac io ne5 e n la casilla co rrespondiente a la fila g y 

co lumn a h 
11 _. 11C1 11H: ro de· o b~e rvac ione s en la fila g 
11 -· 11 C1111 c: ro de uh sn vac iu nes en la colu111n a h 

111·11 :lc'l"U tol: tl de o hscr\':.ic iu ncs en la mu estra 

1 

1 

1 
!.: 
l 

l' 
¡ 

1 

¡ 
J, 
¡ . 
!'. 

!: 
L 
1 , 

i 
i r 
l ; 
i ! 
¡ ' 
l : 

- ---~ l>·Jr'J, ,.... - -··-·--
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Esto implica que 
G H 

¿ ¿ n.h = n, 
O ""' 1 h = 1 

G ¿ n •. = n, 
"= 1 

.,. 11 

y 2 nh n . 
h;; 1 

La información tabulada se prese nt a en la forma siguiente: 

x •. 
X,. 

Y.1 

1111 

n2, 

Y, Y.,, 

ncH 

Tl .ff 

ll¡ . 

n, . 

n e. 

11 

Utilizando el triple subíndice igh püra indicar la observación i-és ima de la 
fila g y la columna /z , podemos escribir la ecuación de regresión que de scribe la 
relación entre X e Y en la forma 

(9.31) (i = 1, 2, .. . , 11 01, ; 

g= 1, 2, .. . ,G;h= 1,2, ... ,H). 

Corno no dispunclllOS de las obse rvaci ones individuales , tene lllOS que estimar los 
coclkicntcs de rc'gresión a. y B a parti r de l;1 s !lledias de cada lila y cada colum
na. Considerelllos esto co n ma yur dc·ta ll e. !'ara cada fil a (es decir , para cada 
media de un g rupo de X) podc 111 os tu1 ci- /1 1·a lorcs di s tint os de la vari:1b le de
pendiente, es decir 

Y., = a + f3X. + ig l 

Y.2 = a + f3X. + i!)2 

Y,,, -- " + f3X" + E9 11 

t -. . .... ,.. 

¡_ - ., • ;, \", < -~ - 1, ~. . _. (j; h - 1, 2, ... , H), 

' · ( 

,, - ¡-u•:, k , c:r f,ícilmentc que f , ,, sati s fac<: todos los supuestos básicos cxcryto 
,- 1 ,le- lio rn u,c,dasticidad. En realidad, tenemos 

(12 

Var(z.") = -, n., 

lo que significa que, en general, la variancia de E,,. varía de una casilla a otra. 
Debido a la hete roscedasticidad de E,,,, las fórmulas adecuadas para la esti

mació n de los coeficientes de regres ión y de sus variancias son las (8.1) a (8.4 ) . 
!'ara adaptar estas fórmula s al problema actua l, debemos sus tituir el subíndice 
i por g. en el caso de X , y por .h e n e l caso de Y, las X e Y por X e Y, y el tér
mino IV por (n,,./<1"2

), tomando los su matorios respecto_de g y de h. Los es tima
dores de a. y B resultante s, a los qu e llamare mos á. y B, son 

(9. 33) ¡] 

y 

(¿ ¿ n,,, Y,.) /a2 

(9 .34) • h 

En estas expresi ones, te nemos 

2 11,X,. ?0 . , 
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Esto implica que 
G H 

l ¿ n., = n, 
Q = l h = l 

G 

¿ n •. = n, 
o=l 

... H 

y ¿ n., n. 
f1 = l 

La in formación tabulada se presen ta e n la forma siguiente: 

x, . 
X,. 

Y., 

n., 

Y 2 

111 2 

!1;12 

YH 

n .11 

n e . 

n 

Utilizando el triple subíndice igh para indicar la observación i-ésima de la 
fila g y la columna h . podemos escribir la ecuación de regres ión que describe la 
re lación entre X e Y en la forma 

(9 .31) Y,." a + f3X,.h + e,., (i = l, 2, . .. , n.h; 

g= 1,2, ... ,G;h = 1,2, ... ,H). 

Como no di sponemos de J:¡:; o bse rva cio nes :nclividuales, tenemos qut: es timar los 
eudicicntes de rcgrcsi,ín a y ~ a p:1rtir de l:1 s meu ias de cada fi la y cad :1 co lum
na. Cunsid.:remos esto rnn ma yor det a lle. Parn e.ida fil a (es decir, para caua 
media ele un grupo de X) podemos tener /l \'afores di s tintos de la vari;1bl.: de
pendient e , es deci r 

a + f3.\'. -1- i:,,2 

·, ... • , ,, !l. 

t· ~ ,.. .• , . l "'> 

( g - 1, :' . .. , (,;h •. , l. 2 ... . . /1). 

, , ¡".,r,k n:r f,í ci lmente que E,,, sat isf:,cc to<lus los supuestos básicos exceyto 
r l ,k IH•11Hi,c.:<lastici<la<l. En realidad, tenemos 

Var(t.,) 

lo que significa que, en genern l , la variancia de E,,, varía de una c2sill a a otra. 
Debido a la heteroscedasticida<l de 'f,,,, las fórmulas adecuadas para la esti

m:1ción d e los coe ficiente s de regresión y d e sus variancias son las (8 .1) a (8.4). 
Para aJaptar es tas fórmula s a l problema actual , debemos sus ti tuir tl st1bíndice 
i por g. en e l caso <le X, y por .h en el c:iso de Y , las X e Y por X e Y, y el tér
mino w por (11,,./ G' ), toma ndo los rnm a torios respcc to_de g y de h . Los estima
dores de a. y P, re , ultant es, a los que ll amaremos a. y 0. son 

(9.3 3) ¡] 

y 

(9.34) 

((¿ ¿ n91, )(.¿ 2 11,,)<. v.,) -- (¿ I n,,x • .)(¿) n,, Y.h)]/a• 
qh 9h · oh r,11 

z a 

¡: n es tas exp res ion es, tenemos 

¿ 119.X,. Y,., 

i· 

I· 
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y es distinto de s2
, e l estimador de o-2 y se obtuvo a partir del cuadro de cL ,. ' . 

cación s imple. En relación a los cálculos, obsérvese que 

X)' 

¿ "•" ( Y,,, - Y) 2 
- ¡J2 ¿ n. (X9 - X) 2

• 
... h 

Aunque no vamos a presentar una prueba formal de ello, resulta evidente que 
s2 es un estimador más e ficientc Je rr que s2• Esto es debido a que s2 u!iliza 
mayor información acerca de la vuriacicín de la variabk depe ndiente. Al uti
li zar s' como estimador de rr en las ccuaciunes (9 .23) y (9.24) se obtienen unos 
nuevos estimadon:s de Var(ii) y Var·(0l que ,·~ ndr.ín dados por las expres iones 

(9.38) 
§2 

JJ = =--- ---¿ n0 (X. X)2 

y 

(9 .39) X)2 ] . 

Nut:vamente, estos est imado res s0n inscsgm.los, consistcntcs, y asintóticamente 
elicicntc:s n :specto a todos los estimadores que utilizan la misma información . 

Por último, podemos estar in tc rcsad os e n la o btención del valor del coefi
ciente de dcte rmi1,ació n. La fórmula de R' calculada a partir de un cuadro d e 
dobh: ent rada es, por ana logía con la ecuaci ó n (9. 30), 

(9.40) R2 
L L ( ~. - <X - iJX.)2 . " - -1 2 o:. - t")" 

• h 

en la que 

2 2 e v.. ª - iJX.)' = L L ( Y,, Y)2 + p2 L L (X. - .X)2 
• h g h a h 

2/J ¿ ¿ ( v.. Y)(X. X) 
• h 

y 

Todos estos sumatorios se efcct úan úni ca me nte respcc to a las cas ill as no VHcías . 
Como In cla sili c; rci<,n de d ob k cntr·ad,1 pnrnitc un ;, nwyor di spe rsión dc las in· 
fo rm aciones que lus cu ;1dro, de cla sili c;1L·i0 11 s impk. cabc espnar que el 1';1lc•, 

~· , · ,,,,\ 1 ,o·, co ·--i r: 1.l o~ or 11c1l'"'tfs 

; • " ' ' ,: , !..o 1, -,: :, u \.1 1'1 .;u¡ , ,:., nh· nu r que: el c,kulado por 

.. ··. 
, , . ' · " ·' , .,rr . .l •k ,·, 1,,,,i, tica (imkp,·ndi..:ntc dd- t<.' rmi no dc perturba-
:, , . ,- ,, -:,• :i 1. 1,, ,, k,rn» ..: , t:i r int..:r..: sados en el cáku lo d..:I valor del coc
,k " ,rr ,L, Li,'li ..:ntro.: X e }' . En e l caso de los cuadros de cla sificación 

, :· :, c·ntr:nL, . v , t..: , ·alur se calcu la 11 o rmulmcn(c: tcnic:ndo en cuen ta las fre-
.. '-" d o: la , c·,"ill;is individuaks contrariamente a lo que ocurre: c ua ndo se 

: _,; _',:1., N' c·n b:i , e a la fó rmula (9.40). llcprcscntando por rxr e l coefi c iente de.' 
" ,rr ,· l,, c iú n X e Y, su valor puede obtenerse a part ir de 

1'l .-ll) 
(¿¿ "•" <,f0 - X)( V., - Y)f 

(¿¿ 11 0,cx •. - xrH2 2 110, e Y., Y)2] 

:,.:;,wralmc nte, ln s fórmula s d e los cocli c icntc:s dc n:g rcs ió n es timados y de sus 
c·rro rcs sta ndard permanece n inulteradas . 

1:J Uvt PI.O. Los resultados aco.:r..:a de la renta y el gasto , correspondientes a los 
181 emigrantes hritár,icos en Australia de la enc ues ta ut ili za da en el ejemplo an
terio r, se ha ll a n también disponibles en la forma de 1111 cuadro de doble entrada, y 
se prcsc:ntan en e l cuadro '1 -3. En este cas,,. X == rc·nta. e Y == ga,tos de consumo. 
Las esti maciones de los coeficien(es de la función linea l de consumo ser:í n las mis
ma s que se han calcu lado a partir del cu:i dro 9-2. Si n embargo, tenemos 4u e efec
tuar nuevos cálculos de las estima ciones de los errores ,tandard y de R '. Los resul
tados bá ,;.;icos so n lo s siguie n tt.~s 

Y. por tanto, 

J = 45 , 

¿¿ 11.,.0 :. - f')2 = fi l50.8 , 

¿ ¿ 11 ,,( ~ - - <X - ~X.)2 = 2292.5, . " 

¿ I o~. - >' >2 = t5 3s.o. 
' h 

¿ ¿ ( v.. 
' h 

52 = 1 
45 

_ 
2 

X 2292.5 53.31, 

3¡ = 4.3298, 

jJ = o. 008050, 

l _ 983.0 
1538. 0 

0.361. 

,, , 
! , 

!, 

1! 
i 
\· 
¡, 

1 

, . 

'· 

i ¡ 
; ; , , 
¡• 
1: 

1: 

¡t 
Í 1 
! ; 
; ' 
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ves distinto de s2, e l est imador de cr2 y se obtuvo a partir del cuadro de ch ,,,. 
cación si mple. En relación a los cálculos, obsé rvese que 

ª - Px. >2 = I I n,h< :v.h - r) 2 
- p• I I n,h<x. - X>• 

9 h. 9 h. 

x)•. 

Aunque no vamos a presentar una prueba formal de ello, resulta eviden te que 
s2 es un es timador m,ís eficiente dL: a-2 que s2• Es to es debido a que s1 utiliza 
mayor informació n acerca de la l'ariaciún de la variable d e pe ndiente. Al uti
lizar s2 como es tim ador de ri' en las ecuaciones (9.23) y (9.24) se obti e nen unos 
nuevos estimadon:s de Var(a) y Var(:~) q ue v.:ndr,í n daúos por las expresiones 

.P 
Si= = ------

p L n, (X. . %)2 
(9.38) 

y 

(9 .39) X)•]. 

Nuevamente, estos estimadores son ins1,; sga dos, consistentes, y asinlóticamenle 
efic ientes respc.:to a toúos los estimaúon:s que utili zan la misma información. 

Por último, podernos estar interesados en la obtención del valor del coefi
ciente de dc:terminaeión. La fórmula ele R2 calculada a partir de un cuadro ele 
doble ent rn da es, po r analogía con la ecuación (9 .~J), 

(9.40) R' 1 -
L L < V.h - ª - Px.>2 
• h=-=c-----~--L L ( Y,:. - Y)2 

• h 

en la que 

I I < v.h 
• h 

L L (Y,h - .Y)" + P2 L ,L (X •. 
9 h O h 

2/l ¿ ¿ ( V, ,. ,\' ) 
g h 

y 

Todos estos sumato rios se d ectCw n únicamente res pec to a las cas illas no vacías. 
Como la clasificación de doble entraúa permite una ma yor di spe rsión úe las in · 
for111acio111.:s que lus cuadros de c la s ilic.ici ó n s imple. cabe esperar que el valur 

t :. • •.• ~ · ,(' "; C l) ',i D AT U S Dlf l(l lNHS 

. ; .,: : ir d ,: L1 1~,r1 11td.1 1--# .-Hn ~1.:J nh.:nur 4uc el <.:al...:ulaJu por 

, . ,. , ,., , ., , 1,,1 , k c·, tu,·;i ·. t i, a \ÍrHk¡,,ndiente dd - término de perturba
: ., 1 , , 1 , _. _. ,. ,. 1,0 ,kn,u, e ,,a r int ..: rc , aJu, en cl c;jlcu lu del v:.ilur úe l coe

. ,k 0,,, 1, 1., ,ís',11 cntre .\ e Y . En el ca so de los cuadros <le clas ificación 
·¡\· ,·n1r.1d :1. c·, tc valur se c;rkula normalmente tcnie ndo en cuenta las fre

.· , ,, d e· J;i, c:1>illas individuales contrariame nte a lo que ocurre cuando se 

: .,.·,:i'.: N ' en ba se a la fórmula (tJ.40). Re prese ntando por rw el coi:ficien te de .' 
, , ., ,,i.1,ivn X e Y, su valor puede obte nerse a partir de 

¡ -l.-lt) y )2] 

N;1tura lme nte, las fó rmula s ú c los coefic ie ntes de regres ión es timados y de sus 
errores standard pcrmam:ccn in a lteradas. 

EJ Uv1 PLO. Los res11l tados acerca de la renta y el gasto , correspondientes a los 
t 8t emi grantes britá nicos en Australia de la encues ta ut ilizada en el ejemplo an 
terior. se ha ll an ta mbién disponibles en la fo rm a de un cuadro de duhle entrada. y 
se presentan en el c uad ro 9-3. En este caso. X = renta. e Y = gastos de consumo. 
Las estimaciones de los coeficientes de la función lineal de consumo se rá n las mis
mas que se han calcu lado a partir del cuadro 9·2. Sin emba rgo. tenemos que efec
tuar nuevos cálculos de las estimaciones de los errores standard y de R 2. Los re su l
tados htt,icos son los siguit.:nlcs 

Y. por tanto, 

J = 45, 

2 2 n,n(Y., h - Y)2 = 6 150.8, 
• h 

I I ","e v., - ª - ~,r. >' = 2292.5. 
• h 

LL(fon - Y) 2 = 1538.0, 
• h 

,L ,L ( Yon - C< - px. )2 

• h 

52 = 1 
45 

_ 
2 

X 2292 .5 

n = 4 .3298, 

.fJ = 0.008050, 

983.0. 

53.31, 

I _ 983.0 
1538.0 

0.361. 

I • ¡, 
l 1 

1 ! 
! 1 

11 
l ¡ 
¡ ! 
i' 
l 
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en las que X, e Y, son las mec.Jias muestrales de X e Y calculadas a po: : , 
c.J e los pa res comple to_s , y :E,. re presenta la suma respecto a todos estos pnrc, 
Los estimadores a.,. y 0c so n in sesgados y e ficientes respecto a todos los estima 
do res de a. y 0 que utili za n la mi sma información . 

Variable explicativa no estocástica 

En el ca so en que X es no es tocás tica, su s valo res est án bajo el control 
c.Jel in ves tigad o r o c.Jc l «cxper i111 cnta do r» o rig ina r io . Na turalmente, esto debe 
in tc rpn:tarsc: en sc mid u a mplio -por ejemplo , cons·ic.Jeranc.J o que el Gobierno 
e k c t11a un «cx pc ri111e 111 0» siempre qu e rea li za a lgC1n gasto-. La implicación 
de: esto es qu e los pare s ck va lo res en los qu e no nparcce el va lor de Y no 
proporci onan info rn1;1 ció 11 al µu11 ;1 acer,·a del resultad o de l «ex per im ent o» , y no 
deben cont c, rsc c·n absc, lu to como fo rma nd o p:, rl c c.J c la m ues tra. Po r tant o, en 
c:s l<! cun1 exto, e l ün ico c:,so i11 11.:re, a11tc; es :, quc l en q ue Lilt an a lgu nos d e los 
va lo re s de: X pero se co nuce n iodos los va lo res de Y. Los pa res in co mplet os 
nos proporcionan info rmación acerca de Y , o sea ace rca tk l rcsultac.Jo de l 
,<expcr im.:: nto» , pe ro no a<:cn.:a de la va riab le <:o nd ic ionante X. En prime r 
lu gar calcularemus la pt: rdid a de e lic ién c ia q ue resulta del uso de los pares 
compl e tos so la me nt e en vez de utili zar to c.J os los pa res si todos es tuviese n com
pl e tos. Dcs pu.'s tra taremos de utili za r los pa res in co mple tos con el /in de 
redu cir dicha pádiua de eli c icnc ia . Durn n lc es te proceso , y a lo la rgo de toda 
esta secci ó n, utili z:1re111os la not :1c ión s igui t: 11te , adcm;í , dc los s ímbo los ya 
utili zados en la s fó rmulas (9.4 2) y (9 .4 3): 

I sumatorio res pec to a tod os los par", en los qu e se o bserva X 

:E suma to rio respec to a toc.J os los pa rcs en los qu e se obsc rva Y 
1 

:E suma to rio respec to a todos los par.:s en los que no se observa X 
Ox 

:E suma tori o res pec to a todos lo , pares en los qu e no se observa Y 
o,· 
11, nC1 mcro de: p: in:s complet os 
n, número de pan.:s en los qu e se o bse rva X 
n, número de pa res en los que se obse rva Y 
m, 11t1111c ru de pan:s en los que no se obse rva X 
m, ntrnicro de p;1res en los que no se observa Y 

X x = _!_ ¿ X,. etc. 
11 .,· X 

Obsérvese que 
ll e + lllx + ,n"JI = n ' 

., ...... 

(STIM/ICION CON DATOS DEFICIENTES 403 

. .. . , .. -1,•. , 11 ,1 que· Ji , po nemos de todos los valores de Y, tenemos 

n, n, 

m" O, 

X.~ = Xc. 

Si utilizamos únicamente los p a res de informaciones completos, la varia.~cia 
,..k l es timador minimocuadrático d e '3 es 

(9.44) 
ª2 

Var(~c) = ¿ , 
(X, - 1\)2 

Si todos los pares es tu viese n completos , la variancia del estimador minimo
cu adnítico de 0. al que e n este caso ll a ma remos P,,, sería 

(9.45) 
ª 2 

Var(/3. ) = ¿ (X, - X,)2. 

" 
La pérdida de eficienci a deb id a al hec ho c.Je que a lgunos de los p:ires de ob
se rvaci ones no indi can e l val o r de X (y sólo utilizamos los pares completos) 
puede m edirse por la razó n entre \'ar(f,, ) y \'ar(0 , l. o seu, 

°'.>' (X, ,Y,) 2 

(9 .46) 
¿(X, 

X 

En c, ta e xpre sión, te nemos 

2 (X, - X.)2 = 2 (X, x.)2 + 2 (x, xy 
~ Ox 

+ 2 [(Xi - Xox) + (Xox x.)J2 
Ox 

= 2 (X, - Xx) 2 + nx(X_,, X.)2 + ¿ (X, - X0.,.)l 
X º" 

S: ,h icndo que 

¡: 
1 

J: 

i ., 
:· 
1 

·j 
1 

1 

1 .. 
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en las que X,. e Y,. son las medias muestrales de X e Y calculac.las a pa· · . 

de los pares comple to_s, y ~" representa la suma respecto a todos estos par n 
Los estimadores a, y (3,. son insesgados y eficientes respecto a todos los c,t i, 11 0 

do res de a. y ~ que utili z;i n la mi sma información . 

Variable explicativa no cstodstirn 

En el ca so en que X es no estocásti ca , sus va lo res están ba jo e l control 
de l in v.:s ti gador o e.l e! «cxpc rimrn tado r» o rigi 11 ;1rio. Na tu ra lm ente, es to debe 
intcrp rc tan,e en sent ido ampl io -po r ej..:m pl o, con~idcranclo que el G obierno 
e fi:ctt'1a un "c,pe ri mc nt o " s iemp re que rcn li za a lgún gas to- . La implicación 
ele esto es q11c los pare s dc \'u lo res en los que no apa rece e l va lo r ele Y no 
prv po rc iu11 :1: , id,, 1111:"·i(Íll ;il puna ace re:, del n:su ltaJo tk l «c.~perimcnto». y no 
de bc: 11 , ' " " .!· , ,luto comu furm:1 11do p:,rlé e.l e la muestra. Po r tanto , en 
r,te coni,: ·-i ,,, u,11,c1 ca so in tc:res:1111e es aqu c l en q ue fa ll an a lgunos de los 
val ores de X pe, o se co nocen todos los va lores de l ' . Los pares in completos 
nos prupo1-c iona 11 infv rm:1.: ió n acc:rca de }' , o sea ace rca de l n: sultado e.le! 
«c xpe rim..:n to». pc'l'ü no accrc:1 de la var iab le co ndi c i()nanlt.: X. En pri111er 
luga r cak ul a rcmos la pérdida de efi c i..:nc ia que resulta de l usu d e los pa res 
co mplet os sol,1mcnte en vez ele: utili za r todos los pares si todos estu viese n co rn
pktos. D..:spués tr,1t:ire 111us de utili za r los pares incornplctos con e l fin de 
reducir di cha pérdida tk di c ienc ia. Dur:1 11t c es te procc,o, y a lo la rgo de toda 
cstu secc ión, utili za remos la no wción siguiente, adcmús Je lus s í111bo los ya 
utili zados en las fórmulas {9.42) y (9.43 ) : 

I 
r 

L 
' L 
o, 
L 

su111at u rio respecto a todos los par ... , en los qu e se o bse rva X 

sum a to rio respec to a tudos los parc:s cn los que se obse rva }' 

sum ato ri o n:,pec to a todos los pa res en lus que no se obse rva X 

su mat orio respec to a todos lo'.· pares en los que no se ob se rva Y 
O,· 

11, núme ro de JXll 'CS Cllll lplct os 
rz, númcro e.l e pares en los que se obse rva X 
11,. nC1mero ele pares en los que se observa Y 
111, núm ero de pares en los que no se o bse rvn X 

. 111, núm ero e.l e pa res en los que no se: obse rva Y 

- 1 "" X = - LX., etc. 
;re /l X X 

O bsérvese que 
lle + m , + m , = ll , 

11 (," + tn y = ll x , 

ll e + n,:r = 11 -y . 

l~. 11•,• ,, c,oN CON DATOS O[flCl[N1(S . .. 403 

. "" d q u,· d ,·pdncmo, t.k toe.l o s los v¡¡lo rcs e.le Y, tenemos 

,, .... = fl ,: , 

n, n, 

m, º· 
"'-' = Xc. 

Si utilizamos únicamente los p ares de informaciones completos, la variancia 
del es timado r minimocuadrático e.le '3 es · 

(9.44) 

Si tvdos lo s pares es tuvi esen compkros, la vari ancia del estimador mínimo
cuadrático ele 0. a l qu e en es te ca so lla111nrcmos P,,, sería 

(9.45) 
ª 2 

Var(tJ = ~ -
L., (X, 

La pérdida ele efici e nci a debida a l hec ho e.l e que al gunos de los pnres de ob
se rvac iones no indi can e l va lo r de X (y sólo utili za mos los pares completos) 
pu ede mcc.lirse por la razón ent re Var( 0, ) y Var{$ ,.) , u sea , 

(9.46 ) Ya r(¡'l,) 

Ya r(f, J 

En esta cx pr..:s iú n . tc: ncnws 

¿(X, X . )2 

".~ ----
¿(X, 

X 

¿(X, - X,)2 = ¿(X, Xv) 2 +¿ (X, 
" Ox 

L [(X, X x) + (Xx 
X 

+ L [(X, - - Xo x) + (Xox - X, )]2 
Ox 

¿ (X, - .\\ ) 2 + nx(Xx - X,)2 + ¿ (X, - Xox) 2 

X Ox 

S.,hicndo que 

I' ,, 
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podemos escribir 
2 

= llxmx (X 
fl2 X 

y 

Por tanto, 

¿(X¡ 
(9.46a) + ~O.c.x ____ ~ ~-----------

¿ (X, - X.Y 

[stc res ultado inJica que la pérdida de eficiencia se rá pcque,ia si los valores 
<le X que faltan tienen una dispersión pcquetia y, al mi smo tiempo, la media 
de di chos val or.:s no Jifi.:rc mucho Je la media de los valores de X que 
conoCC lllOS. En la s mues tra s finit as no exi stirá pérdida ele eficiencia alguna si, 
y solamente si. to e.l os los valores de X qu e no conocemos son iguales a la 
media Je los valore s conociJos ele X. Naturalme nte, como no conocemos los 
valon:s ck X que folt,111, no pod.:mos calcular la razón (9.46a). pero la po
demos estimar :1 partir Jt: la inform ació n mu estra! di sponible , como se mues
tra m,í s a-delante. Tratemos ahora de utili za r la infor111 ,1c ión contenida en los 
pares de observaciones en los que f;ilta el valor J e X. Podemos considerar estos 
valurcs que nus f,dtan cu ino un os p:1 r,í 111ctros desco noc idos que se put:J cn es
timar al mi smo tiempo que los coefic ie ntes de regre sión y o-2

• Rcpn:s.: nt a re
mos por E,, estos val ores J e X que faltan , )' ;;eg<111 la not:1c1on que lu:m os 
indi c,1Jo, su núm..:ro sc r,í 111,. La funci ón J.: vc ros imilituJ p:1rn (}' 1, Y, .. .. , Y.,) 
sera 

L = - ~ lag 21t - :i log a 2 
-

2
: 2 ~ ( Y, - u. - f3X,)2 

- 2~2 ~ ( Y, - " - f3[;,)2. 

Derivando L resp.:c to de a, B. o-2
, y cada una d e las ~,. e igua land o a cero 

estas dcrivad as y despej ando los valores ele los parámet ros d esconoc idos, ob
tendremos los r.: spccti vos estimadores ma ximoveros ímiks. Es simpl ement e cues
tión de {dgebra el mos tra r que los estimaJon:s ma xi moverosím ilcs de u. y B 
son exactamente igual es a los estimadores minimocuadráti cos (9.42) y (9.43), 
qu e el estimador d e o-2 es igual al que se basa únicament e en los pares com
pletos, y que los es timado res de ~, son 

(9.4 7) 

Esto significa que el método ele la es timación maximoverosímil aplicado a 
tocias las observaciones en las que se conoce Y proporciona es timaciones de 

·e ; f ., · .t 'l l! t." \ . p·,.· ! , , dc 1:1 a l.-1'1 <.:•,ti!lL ~l.:ÍU tH .. "'.> Je Cl, ~ Y cr 
. . ! , ,.: l .., ~, 11~ .1! ' .1 !1 t· n b. 1 .... c ;1 lu ~ J"':tti..·~ t::u1npli:tu~ ~üL.!1111.:ntc. [~tu 

_ .;' . . l!,.. ... ~.., ,t,11 1..• n.Hl\•r. pL"r1.., . !-in c-1nb=-1rt!.O, hi.:rnus a<.h:lantado un poco, 
. -. ;; ,, ¡., 11:.: 11,, , p, •J,mu, utili1.ar b s <: stinwciones d.: los valores de X 

! ., : ,., 11 ¡, ,ira dll,'11<:r :,! ¡:una iJ.:a :.i cc rca <le la p.:r<li<l:.i d e eficiencia de
• ! ., ., 1., ¡, 1 c,cn (i a J.: pares de obse rvaci ones incompletos. Esto se puede hacer 

.. '. i1tl\ , 11Ll0 los v,il o n: s tksconoci<los de X en la ecuación (9.46a) por sus esti

m.1c iuno E, ,. El n:: sult ado es 

¡ ',1.48) Est. [Var(~c)] 
Var(#,) 

¿ (f, 
+ .::0::_x ___ ~~---------¿ (X, - X_,) 2 

El estimador !;, ti ene las propiedades asintóticas deseables que poseen los de
m:.ís estimadores m ax imoverosímiles, a condici ó n de que el numero de valores 
de X que faltan no aumente al aumentar e l tamaño de la muestra . 

EJEMPLO. En el ejemplo de la sección 7.3 , nos ocupamos de la estimación d: 
los coeficientes de una rel ación lineal entre el precio (X) y la cantidad de naranjas 
vendidas (Y) en un supe rmercado durante doce días consecutivos . Las observa
ciones fueron: 

X: 

Y: 

100 90 

55 70 

80 

90 

70 70 

100 90 

70 70 

105 80 

65 60 60 

110 125 115 

Los res ultados ele los cálculos apropiados fueron lus siguientes: 

X= 70, 

¿ (X, - X)2 = 2250, 

&. = 210.460, 

~ = -1.578. 

55 50 

130 130 

Supongamos ahora que, además de los 12 pares de observaciones, también tene
mos la información de que la cantidad vendid:i en el día número trece fue de 37 
libras , pero no tenemos noticias del precio. Es decir , Y13 = 37, y se ha prescindido 
de esta observación. Queremos saber qué eficiencia hubiésemos ganado en la esti
mación de 0 si hubiéra mos conocido X 13 . En primer lugar, utilizamos la ecuación 
('J.47) para estimar X 13, de modo que 

37 - 210.460 
- 1.578 

110. 

- ----~'"--- ·---. 
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En tal caso, la razón estimada entre Var(0, ) y Var(~ ,) es 

O + [(12 x 1)/13](70 - 110)2 = 
1 6564 + 2250 . ' 

lo que significa que la pérdi da de efic iencia se estima en un 65,64 %. 

Una forma alt c rn nli va d e utili za r la iníorm ación contenida en los pares de 
obse rva c io nes inco inplct ~ co nsi5te en rell e nar los espac ios vacíos utilizando 
al guna aproxi mació n d e los vn lo rcs d e X qu e ía lta n . Este proced imiento es, 
proba blemcn te, muy co rri e nte en la pr(i c tica. La s aproxim:ic iones pueden ob
tenerse, po r ej l'm plo, por interpc1 lac ión n p:ir!ir d e los va lo res obser vados d e X. 
o con n :fc rc nc ia a a lgu n:1 var iabk Z q ue e s té currc l:ic io nad a co n X . Sin e m
bargo . s i sustituimos los val o res d e X que folian po r nl gunn ap roxi m ac ió n , in
trodu c i1rn1s e rrores de 111cdi,· i6 11 en los va lo res de la va ri :1blc ,· xplirn ti va y, 
en co 1,:;ccu cnc ia. obt,:nc rnos c s1i111 :1c io 11 rs in co ns is te ntes d e los coef ic ie ntes de 
rcgn:s ión. 1:1' co1110 se ex pli có ,kuil lad <1 rnen1 c en l:i secc ió n CJ .1 . N <1 1ur:ilmc nte , 
el 1a 111a1i1) d e es t:1 inco n sis te nc ia <.k pc nd c r:í d e la m ed ida d e los errores cíectua
dos e n la ap:·ox irna c ió n. E11 re.: li d:id. lo q ue es ta mo s h acie ndo e n es te caso es 
pe rd e r co n;, is1<.: 11ci a. e sper:,ndo rcdt1 c ir con e ll o la vn ri ancia ck l estim ad o r . Si 
e , t:mws r,1,0 11 ,1b lrn 1cnte seguros de que los e r rores de aprox im ac ión son pe
quc11üs mi e nt ra s qu,· e l ;1u111c nl ü de efic ie nc ia es p o kn c inlmcnte grand e, e sto 
pu eck s.:: r un proccd imi cn10 ra cio na l. D e lo eontr,1ri o , cs te trueque pued e pro
ducir pádidas. 

Variable cx¡,licath·a estocásl ica 

l'.1 sc n1os aho ra a l caso en que X es un a variable cstoC<i s ti ca quc se dis
trih11 yc i11 ,k pc·11die·11 1u11c1lle ,kl ti.:rin inu de pert urbac ió n . Las rórn wl :1 s de lo, 
c , 1i111adu1·es 1ni11i111 uc uadr,i1icos d c los cuc li c ie11tcs ele: regres ió n b:i sadas e n lo, 
pa1·c, de u b, crvaci o 11es cu m pkt os pcn; ia nccc n in a lte radas y lo mi sm o oc urre 
co n la, fórm ula s tic su s \'ar i:111cias -,ul vo po r el hecho de que estas últimas 
de ben comidcr:,rsc cond icio 11 m!:1s al conju1110 e specifi co de va lo res d e X d e 
que ,e di , po n, - . C:1da p: 1r ,k v,il o rcs u J,se rv:1dus de X e }' p wce d c ,ilw ra 
d ~ una di , 1ri lH1ci(,11 d c pro h:ibi lÍdaJ biv:,riank, y e l p robkm.i con sis te en e s
timar lus cue lici e·nt e·, d e rcg r..:s ión cu a 11du al ?, unos pnrcs dc obscrv:1cio nes cc s t.ín 
incu mpkt us. J\p :1 r lc: dc prcc sci11dir d e los p:,res in compklüs , ta m b ién p od e' m os 
tratar d e rcl k11:1r lu , c ap.ie·ius V<1cios apl ic,1 11do a co11t i1 111ac·i ú11 l,1 c s tin1ac ió 11 
pur mínim os c u :1d1·:1 d,, s . LJ 1w fu1nu d,: rc llc11:11· los es pa cios va c í11s co ns i, tc e n 
J)l \ ¡'<.111ta rn us qu é· 1,ilurL·, dc .\. o d e }·. c, pc ra rÍiill JUS o bser var w1 11•., tk- ckc lll ,«· 
la o h,e r1·:1l·i0 n. C ,·1 1e ral n1 e11 1e . es tos v,il o rc s sc: r i:111 la s ,~, pnn n za s 111 :llcm:ític;i, 
d e .\ o Y , es tL ,· ir, sus mcdi:i s . Como las m edia s su n d,:sco110c id :i s pc,de·1n ,•s 
u1ili zar co111 u cc s 1i 111.1durcs la , 1ne·di as mu cs tr:.ilcs di spo11iblcs . o sea q ue· l'ud ,·1 11 . .
cu m plcu1r las u lisc r1·:1,·i<111,·s q ue· f:tl t:111 e n los parcs i11,:u 111 p l,· 1u, u1il i""' cl , , 1 ,· 
n h:di<.1 ~ rn l1 c::i t1t1k :, di..: ti:- ,·,1r i,1bk~ r1..:....,pccl iv~i~. L ú:, c :--r i1 11 ador1 .. :::i 111 ii 1i ! !l.', 11 .,! 1.: 
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: .... , Jc a. ~ '.{ obtenidos a partir de la mu estra compktada de esta forma re
, ,h- 11 c·I 11<>111b re de estimadures de r<'g resiún de orden cero,1 y s¡; ddinen de la 
f,. , r,11 .. 1 ::i i~ukntc : 

(9.49) 

y 

(9.50) 

~o 

L (X, - X ,.)( Y, - Yv) + ¿ (.\\ X x)( Y, Y.} 
e Ox 

L (X, xy + L (Xx - X x) 2 + L (X, - Xx) 2 

e Ox 011 

¿(X, V.) 
+ ~a-:-~---==--=º"'"-=-=----==---=-----¿ (X, - Xx)2 + L ( Xx - Xxf + L (X, 

Ox 011 

Xx)(Y1 V.) 

Para descubrir si es tos estirnadt,rcs son insesgados, sustituiremos 

Y, - Y, = {3(X, 

en la ecuación (9.49) para obtener 

¿(X, X ,.)[/3(X, 

~o 

X.) + (e, 

x.) + (e¡ 

.' 

La es peranza matemáti ca de !3o condicionada a los valores observados de X es 

\ ' . \ 

/3) (X, 
e 

Xc + Xc - x _, )[X, - XC + XC - E(X.)] 

¿(X, - X.)2 

!:(X, )) 

¿ (X, 
X 

·\ 111: ·. 1~ .\1 1 l, 1, lh1Ít , \l (~ ... ,11;: () / .. , n.11 :, ,n, 1:1 \! 1.l1i ,~, r i;.i 11,: St ;i t i~
·· , ·1 i:, \ 1•1.¡ •k !. : n l·.r r /~1.: ~·r,.: 'h ' !l /1 •· , ,·: .. : , , : l : .. l r; ;i ·ri .. :11 ., :,:{1., :i, ·..:! 

. _. : · 1 

_, _ __......ir.. _____ _ 

1: 
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Pero 

en la que se utiliza µ,, que es la media de la población de X , para sustituir 
a L'(Xo,), ya que Xo., no se ha observado . Por tanto, 

f3 [¿ (x'; - X,)2 + (n ,m ,/nu)(Xc - X .J(Xc - µx)] 

E(So) = 

La conclusión es, pu .:s, que, en general. d estimador de regresión de orden 
cero de (3 es sesp,udo, y lo mi smo ocurre con resp('cto al estimador de regresión 
de o rd en cero de a.. 

Antes de /iii al izar con el mé10J o de regresión de orden cero, considere
mos a lgunos casos especi a les . En primer lugar, supongamos que se di spone 
de todos los val ores de X y que solamente faltan a lgunos valores de Y. E¡
este caso, 

As{ pues, 

Xux = O, 

¿ (X, - Xc) 2 

E(So) = f3i_ (X, - Xx)2 , 

de modo que f3o sigue siendo sesgado a menos que X. = X,. Alternativamente, 
supongamos que disponemos de todos los valores de Y, pero que faltan algunos 
de los valores de X. En este caso, 

y 

ll u = n , 

111 " = O, 

f]¿ (X, - X'J' 
E(So) = i lX, - Xc)2 = fJ' 

e 
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. _ " " ,,!,, qu e. en cstc caso , el estimador <le (3 de la regresión de orden cero 
in :-·: ¡.:;iJü. Sin embargo, la v..Jriancia de Po condicionada a los valores obser

\ .! , id :-- lk .X. es 

[
"' - _ ]2 L. (X, - X x)(c, - cJ 

Yar(So) = E(#o - f3) 2 = E x ¿ (X, _ X,)' 
02 

2 (X, - A\ )2 

que es igual a l:i expr.:::s10n de Var(0J indi cada en la fórmula (9,14í. Esto 
significa_ que en términos de efi cienci a no ga namos nada usando f.o en lu
gar de (3,.. 

El método de estimació;1 de la regres ión de o rd e n cero se basa en la idea 
de sustituir cada uno de los valores que faltan de X po r J<. , y lus va lores 
qui: faltan Je Y por f',. Como id ea altern ,: ti\':.J, ~e pueden süstitui r los va lores 
de sconocidos de X po r .::1 pa rámetro ;, y los J,_: Y por el p:1nímctro TJ. Como 
todos los \'a lorcs de X se sus titu yen po r un solo parámetro, y tod os los de Y 
po r o tro, este procedimi ent o inco rpo;-a so lamente dos parümetros desconociJos 
ad icio1wks inJcpenJicnkmcnte de l ta m .. iio Je la muc ';tra y t.!el número de 
valo res c¡u c falt a n. A co ntinuación, se pueden es timar simult.:íncamente los coe
fi cien tes de reg n.:sión a. y (3, y los panímct ros ; y 1¡. bto puede hace rse 
minimizanJo 

- a 

rc , pccto a a. , P,, ; y TJ. Los est im::idorcs resulwntcs, ll amados est imadores ma
di/ icmlos de reg resión de orde11 cero,8 son 

(9 .5 1) 

y 

(9.52) 

¿ (X; - Xc)( Y, Ye) 
e 

Xc)2 + ¿ (X, - Xo,) 2 

º" 

Los estimadores de ; y TJ, que ti<.:n cn so!:.imcnte un interés muy reducido, son 

/ 1 : ! 
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Examinemos ahora la sesgadez o insesgadez de cim y~ .... Respecto a ~'" tenemo, 

(9.5 l a ) 
fJ _¿ (X, - Xc)2 + 2 (X, - X, )(e., - i,) 

2 (X, - Xc)2 + ¿ (X, - Xo,) 2 

e º" 
... 

y la esperanza matemática de 0 .. ,. condicionada a lo- valores observados de X, es 

¿(X, - X c)2 + _¿(X, x.)2 ""F fJ. 

º" 

Esto significa que el estimador modificado de la regresión de orden cero para (3 
es, en gene ral, sesgado, y lo mi smo ocurre con respecto al estimador correspon
diente de a. 

Ex nmine mos de nuevo al gunos cnsos espec ia les. En primer lugar , supon
gamos que dispo nemos de todos los valores d e X y que sólo falt an algunos 
valores de Y . En este caso, se puede mosr rar fácilm ente que las fórmulas (9.51) 
y (9 .52) quedan inalteradas, lo que significa que no consegu imos mejora a lgu
na . Por o tra parte. supo nga m os que di sponemos de tod os los val o res de Y 
y que sola111c11t.: falt a n al gunos valor.::s de: X . En tal caso. las fórmulas (9.51) 
y (9.52) se con vier ten en las fórmulas. (lJ.42) y (9 .43}, lo cua l signifi ca que 
los es timad o rcs a. .. , y 0 .. , son ex act a ment e ig ua les a los est imndorcs minimo
cua<lráti cos ordinari os basados iíni ca mente en los pares de obse rvac iones com
pleta s. 

Resumen 

Podemos resumir todo <.! Stc anál isis se ñal a nd o que, cu a ndo trabajamos con 
muestras e n las que: a lgunos par.::s d e observaciones es t:ín incompletos , la infor
m ac ión contenida en es tos pares ti e ne una utilidad relat iv amente pequeñ a para 
la estimación de los coefic ientes de regres ión. Cuando X es no estocástica, la 
informaci ó n co ntenida en los pa res en los que üni ca mente se conoce el valor 
de Y nos permite ob tene r una cst i11wció n de la pérdida d e e li c ic11cia debida a 
la fa lt a de al guno, de los val o res de X . Si esta pérd ida es con siderable, 
puede res ult a r co nvc 11ic11te to marse la moles tia d e int entar rec uperar los v;il o res 
qu e faltan de .\. o cncnntrar buenas ap n.> x im ;1c i,>11cs d e e ll os. Cu ,111d o .\' es 
es toc;i,tica y L1tili 1.a 111 ,,s el mét o do d e la r,·g r,· s ió n d e onk n ce ro o Sll , ·e r, ic"> 11 
modific ada. o b t,· n,·,nu, esti:n,1d,>rcs g,·11cral111 c11 te scs~;1dos. Si so l,1111c·11t ,' f:, 11:111 
v:t!L,rCS de .\, IL):,. du~ lll ~ l l lLklS pru( iucirí.ÍII l 'S ti111:1l'iu~11:s ir, ~cs~;1d~!~ lk r~. ! 't ·1 , 1 

_____ ..,..:llct,.:,... '+,.,;..., . .. 
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~ •• 1 , \,. , 1;: 11.11...i,.,i 1L· ~ nu ~l..."r~,n n\j!, L"f i!..'. il..."nh.: !> qt11..: 1~ ~ c: ~tirn<lc ioncs minimocua
,!, .,11 , ·" o rdi11ar i:1, b;i,ada , únic a m,·ntc· cn lus par.:s co mpktos . Un punto a 
f."..r de lu, n t1111 ad,iro de los cudicicntcs d e r.:g re , iú n o btenidos por el mé-
1, ,d u de la rc¡( rc , ió n de orden cero o su \'cr , iún rnud iíica da es el hec ho de que, 
cu:rnd o la corrclación entre X e Y es pequc iia . la media del error al cuadrado 
Jc estos e s timado res es m e no r que la de los e st imadores minimocuadráticos 
ordinarios basad os en los pares co mpl ctos .9 Po r tanto, en al gunas circuns tan
cia s , cu, ilqlli era de los métodos ant e riores puede se r más convenientc:que la 
estimaci ó n a partir de los pares compl e tos solam ente . 

EJERCICIOS: 

9-1. Considerando el modelo de los «errores en las variables», estimar la relación 
entre log( J/ / PL ) y log(W / P) a partir de los datos de la industria de la fabricación 
de muebles que apa recen en el cuadro 9.1 . Util iza r el método de la regresión pon
derada con ),_ = 2. 

9-2. Sllpóngase que los grupos de renta que aparcc~n en el cu adro 9-2 del texto se 
combinan de la forma siguiente: 

Grupos de renta Número de observaciones (n,) 

Menos de 18 
18 a n1cn os de 
22 a n1cnus d e 
26 a n1 enos de 
30 a n, enos de 
34 o más 

22 
26 
30 
34 

51 
44 
36 
26 
tlí 

8 

Calcular los valores apropiados de X, e Y, y utilizarl os pa ra estimar los coeficien
tes de 

Y= a + {JX + e 

y sus errores standard . Comparar los resultados con los basados en la información 
o rig inariamente en el cuadro 9-2. 

9-J. Ffectuar la obtención de la fórmula (9 .47). 

\ , · r 1
1·:.f p.rr. 1 Li d emo :-. t r :1ci ü n , , :1 mrli:ición de l'" 'ª afirmación . 
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9-4, Considerar las siguientes observaciones de X (precio de las naranjas) e y ( c,n 
tidad vendida de naranjas): 

X y 

100. 55 
90 70 
80 90 
70 100 
70 90 
70 105 
70 80 
65 110 
60 125 
60 115 
55 130 
50 130 

130 
140 

Estimar la pérdida de eficiencia en la estimación de f3 debida a la no considera
ción de las dos últimas observaciones incompletas . 

9-5. Dados los momentos muestrales de los valores observados de X e Y, el 
estimador de regresión ponderada de f3 - de fin ido en la e<.:uación (9.7)- se <.:on
vierte en función de )., . [n el ejemplo present ado en el texto hemos obtenido 

mxx 20. 1834/ 121, 

flly y 14.4456/ 121, 

111xy = 16.9577/ 12). 

Calcular los va lores de p correspond ientes a di stintos valores de )., y representar 
gráficamente los resultados. 

Capítulo 

10 
Reg resión m últiple 

El mod elo de rcgres1on presentado en el capítulo 7 se aplica a las regresiones 
que tienen una sola variable explicativa. Cuando el modelo se amplía con 
el fin de introducir mús de una vari able explicativa, hablamos de modelos 
de regresión mlÍltiple. Las re lac io nes que se pueden representar a través de 
los mode los de reg re s ión mülti p le son muy co rri entes en econ omía . Por ejem
pl o . en !ns fun cio nes de producc ión, la cantidad producid a es gene ralmente 
fun ció n de vari os f;1c ton.:s ; e n la s fun ciones de co nsum o, la va ria ble d epen
di e nte puede es tar influida por la renta y por o tros fuct o res, y en las funcio
nes de d emanda . Li s \' ari a bl cs c xp li c:1 tivas tr:1dic io nalcs son el precio del 
producto , los prec ios d e los susti tuti vos. y la re nta . 

El mode lo de regres ió n mültiplc ut ili zado pa r;:i n:: prese ntar este tipo de re
lac ioncs es un;1 a111 p li ac ió n n;it u ra l d el model o J e reg res ión sim p le. En rea
li dad, la mayo r p;1rte d e los result :1 dos obt enid os en e l model o de regresión 
simpl e se puede n generali zar fü c ilm cn te con e l fin Je h;t"cerl os a plicabl es al 
ca so d e la rcg re, ió n múlti ple . En la secc ió n 10. 1 se prese nt a n los resultados bá
sicos rc l;1c io nad os co n J;1 es tim ac ió n y e n la secc ión 10.2 se anali za la con
t ra st:ic ió n J e h ipó tes is y la pred icc ió n. l.a sección 10 .3 estú clcJi ca da a la 
multi colin eal id ;1 d - ca r:1c tc rísti ca qu e só lo pu i.: de prese nt a rse e n los modelos 
<le rq :rcs ió n co n d os o 111 ,ís var i;1h k s ex plicativas- . Po r último, en la sección 
1 O_..¡ ,e: e ,am i 11;1 h1 v:t! iu cz de los res u Ita dos d e las secciones a n te ri o rcs en los 
e;, ,,,-; e n los qu e no se es pec ifi ca co rrect ame nte la ecuación de regresión . 

10.1 Estimaciún de los par:ímrtros de la regrcsiún 

" :., c·, ·, ,11,,¡ 11í ,1. 1111 t ipu co rri cnl l: el e pro pos ic ió n teórica afirma que los cam
• , ! _- <:11: , , :ir i:ihk ,c puc·de n ,·, pli c1r " pan ir de los c:i mbios en ¡,urias v:i-

413 



• 

410 ELEMENTOS DE ECONOMETR IA 

Examinemos ahora la sesgadez o in sesgadez de a.,, y ~ ... . Respecto a ~"' tene mos 

f3 I (X, - Xc)2 + 2 (X, - XJ(e, - ic) 
(9.Sla) e 

¿ (X, - Xc)2 -f- ¿ (X, - XoY 

º" 
... 

y la es pera nza matemáti ca J e 0 .... c011d ic io n:1da a loJ va lores observados de X, es 

f3 ¿ (X, - Xc)2 

_)_(_X_, ----";,-c)-2 -+~¿~(-X-, -X---.)2 ,f. f3. 
e Do 

Esto significa que el es tim ador modifi cado d e la reg resión de orden cero para (3 
es , en general, ses[',ado. y lo mi smo oc urre con respecto a l es timador correspon

di ente d e CI.. 

Ex a mine mos Je n uevo a lgunos casos es pec ial es. E n prime r lu ga r. supon
gamos que J ispo ne mos J e to dos los valo res de X y que só lo falt a n al gunos 
valores d e Y. En c s tl' c:1so. se pu ede mos trar f:k ilm c: nt c q ue la s fórmula s (9.51) 
y (9.52) quedan inalteradas. lo que s ignifi c a qu e no con segui111os m ejo ra a lgu
na . Por o tra parte , su po nga mos que di s po nem os de todos los v .. ilo res de Y 
y que so l:1111L·nte falt.1n al gunos v .1 !o rcs d e X. En tal caso. las fó r111ul as (9.5 1) 
y (9.52) se conv ie rten en la s fó rmul as . (q.42) y (9.43 ) , lo c ual s ignili c:, que 
los cs1in1:1Jo rcs ii .. , y 0, .. son cxac t:1 111cntc igua k s a los e s ti111ado res minimo
cuadrúti cos o rdi nar ios hasados úni ca mente en los pares de observac io nes com
pktas . 

Resumen 

Pode mos re,u111ir todo e, té a n á li s is sc iü:i lii 11do que , cuando lrabaj,: m os eon 
mu.: ,t ras en lit , q ue a lgunos pare:, de obse rvaeiones es tá n in co mpletos, la in fo r
mac ión contenida en estos pa res ti e ne una uti lidad relat ivame nte peque ñ a para 
lu c: s tim ac iú n Je los coeficientes de reg res ió n . Cua nd o X es no estocás tic a , la 
in formac iún cunt enid ;, ..:n los pares e n lo s c¡ ué únicamente se conoce e l va lo r 
d e Y nos ¡x r111it e obtc' ne r una c: s tin, ac iú n de la pérdida de efic ienc ia d eb ida a 
la fa lt a de ,il gu nu, de los , ·,dores d e X. S i ..: st a µC-rd ida es cons idcr,,blc. 
puede: re s ult.tr co nvenien te t,1111arse la m o les tia d t: int e nt ar rt:c11pcrar los v,il on:s 
qu e l'alt :111 de .\', o ..:ncontr·a r buena s aprox im acio nes d e: e llos . Cuando .\ · es 
cs tuc.i, t1 c,1 y uti liz¡¡111us el mét udo tk I,! regrc s iLin J e o rden cero u su vcr,it"l;1 
m ud ili,·;1,la. oh1,· r1c·1 11 us es1i:i1: 1dorcs ge11c ral11 1c:r;t..: s,•.;g .1 d,is. S i suln111,·r 1k 1' :, l1 :<r1 
v, il urc, de: .\' , lus d u , r11étudus p rodu,:i ,j1 1 es1in1ac:i1J11•: s i1i,e s1, :1el :,, d ,· ';. ,. ,., , , 
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~ :. : ... c ·d i 111:i...:i l1111.:~ n u ~1...·r;.'1n rn j~ \..'fic it.: nt1...·s qut.: l~ s t: ~tin1: ,cionc-s min irnocua
,1, ., : 1, .,, ,,rJi 11;,ri:,s b:1sad as única111c 11 tc en lus pa rc: s co mpk tos . U n punto a 
f." , ,r de lo, <.:sti111;1Jure, d..: los coc· lici cntc s de rq:resió n ob tenidos por el mc:-
1,, ,k, ,k la regrc: , iú n Je orde n ce ro o su vt:r s iú n modi ficada e s e! h ec ho d e q ue, 
c:u.,nJu la corn:lación en tre X e Y es peq u c1ia, la m ed í¡¡ d e l error al cuad r;J dO 
de: es tos es t imadores es men o r que la de los t: s ti madorcs m in imoc u adr;itic:os 
u rdi na ri os ba sa dos e n los pares co mplet os.° Po r tan to , en a l~u nas ci rcu n,: tan
cia , , cua lqui e ra Je los 111 .'tud os an tc ri u rc':i pu ede sc:r 111 :'1s c:on vc ni cn te:qt.:c la 
e,timac ión a pa rti r de los pares com p le tos Sl~lamc nt c. 

EJERCICIOS: 

9-1. Considerando el m odelo de los «errores en las variables :,, , est imar la relación 
entre log(V / f'L) y log( W / P) a part ir de los datos de la ind ustria de la fab ricac ió n 
de rn 11cblcs que a pa recen en el cuad ro 9 .1. Ut ili n r el m étodo d.: J;:,. rcgresóón p0n
de rada con ).._ = 2. 

9-2. Supóngase q ue los grupos de renta que a pa recen en e l cu:idro 9-2 del text o se 
combinan de la forma siguiente: 

Gruros de rent a Número ele observ:l~io nes (n ) 

Men os de I 8 51 
18 a rn cno" de 2.! 44 
22 a Tll Cll(l \ ele 26 36 
26 menos de 30 26 
30 a n1cno" de 34 16 
34 () ll) [l S 8 

Ca lcular los va ln res aprnpiad,Js de X,, e Y, y utili?a rlos para estimar los coeficien
tes de 

Y = a + {3X + e 

y sus errores stan dard . Compara r los resu ltados con los basados en la información 
origi na ri amente en el cu adro 9-2 . 

9-3. rfectu a r la obtenc ión de la fórmula (9.47). 

: · . • ! r. 1: .1 i.: dl'rn n!.. !r~1c i(in ~ :1m pliac iór1 dt: ...:s ta aflm1ación . 
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rÍílhks J i..,lint~h. f·>• tL' liru de: Í \.: l.! L" i ,.YlL' ' ~t.." r~tl'd l' t,.· \r'!"t..' ' .lf 'l"rl i. ti!.1 · :·,;:,· 

medio de un:, c:,u:,c·i,in de: rq·rc: , iún lin,·;,I m t'i ltipk de: 1:, Íllr rn ., 

( 10.1) Y, = /3, + /3,X,, + /3 3 X, 3 + · · · + f3,.X,1: + ,,. 

en la quo.: Y n:pro.: se nta la variahk ckpcnel icnte, l:1s X indica n las v:oriabk s 
explicativas, y E es un :i perturbación estoc:íst ica. El subíndice i h:icc rdcn:nc ia 
a la observación i-ésima, y el segundo subíndice u tili zado en la desc ripción 
de las vuri,1b lcs explicativas sirve para identificar a la variable en cuestión . 
El nümo.:ro e.Je variable s expl ica ti vas es K - 1, de modo que en e l caso .:n que 
K = 2. la ecuación (10.1) se reduce a la ecuac ió n e.Je regresión simp le. Una 
form:i a lt ernativa de expresar la ecuación ( 10.1 ) es 

(!O.la) Y, ~ /3,X,1 + /3.,X,2 + .'' -f- ¡3,:X,K -f- ,,. 

en la que X,1 = 1 para todo i = 1, 2, ... , n. Al escribir el factor por el que 
se multiplica P,, en la forma X,. en lu ga r de simplemente 1, hacemos que la 
ecuació n aparezca , irn étr ica, sin introducir e n realidad ningú n cambio. Para 
completar la espec ificación del modelo de reg resión, añadiremos los sigui cntes 
supuestos búsicos: 

( 10.2) E, se di s tribuyc normalmente 

(l 0.3) E(e,) = O. 

( 1©.4) 

(10 .5) 

E(,-f) = a", 

E(,,~;) = O (i ,fa j), 

(10.6) Todas las variables exp licativas son no estoeasttcas, con valores fijos 
en repetida_~ muestras y tales que. para todo tamaño muestra! :E";=1 = 
= (X,, - Xd / 11 es un n<,mero finito c.Ji s tinto d..: cero para todos los 
valores de k = 2, 3, . . . , K. 

( 10.7) El n ümcro ele obsen·acion.:s es mayor que e l núm..:ro de cocficicr. tes 
a est imar. 

( 10.8) N0 c,istc n ingun a relación lineal exacta entre las var ilt bles explicat ivas. 

Estos sup uestos se consideran vál idos pa ra todas las observaciones. La especi 
fi cac ión co mpleta d.:I moJ.: lo ind icada en ( 10.1) a ( 10.8) cks..:ribe e l !l ,1111:ido 
«moJelo cl,ísico de r..: gr.: siú n no rmal lin c; tl » en el conlt: .,to de la n :grl' s iún 11 ,ü l
tipk . l.os supu 1:s10s (10.2) a (10.5) se rdi,:rcn ,,1 ' ' rrnino de p.: rturb:, L·i,-,11 y 

41!, 

.. , · r ·.:r- :\ . ., ( 7 ,:- , .: t 7 ")) l c rrc ;,· rh..!1C':1 :c ~ al nH.J c io 

, ,. , ·. ! ! .. , q•: c !. ,.., !re"- t.! '. 11n1· .., , e r l"f 11..· rc n ~ L! ":> , :H·1 :1 ~: 1cs 

f J · ·, ¡' ·, . .,. :~, { j\l t ~ ) l.. '.' i r u .iJ ,:1 '>l lj 'I H: ·, !\.J (/ lJl. ~ ..lhU pdr l' \ }h.· \.hü 

.1¡·:, .. . i a un rn .,! ~lr 1H·11111.:ro de ,·.iri. ,hk ~ ~,: pl i1..::1: i, :.i~ . Los !:>u pul' ~t os 

, t 1 L) 1' l ,,, n nuc , u,. 1-.1 pri11 1,·ru do: ,: , tos dos ;"q;ura la c,i , t.:n..:ia ele 
·1 !, :: ! ll.. I \I :- uli i..: Íl..."llh.: de u!_! r:1d u~ u~ l ih~rta1..L> en l :1 l' ~tin1~1ci1..'1n , tnil.'.ntrJ~ 4uc 

, ! - ,q, ,1e· , :<i ( 10.i·s\ , .:11:ila qu.: ni nguna do: la s v;iriabks , xp li ,ativas t: s tá pc r
f, , :,.n;c nk ,·orro:l;icion;ida con nin guna do: la s do:más variables o:xplica üvas o 
' " " ,u;tlq11;,·1 combin:.ic ión lineal de c:s tas últinws. Como se verá de~Ítro de 
r oco. es t: Cdtimo supuesto es tamb ién nec ..: ,a ri o para la ,: stimaciún. 

Cuando e l moelelo de regresión múltip le se espec ifica de la fo rma ant.:: rio r, 
la Ji stribución d e Y, es no rmal, igual que en el caso ele [ moelc lo de regresión 
si mple. 

La media de Y; es 

(10.9) E( Y,) = /3, + f32X, 2 + /3 3 X, 3 + · · · + f3KX11,, 

y su variancia es 

(10 .1 O) Var( Y,) = E( Y, - E( Y,) ]2 = a 2
• 

O bsé rvese que, si utilizamos la ecuación ( 10.9), podemos interpretar los coefi
ci en tes de regres ión en la forma siguiente: 

P,, = nh:dia de Y, cu:rnJo todas las va ri :.ibles ex pl icat ivas son igu a les a 
cero; 

cambio en /:'( Y,) correspondiente a un cambio unit a rio en la variable 
exp licativa k, permaneciendo consta ntes todas las demás variables ex
plicativas 

óE(Y;) 
~ (k = 2, 3, ... , K) . 

Ü / \ ,( 

En a lguna s ocas io nes (3 , recibe e l nombre de ordenada en el origen (o constante 
de regresi(in) y (3, . 01, ... , (3, se denominan pendientes de !a regresión (o coefi
c1c11tcs de rcwcsi(i11 parcial). 

Esta in1crpr,·1ac ió n de los coefi c ientes ele re gres ión posee una importante 
implic:, c ió n respecto a su estimación. Consiclén:,se , por ejemplo, el pro b!t'ma 
L·o 11 s istc nt<: en cstin1a r P,,. Corno sabernos que (3, mide e l efecto ele X ;K sobre 
/.'(\ ' ,) u::111dP so: m;in1i enen co nstan tes las de m,í s V,ll'iables X;,. X, 3, .. . , X ;K- I, 

1111 " r u rlll.t .ill\ i;i p:irn estimar 0-<· comis tirín en u ti li z;i r observaciones de~tua
,1. i-.. '- t t.tr i d , 1 l l•\Lh l:1 :--: \ ;1r i¡1hks cxpliL·:1ti v ~, s c,~L·p tü .\' ,,i,.· se r11=1nricncn rc:1ltncnte 
'" \l :J-.. I,in1~· ..... I · _, ckL i r . , ..._. l. 1 h 1c11d rí :111 1:-i s ob~L· r v:11 . ..: in 11c ~ a p;1rt ir d e un c.xpcri111cn:o 

.. -- ----~~.---·- --·---··· - · 
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controlado en el cual todas las variables explicativas menos X;K se mantendrían 
constantes a unos niveles det erminados. Veamos lo que ocurriría con la esti
maci ón en este caso. Concreta men te, supon ga mos que el nivel de X ;2 se mantie
ne co nsta nte a !;, . el de x ,., a !;, . y asf sucesivamente, y haga mos que X ;K varíe. 
En este caso , la ecuación de regresión ( 10 .1) puede escribirse en la forma 

Y; = /3, + f32f, + /33(3 + .. . + /31(-lfK-l + f3KXIK + ,, 
" o Y, = a + f3KX<K + ,,, 

lo cual muestra clarament e que nos en contramos de nuevo en las condiciones 
ck la regresión simple. Esto es prec isamente lo que los laboratorios que r~a
lizan experi men tos en las ciencias na tu ra les tratan frecuentemente de conseguir . 
De es to se deriva que, si queremos manten er el su pues to de variables ex pli
cativas no estocás ti ca s. y a la vez qu eremos mantener una justificación ele la 
exi stencia de l rnoLk lo ele reg resión mt"iltipl c, te nemos qu e excluir la posibilidad 
de que los valores de las va ri ables ex pli ca tivas pu eda n ser controlados por 
el inve, ti gaJor. Por tanto, rn lam ent e vamos a cons iderar las situac iones en 
las q ue el «expe rimc111 0,, lo ha ll evaclo :.i cabo al guna otra pe rso na di st inta 
del económctra, y con íin alidacl c:; di stinta s de la estimación ele los cocÍJc ientes 
de reg res ió n o de la co ntras tación ele hip,í tcs is acerca de e llos. Nnt ura lmente, 
éste es el procedimi ento normal por el cual se adq ui eren los elatos económicos. 
El «labo rat orio » es la sociedad, y el cconómet ra es. en gencrn l, un simple es
pec tador. La de scripción del mode lo clásico de regres ión normal lin ea l se pre
senta hab itu:1l111 e111 c en forma de notación matricial. En primer lugar , la ecua
ción ( J ü . la) puede csc ribi rse en la forma 

(10.lb) Y ,= Xf3 -i- E, 

en la que 

-[l lx,, X1 2 x.,J n [] X21 X,2 Xn 
f3 

/3? 
y X = . . , E = 

x., X.2 XnK f3x 

Esto significa que las dimensiones de las matrices y vectores correspondientes 
son las s igukntes: 

Y -, (11 x !), f3 ~ (K x !) , 

X - - (11x K ), E - > ( 11 X J). 

H[ GR( $10 N MULTIPLE . ·• 4 17 

( n--<'r":~e particularmente que cnda fila de la m atri, X representa un conjunto 
,!,· , :iln rc·~ de las variables expl ic;itiv as co rrespo nd ien tes a una observación, 
' " "· 11 tr:i, que ca d a colum n.i re prc: , cnta el co njunto dc v:du re , d e una vari a ble 
, ,. pli ..:;iti \' a c: o rrespo nJ ic· ntc s a las II ohse rv:,ci oncs mue,traks. La primera co
lu ,nna de X es:<Í compucsta únicam c: ntc po r unos. Los supuestos (10 .2) a (10 .5) 
pucJe n pre scntar,<.: en notac ión matr ic ia l d e la forma siguiente 

( J 0.2a - 3a) E - N(O,L), siend o O un vector co lumna de c<.:ros , y L - (11 .« 11), 

(!0.4a-Sa) L = cr2In siend o l ., un a matriz ide ntid ad de orden (n X n), con 
unos a lo largo de la diagonal prin cipa l y ce ros en todos los lu
gares res tantes . 

La afirmación presentad a en ( 10.4a - Sa) comb ina los supuestos de homosce
dasticidad y no au to rrcgresió n; las perturbacio nes que cumplen ambos supues
tos se denomin iin «e,f.;r ica s» . Po r último, los supuestos (10.6) a (10 .8) acerca 
ele las va riables explicativas pueden expresa rse nuevame nte en la forma 

(J0.6a-8a) Los e lemen tos d e la ma triz X so n no es tocást irns , con valores 
fijos en repetidas muestra s, y la matriz ( l / 11) (X'X) es no singular 
y sus ele men tos son finit os para toJ o tama ño mut:st ra l. 

Estimación por mínim os c11adrados 

Considere mos ahora la o btenc ió n de los estimadores mi11i111ocuadráticos de 
los coef icie nte , d.: regre~ió n. La suma de cuadrados que queremos minimizar es 

D e ri van do S respecto de 0,. 0, . .. . , 0", tenemos 

8S 

0/3 , 

iS 

-2 ¿ ( Y, - /31 - /3 2 X12 - f3a X,3 - · · · - f3xX, K), 
• 

- 2 ¿ X,2( Y, - /31 - f32X,2 - {33X13 - . . . - f3KX,K), 

' 

-2 ". x ,"( >', - /3, - /3,X,, - /3., x ," - .. · - /3"X'"). 

' 
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lgualando a cero estas derivadas. y reordenando los términos, se obtienen las 
siguientcs ecuaciones normales minimocuadráticas: 

¿ Y, = P,n + P2 ¿ X,2 + /Ja ¿ x,, + • •. + PK ¿ x,K, 
' j j í 

¿ X,, Y, = P1 ¿ X,, + Pz ¿ x.~ + #a 2 x,,X,a + ... + PK ¿ X,2X,K, 
1 f I f f ... 

¿ x,K Y,= P, 2 X,/(+ /12 ¿ X,2X,I(-¡. f1a ¿ X,aX,K + ... + PK 2 X,\. 
1 ! l 1 

Estas ecuaciones rcpn:: sc ntan una simple gcnernlización de 1:is ecuaciones (7.10) 
y (7 .1 ]J. (En la no1a 4 <l~ la página 243 se indica una regla senci lla para 
recorJ ar la formac ió n Je las ecuaciones normales minimocuadrátic as.) Obsér
vese que e n este s:stc ma Je ccuacio ncs norm;:iles no se pucJen despc jar las ~ 
desconocida , s i 1) cl núrncru de variahl es explica1ivas más una es mayor que 
el nümcro de observaciones, o si 2) una Jt: l,:s variables explicativas es una 
combin ac ión lin ea l cx ac1a de al gun as d e las restantes. En el primer caso, e l 
número de ccuacioncs se ría n1<.: nm que e l nllm..:ro de incógn itas, y cn e l se
gundo las .:-:uacio ncs no serían independien tes. 

Con el fin dc n.: so lver la s ccu;icio ncs normales minimocuadrátic;is, obsérvese 
que la primera ecuació n puc:de escrib irse en la forma 

(10.11) 

en la que y - 1 ,;;;-x, = - LX,. 
n , 

(k 2, 3, ... , K). 

Sustituyendo la ecuac1on ( 10.11) en las restantes ecuacioncs no rmales y efec
tuando a lgunas simplificaciones, ob te nemos 

en la que 

y 

111,.2 = 111,2S, + 111,aSa + · · · + m2KSK , 

m , ·3 = mn/12 -f- rll 33s3 + ... -t ms,,SK • 

mv, = ¿ ( Y, - Y)(X,. 

' 
,f ,.J (j, k 2, 3, .. . , K) . 
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\ ¡, ., rtir Jc ,:--t;is ccuaciom·s poJcmos despcj:ir 02. ~ ...... , (3, . La soluc:ón es 
,·: r: h·J i:i tci. pero pucdc n: sult:ir a lgo 1:iborios:i. En el c:iso en que existen dos 
, .,ri:ib:c, cxplic:itiv:is (es decir , cuanJo K - 3) tcncmos 

! 10. 12) 

(10.13) 

lmy2 nl 2a l 

p lm y3 nl 33 
2 

= 1111
2 2 11/ 23 1 

nl23 nl 33 1 

!l1y 2 11133 - l1l y3l1l23, 

"'22,n'JJ - n1~3 

111122 nl yo l 

/Ja = ~'-11_2_s_1_11~Y~3 _ my3nl22 - my2fn23 

1 

rn 2 2 " 12:J ¡ - n1 "1.2!11 33 - m~3 

111 23 n1:J 3 

.' 

Las ecuaciones normales minimocuadráticas s,: pueden expresar en notación 
matricial en la forma siguiente 

(X'Y) (X 'X)/3, 

en la que 

f 
y y l /x,:Y, 

(X'Y) = . . , 

I x,K Y, 

(X'X) 

f 
,-~ 
~ 12 

_¿ x,K 

L X,2 

~ ~ r::l· 
l11, 

La solución para ~ se convierte simplemente e n 

í 10 14) f3 = (X'X)- 1(X'Y). 

1 l , íor111 :1 ,d1 crna tiv:i, podemos el imi nar í3, por sustitución a partir de la ecua
' i:,11 t I O. 1 1 \. !\.:Su l\'icndu d..: spués e l sistema de ecuaciones red ucido para 
• ) ; ~· 111 .. : I" 

( \: ' :\ ¡- 1í \'Y ). 

-· - - ~~~------
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en la que 

~ = f ::1, 
f 

111 22 

tr/23 
(X'X) = . 

... 111.2'' 

n12Kl 
tn3K ' 

f 
m,·21 
n1y 3 

(~'~) = : . 

SK ,nKK tri YK 

EJEMPLO. En la secc ión 7.3 se ilustró el método de los mínimos cuadrados en 
el contexto de la regresión simple estimando la relación entre el prec io y la can
tidad de nara njas vendidas en un supermercado durante doce días consecutivos. 
Modifiquemos ahora este supuesto , postulando que !a cantidad vendida depende 
no solamente del precio, sino también del importe ga stado en public idad del pro
ducto. Es decir, supongamos 

Y, = fJ 1 + /32 X,2 + {3, X,, + ,, , 

siendo }' . = cantidad (libras) de na ranjas vend idas. X ;, = 
por li bra.' y X,3 = gastos en publicidad, en dólares. Los datos 
dro 10-1. 

precio en centavos 
aparecen en el cua-

Cuadro 10-1 

Cantidad Prec io Gastos en publicidad 
_ _ (en _li b ras) -· _(centavos/ li b ra) - - - - ~ó~~res) ----· 

55 100 5.50 
70 90 6.30 
90 80 7.20 

100 70 7.00 
90 70 6.30 

105 70 7.35 
80 70 5.60 

11 0 65 7.1 5 
125 60 7.50 
115 60 6.90 
130 55 7.15 
130 50 6.50 

Los resultados de los cá le u los bá sicos son los siguientes 

Y= 100, n122 = 2250, !ll y2 = - 3550, 

X2 = 70, lll3 3 = 4.86, lll y:J = 125.25, 

x, = 6.7, 111 -i:J - - 54 , f11 y }' = 6300. 
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.. .1 · i. ~! .H1 ,,i,, ~ ( } ' I ~· r,: 1.1 1i ti! 11 ;1!(. T1 )P ' t·n r o ,tcr11Hc, C'JC' n~plú,.) Las 
..: , 1,•n c, de ln, ..:1 1cli .. :11.:nk, Je rq . .: r c, 1b n \ n n 

y 

., 
,.,-.i - )550 :; 4 .86 - ( - 54) • 125 .25 

22 50>: 4.86 - ( - 5-1)' 

2250 X J 25 .25 - ( - 5.\) X ( - )550) 
80 19 

S, = 100- (-l.326) x 70 - II.237x6.7 

Por tanto, la ecuación de regresión estimada es 

- 10.(,, 1.5 

90,J 12.5 
8lll9 

117.532 . 

Y, = 1 l 7.532 - 1.326 X, 2 + 11.237 X,3 + e, . 

- 1.326, 

11.237, 

Esto indica que hemos estimado que una disminución de 10 centavos en el precio 
de las naranjas aumentará las ventas en unas I 3 libras aproximadamente si el 
gasto en publicidad permanece constante , mientras que un aumento de 1 dólar en 
publicidad aumenta ría las ventas en unas 11 libras si el precio permaneciese inal
terado. 

' Estimación linea l insesgada óptima 

\' ,imos u obtener ,d1ora los esti111adores li11.:ales insesgados óptimos (ELJO) 
del nwdclo Je rcgn:, i0n múltipl e. Por razones de simpliciu!ld utiliza remos un 
mode lo con e.los v:1ri;, bks c.xp li c.itiv:1s , ya q ue la ampliat:i ón al <.:aso gencrnl 
n:quicre L1ni <.:a 111ente mayo r <.:a111ida,J e.le expres iones al gcb rai<.:as. Supongamos, 
pues, que queremos obt<.:ncr el ELIO de ~i en el modelo 

Segú n la condit:ión e.le lincalic.lud, tenemos 

/J2 =¿a, Y,, 

' 
en la quc a, /i = 1, 2 , ... , 11) son constantes que debemos obtener. La esperanza 
111: ,1c111,i1ica de 0, es 

-'- fi ., L ª· .\ ',2 + /3: , ~ a, X,, . 
1 
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de modo que, p.ira que /3, sea inscsgada, es preciso que 

... 

La variancia de ~, es 

¿a,= O, 
f 

¿a,X,2 = 1, 

' 
¿ a1X13 = O. 

f 

Var(P2 ) = E[¿ a, Y, - E(¿ a, Y,)]2 = E(¿ a,e,)' = o2 ¿a~. 
• ' ' i 

Es decir , tenemos que obtener los valo res de a, que minimizan 

condicionada a 

0 2 ""'ª2 
L., " 

f 

¿a,= O, 
' 

¿a,X,2 =1, 

¿a,X,3 = O. 

' 
Utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange obtenemos 

Derivando H respecto de a, , a2, . . . , a.,, }.,, }., y A.3 e igualando a cero todas 
estas derivadas, ob tenemos 

(10 .16) 

(10.17) 

(10 18) 

( 10 19) 

-(¿a,)= O, 

' 
-(¿a,X,2 ) + 1 = O, 

f 

-(¿ a,X,3 ) = O. 

(i 1, 2, . .. ' 11), 

. ·~ ¡- : , í""· ~ ... i, :1.1 t ,r • )) c,:u . i1.. H•i1c ~ ti parllf J e Ln \..~u..11c~ tc!1cmo s que 
;

1
, • • -: : . : :. 11 :... •. ·rn,1.1 :'.) u: . u: . ... ,~ ... i .1 , t; y t, . Ln1¡x--,~1~·:nu) ~un 1;.1 n do t.1s n 

;. 1• " '"' Je ( IU . lo) . Ent c•n co ob1<:1;c·n1us 

20 2 ¿ a, - n.\ 1 - >., 1 X, , - A,¿ X, 3 = O. 

' ' ' 
.\ , unti11uac1on, multiplicando ambos lados <le (10 .16) por X,~ y sumando las 
c-: u:,cioncs res ultantes obtenemos 

( 10.21) 2a2 ¿ a,X,2 - Á1 ¿ X, 2 - >. 2 ¿ X,'l. - >.3 ¿ X, 2X13 = O. 
t t 1 t 

Por último, multiplicamos los dos lados de ( 10.16) por X,3 y sumamos de nuevo 
estas ecuaciones: 

(10 .22) 2a2 ¿ a,X,a - >., L X,3 - A2 L X,.X, 3 - A3 ¿ x.~ = o, 
t I f 1 

Sustituyendo :I: , a,, :I:, a,X ;2, y :I: ;a,X o por sus valores según las ecuaciones 
(10.17), (10.18) y (10 .19), en las ecuaciones (10.20), (10.21) y (10.22), obte
nemos 

( l 0.20a) -11>., - >-2¿ X,2 - A3 ¿ X, 3 = O, 
' 1 

( 10 2 1.i) 

(10.22a) -A,·¿ X,3 - A2 ¿ X, 2 X 13 - A3 ¿ X, 3 = O. 
' f ' 

A partir de (10.20a) obtenemos 

pockrnos utilizar es ta exp res1on de }., en las ecuaciones (10.21a) y (10 .22a), 
con lo cua l obtenemos 

l'ur t:11110, 

>-2m22 + Aam2a = 202, 

>-2m,, + >."m3a = O. 

- 2a 0m ,:o 

1n¿ :,¿ lll ~t 'J - n1 ~J 

------~,----
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lo que implica que 

Por este camino hemos obtenido la solución de A.1, A.z y A.3. A partir de (10.16) 
tenemos 

I 
a, = 

202 
(.\ 1 + A,X, 2 + A3 X, 3 }, 

y sustituyendo las A. por sus valores es ta expresión se convierte en 

(10 .23) 

Por tanto, 

a, - X 2m3 3 + X"m,, + m3,X,2 - m 2:1X" 
1n2;¿n1;J3 - ,nt .1 

n1 33 fny2 - n12 3 fny3 

,n2211t33 - n1~3 , 

que es prc:ci s,1111<:nte la fórmula que obtuvimos en ( 10.12) para el :stima_dor 
minimocuadrdtico de (3 ,. Del mismo modo, podríamos mostrar que (33 = (33 y 
0, = B,. Así pu es, lo:; esti111aclurcs 111inimoc11adrií1icos d e los coeficientes de 
regresión son ELIO. Esta conclu sión es v,1licla para los modelos de reg resión 
con cualquier nC1111cro de: variables cxplicatjvas. 

El 111 ..: 1odo Fl.1 0 nos pro porcio na no so lamente la fórmul a <le 02, sino 
tambi én la <le su va ri:rnc ia. Co ncretament e , 

Var(P J = a 2 ¿ af. 
' 

Multiplicanclo los dos lados de ( 10 .23) po r a,, suma ndo respecto a todas las 
obsc:rvacioncs y sustitu ye ndo i: , a,, L; a,X ,, y L ; a,X iJ po r sus valores obtc:
nemos 

___ ,_n,_.,, ___ . 
n1 2 '.!1n 33 - n1~L 

Esto s ignifica que 

(JO 24) Var(~ 2) 
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, ,, 1:lt.,d, , corre spondiente a la variancia de 01, que no vamos a obtener 

11 U 25) Var(P3 ) 

F\limación maximoverosímil 

.' 
A continuación, pasamos a ocuparnos de la obtención de los estimaáores 
maximoverosímiles de los pa rámetros del mod e lo de regresión normal lineal 
múltiple. Esto represent a una a mpliación direc ta del procedimiento utilizado 
en el modelo de reg res ión simplt:. Al establ ece r la función de verosimilitud 
como e n c: 1 caso de (7 .26) , pero tenic:n do en cuenta má s de una v:iriable expli
ca1 iva , ob te 11 emos 

L = _ '7. log (2n) - '.: log a 2 

2 2 

Los es timml orcs ma x imovcros ímiks se obtienen d criva ndu L respecto de (31, 
Pi, ... , P,, y tF, l' igu;i l:rnd o a ce ro cada un a de estd S deri vadas . Pu ede verse 
fü c il111 c 111 c: que· !:is p1·i111er:1 s /, ccu :1c io m·s, a p :1r1ir de la s cual es pu eden dcs
¡x j:1 rs.: los \;,lur.: s de la s r1. son C.\ ac1am.:11 1c iguales que la s ecuac iones no rma
les 111i11i n1ucu:1d1·ü1ic:is. Esw sign ifi ca que los cs ti111uclurcs 11wximo1,erosí111 iles 
de los coc/icicnlt's de regresiú11 eo¡ui1·ule11 a lus nti11wdures 111i11i111ocuadráticos. 
El es timad o r 111 .1 .\ im ov n usímil de rr es 

( 10 .26 ) 

o 

110.26a) ,, 1"' ª 2 = - ~ e2 
11 í ' ' 

" 11 lii s que los té rminos e, representan los residuos minimocu ad ráticos . 

111 . .! Otro.~ resultado., de la inferencia estadí\tica 

\ ! ·" ri,· de L, di ,c: u, iL>11 anterio r , ace rca <l e la estimac ión de los coeficientes 
· ·. ,kl, · ,k r-,·¡· r,·, i,., 11 111t'tliipk , lkga mos .J la conc lus ió n <le que los tres mé-

1 ,·, : 1:1 1. 1 1\ 1:1 qt 1L· liL· 1n u:-. cun ~ickr~1do d.rn cu ino rL' suJt¡1d u c.xLl c t~n111.: n t~ 

,,;t: I., , . l., i¡ ·t1:i l que· ,u,·c·t!1 ;1 c' ?l e l c; i,u ,kl nwd,·J,, <le rq: rc ~ió n 
11•11 ,!,: L'l t · r1.::-t1!1:1 \ l l 1 L'' qtJL' !t >::- L.' ~ti111:1d urL·~ n 1in i1 1101. . .' U .J· 



426 ELEMENTOS DE ECONOMETRIA 

dráticos de los codicientes de reg resión poseen todas las propicdac.ks dc,e;, bk, . 
A continuación , vamos a presentar algunas características adic ionales de c:s1u, 
es timadon;s y a estud iar su utiliz.Jción en la contrastac ión de hipótesis y la 
predicción. 

Variancias y covariancias de los estimadores minimocuadrálicos 

Las fó rmulas de las variancias de los coefic ientes de regres ión estimados 
en el modelo con dos variabl es explicativas se han presentado en ( 10.24) y 
( 10.25). Estas fórmulas se pueden genera li zar de forma inmed iata a los mo
delos en los que existe un número mayor de vari a bles explicat ivas. E n el caso 
en el que tenc:mos (K - 1) vari abk s el n:sultado es 

( 10 .2 7) E(~ - ~)(~ - ~)' = 02(~'~)-l, 

o, e:>.¡m.:sa<lo explícitamente, 

(10 .27a) 

[ vo«P,l Cov(f2,f:1) co,(P,P,lJ [m,, nl23 m,r 
Cov(~2,P3 ) Var($3) Cov($3,$,J m 23 ln33 ,n:3K . = a:! . . . . . 

Cov(S2,PK) Cov(S3,$,.:) Var($,J m n ln3K ln KK 

La matriz [cr'(X'X) - '). cuya <limensión es (K - 1) X (K - 1) , es la llamada 
matriz de variancias y covariancias de los estimndores minimocuadráticos de 
las pt:n<li-:ntcs <le regresión. En es ta matriz, las variancias de los est imadores 
aparecen a lo largo <le la <liagonal principal. mientras que las covariancias son 
los términos res tan tes. 

! la sta este mo mento no hemos obtcniJo la fórrn11la de la v:iria nc ia de la 
o rdo:na<la cn e l origen. y vamos a hacerlo ahora, empeza ndo en prim-:r lu ga r 
con t.:l model o <le <l os variables explica tivas, y p:1 sa11 do a continuación a l caso 
general. En el e.i sa t.:n el que sólo ex i,tt!n Jo~ v;,riahles explicativas, tcnt!mos 

O St:a , CJUc! 

/J , - /3, 
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• : ~ : : : 1 : ... • 1 qui: 

\' a r( p 1 ) X]Var(~ 2 ) + X]Var( t 3 ) + :!.'i',X,Cov(~2 .~3 ) 

- 2X2Ei(~, - /3,) - 2.'i',D(f1, - /3,) + Var(i). 

1. ,,, tr<: , primeros ll:rm inos del lado derecho de b ecuación (10.28) pueden 
L,i,1.;nc rsc a partir de ( 10 .27). Para calcu l::ir los dos t.:rminos que aparecen a 
n•n tinuación, obsérvese en prim e r lugar que 

m,2 = ¿ ( Y, - Y)(X, 2 - X2 ) 

t 

= ¿ [,8,(X,2 - X2) + f3a(X,3 X3) + (e, - i)J(X,. - X2) 

' 
= f32m2, + /3311123 + ¿ (X,2 - X2)e, 

' 
Y m y3 = /3, 11123 + /33111n + 2 ( X, 3 X3),,. 

' 
Podemos sust ituir estas expresiones en la fórmu la (10. 12) para obtener 

fJ = 11133 (f32m22 + {33m2a + '> (X,2 - X2),,J 
2 

1112 211133 - /11 ~3 

o 

< 10.29) fJ _ f3 . _ m a3 ¿ ( X,, - X2),, - 111 23 " ( X13 - X 3),, 
2 2 - fll 2 2!1l 33 - ,,, ~J . 

Del mismo modo, sus titu yendo mn y m n por sus va lo res e n la ecu ación (10.13) 
ob ten emos 

( 10. :0) 

Pu r L:111! 0 , 

/J3 - /33 
11122 ¿ ( X,a __ - X3)e, - 111 23 ¿ ( X, 2 

m 22m33 - n1~3 

!:"( ,~, _ /3
2
)if = 11133 , - ( X,, - Xc)E(,,if) - 11123 } ( X, 3 

nt :.!.·./11:\J - 111 1 3 

EC/Ja - /3") i: = O. 

\ ':, r (i'} 
,, -
1/ 

X3)E(,,if) = O• 

___ .. 6 ,•r,;,; &w ......... - - -------··· -· 
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Además, 

EL(,¡ - e}2 = E(¿ ,t) - 2E(¿ ,¡e) + 11E(e
2

) = no
2 

- 2o
2 

+ o
2 

t 

= (n - l)o2
• 

Y por tanto, 

E
"°' ( y tJ .:: e, X - _ o X )2 _ 0

2
(m 22lll33 + m22nl33 - 2m~3 ) 

L., t - Pt P2 12 p 3 13 - 2 , n1 2 2 n1 33 - 111 23 

- 2o2 - 2o2 + (11 - 1 )a2 

{11 - 3)o2
• 

El estimador insesgado de cr2, al que llamaremos s1
, en el modelo de regresión 

con dos variables explicativas es, pues, 

(10 .34) s2 = - 1- ¿ ( Y1 - S, - S,X,2 - # 3 X1 3)2. 

11 - 3 t 

Esta fórmula puede gene ralizarse al caso en que existen (K - 1) variables 

explicativas en la forma sigui ente: 

( 10.35) 
s2 = __!__K > ( Y, - S, - S,X12 - S a X1 3 - · · · - #"X,K)

2
• 

11 - ' 

Como s2 <!quivale asintó ticamente al estimador maximoverosímil de a
2

, á2 se 
deduce que s1 pose.: b s mismas propiedades asintóticas óptimas que dicho 

estimado r. 
A efectos del dlculo di:l val o r de s2 las fórmula s (10.34) y (10 .3 5) se 

pueden simplificar con e l fin de e vit a r el cá lculo d e los residuos individu ales . 
Veámoslo, en primer luga r. para e l caso de dos variables e xplicativas, 

1 " - 8 - f) - 2 s2 = - -
3 

L [( }' , - Y) - p, (X, 2 - X2) - ps( X" - X3)] 
n - , 

Pero. a partir <le las ecuaci o nes normaks minimocuadrá tic as , sabemos que 

,n\'2 = ~2 111 2 2 + s3/Jl 23, 

Por tanto , 

111 Y :J == ~ -¿1}1 '2: 1 + ~ :s/>1 3:J . 

M111,2 + S ,~3111 23 - #2llly 2 = O, 

~ 2#3111 ,s + f,5 111 33 - fe ,,111,,3 = O. 
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\ 1 pu1...· ~. Y ~~ l.:onviertc en 

, 1 U 3-ta) 52 = 
11 
~ 

3 
(mvv - S,mv2 - Samy3). 

ht u s..: pu..:<le ge ne ralizar al caso en que existen (K - 1) variables explica
uvas . <le modo que la ecua c ión ( 10.35) se convierte en 

( 10.35a) 

A efectos <le cálculo, e stas fó rmulas resultan m ás convenientes que las ecua
cio nes (10.34) y (10.35 ) \I utili za r s2 en lu gar de a1 en las fórmulas (10 .27) 
( 10.32) _-o_en la ( 10 .3 31 . o bte nemos es tima d o res in sesgados de las variancia~ 
Y co vananc ,:i s d e los c: s timado res minimo cu a <lráticos <le los coe fi c ientes d, _ 
0 1 'S1o n p d · · e: re "'e .. º e111 os con struir 111tcrvalos de co11/ia11za para estos coe ficient ". 
de reg 1·cs10n o bservan do que 1.:s 

/Jk - {3k - · 
·- ln-K (k = 1, 2, . . . , K), 

en la que s~k representa el error s ta ndard estim:.id o d e 0k. 

EJ[MPLO . Con el fin de ilu strar el u,o de las fórmub s a nteriores t 1 · 1 d r . con s ruyamos 
os 1nter v_a_ o, 1.: con 1;, nza del ,¡5 ~·'. ..:o rr.:sr n ndicnt c, a los coeficientes del · modelo 

de rq:re"on 4uc llerno, rrcscnl ado en <:I c¡·emnlo anterio r S 1 t ºt d ¡ J . . . 1• · 1 ' 1 uyen o os resulta-
n, n um er rco, cn b formula (10 .)4a). obt enemos 

2 - 1 [ ' 5 - ~j ..,300 - ( - 1.326) x ( - 3550) - I J .237 x J 25.25] 

185.27 
= -9- = 20.586. 

L, te re , ult a do, junto a las fórmulas (10.24) , (10 .25) y (10.31) , nos rroporciona 

20.586 X 4.86 
2250 x 4. 86 _ ( - 54¡2 = 0.012476, 

20.586 X 2250 
2250 X 4. 86 _ ( _ 54)2 = 5. 7761, 

,: = 20.586[/
2 

+ ?O" x 4.86 + 6.T'x 2250 - 2 x 70 x 6.7x( 
", 2250 x 4.86- (-54) 2 

, •r !.•. 

c •• 452. 1700. 

J, ,._ l"r 1111 1..·, ... rand ard e ... ti rnadns de 01• ~~ y ~ t son 

S.·i ¡ = 21.~ ó4, 

0. 112. 

- ___ __ _ ___ __.c.:.l,.~·- "·_,.:_._...}_,_ ... ~ 'f~t:,,. ..____ .. _ ___ ___ _ 
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En las tablas, el va lor de I correspondiente a 12 - 3 = 9 grados J e libertad y una 
probabilidad de 0,025 en los dos ex tremos es 2,262 . Por tanto, los int ervalos de 
con fi anza del 95 '½, rara los coc fki cntes de regresión sor 

o 

o 

o 

) )7.532 - 2.262 X 2 1.264 5, /31 5, J )7.532 + 2.262 X 2).264 

69.43 5, /3, 5, 165.63, 

-1.326 - 2:262 x 0.1 12 5, /32 5, -1.326 -'- 2.262 x 0.112 

-· 1.58 5, /32 5, - 1.07. 

11.237 - 2.262 X 2.403 5, /33 5, 1 J .237 + 2.262 X 2.403 

5.80 5, /33 5, 16.67 . 

Intervalos de confian7..a para E(Y;) 

Los intervalos de coníi:mza que acabamos de presentar indican la precisión 
de cae.la uno de los est im:idorcs de los coeficientes de regresión po r separado. 
La prec isió n J e la ecuación de regres ió n es timada , en su conjunto, se indica por 
m.:dio <l.: la :011<1 Je co11/ia11za. Esta puede obte nerse como un intervalo de con
fianza para /: (Y,), utilizando co mo estimador e l valor ajus tado Y;. Señalemos que 
Y; se di stribuye normalmente con media igu al a E(Y;). En el caso de dos va
ri ables explicativas, su variancia ts 

E [ Y; - E( Y, )]2 = E[ 9, - 1~·( Yi)] 2 

E[($, - P,) + (~2 - f32) X ,2 + (S, - {1:,)X,"1 2 · 

Pero S, - /3, = - (P2 - f3 2)X2 ·- (Pa - f3a)X3 + i, 

lo que propo rcio na 

( 10.3 6) = E[(S2 - /3,)(X,, - X2) + ( /j3 - f3a)(X,a - X3) + i ]2 

= (X,, - X\) 2Yar(S2) + (X, 3 - Xa) 2 Yar(S3) 

En e l mod..:l o con (K. - 1) variables explica ti vas te ne mos 

( 10.37) a},, = ¿ (X,k - Xk)2Yar(Sk) 
k 

2 

+ 2 ¿ (X., -- X ,)( X 11, - X,)Cov(S,A) + ~ 
J <k 

(j,k 2,3, . . ,K ·, j < k), 

R~GRESIO N MULTIPLE . ·.1133 

- 2 
= (~, - ~)'E(_e - í3 )( ¡l - (3)'(X, - X)+~ 

-- -- - n 

<: n la que 

Í
X,2 ~

21 
X,3 X3 

x,k - XK 

.' 

La expresión correspondiente a a";;, incluye el parámetro a", cuyo valor se 
desco noce. Sustituyendo if por su es timador inscsgado i1, obtendremos un es
timador inses1rndo de a";, a l que podemos ]Lima r s1i·. La zona de confi anza 
corre spondicn~e a E(Y,) s'e puede co ns truir, pues, obs~r vando qu e 

P, - E(Y¡) 

sr, 

A partir de e llo podremos calcul:i r e l in tc r \'alo d e confian za pilra E(Y,) co
rrcspo n<licnt c a c11al,¡11ier co nj t1nto de'. va lores d,' I.1s variables ex pl ica ti vas. 
!·lay qt1c scii:ilar que este; inter va lo tendrá su pu'1to m5s estrecho allí donde 
el valor de_ b \'ariablc e .,pli c:1 ti v:1 sc:.1 ig u :, ! a la media muc , tral (en cuyo 
ca so ,;- , se ra ig ual a s/ vn) , y c¡uc el int e rv:ilo se har.í cada \'CZ m ,ís :i :nplio 
fJ 111 .:d id a que nos :ikjc rnos Je la m cJia muc , tra l de las X cn cualquier 
d irecció n . 

!J cst·,11111,usil'iún de la variación muestra! de Y 

S i ddi11i111os la var iac ió n muestra ! J e Y como I:(Y; - Y)2, al igual que en 
,· ! c:1so de la regres ió n s im ple, tendremos 

¿ (Y, Y) 2 = ¿ [( f, + e, ) - YJ 2 

' ' 
= ¿ ( f, - r )2 + '.> e~ + 2 ¿ ( Y, Y)e,, 

' ' ' 

1 /i,Y,., ;-- - j - ?.._ .r,,.),·, .. i ' ,- . 
-~ < 1 O. 
' 

_,,; .... 
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lo que indica que el 98 % de la variación muestra! en la cantidad de naranja\ ,er, 
didas puede a tribuirse a los efectos estimados de la variación en el precio y Ja _, 
riación en el gasto en publicidad. 

Contra,tación de hipótesis 

" Por lo qu e respec ta a la l'Ontrastación de hipótesis, el m o <l e lo <le regres10n 
múltiple ofrece mayo r número <k oportunidades que el modelo de reg resión sim
ple. En primer luga r, aparece la contrastación de la hipótes is de que el va
lor de Bk es igual a algún núm e ro especifico. Es decir, 

que <leb•: con tra s tarse con res pecto a una a lt e rm1tiva con uno o dos extremos. 
El -estadístico que vamos a utilizar para contra star f-/ 0 es 

(10.42) (k 2,3, ... ,K). 

Con mayor frecuencia nos interesa contra s tar la hipótes is de que 0k es igual 
a cero. Cuando k = 1, esta hipótes is imp!i ca que la ordenada en el origen es 
igu al a cero , o sea que el plano <le regresi ón pa sa por e l origen . Cu a ndo 

k = 2,3, .... , 1' . la hipótes i:; <l e que 0k = O s ig11i fica que l::i va riable X,k no 
ejerci: ninguna in fl uencia sob re la media <l e Y,; si n o se r echaza la hipótesis, 
lleg,1 m c, , a la conclusión de que X,, no es una vari ab le relcvm1te en la ecua
ció n ck regresión. 

Otra hipó tes is <le mayo r amplitud C3 la de que 11i11gu11a <l e las variables ex
plicati vas ejerce inllu c ncia so bre la media de Y, . En este caso, contrastam9s 

o 

contra la alternativa de que /f0 no es cierta; es decir, <le que por Jo m enos 
una de lu s pendi ent es <l..: regres ión es di s tinta <le cero. Si Ho es c ie rta, la va ria
ción de Y de una o bservació n a otra no está afcc t;ida por los ca mbi os e n nin
guna <le las var iabk:s cxplicativ:1 s , sino que es pu ramefltC alea tor ia. Pero, <le 
se r así, el va lo r obsnv:1<lo d e SC R («su ma de los cuadrado;; debidos a In rc
gres ió :1,,) sólo i:s di s t into de cero a ca u sa <lel mue st reo. Según (10.39), 

SCR (J,k 2,3, .. . , K; j < /.;) , 

i t l ' .i \ ) 

P,( Gl'.\(S i ON r,\ U L i l P LE .ii.:37 

, . , !· , , . . , ¡uc , i , u , t itu! é·, cnh.J s la s '.3 p o r 7, y la hi pút ,· , is nula fuese 
>, !( , ,· r i., ,1·u:il ;1 e •:ru y. pu r t ;:in to . SC F se r ía igual a STC. Ah o ra 

i: ;,,- t r:,1,c que s i la hipótesis nul:i es cicrt:i, 

SCR /(K- 1) 

SCE/(11 - K) 

rn l:1 que FK - t.,, "representa la distribución r con (K - 1) y (n - K) grados lle 
lihc·rtad. Si e l valor de la .:xprcsión (10.43) no es significativamente di st into'de 
cero. la muestra no ofrece nin gu n a evi d e nci a de que las variables expli cativas 
1cng:1n a lgún efecto e n \:.i m edia de Y,. C abe sc ii ala r que el va lo r <lel cstadísti· 
cor e n la expresión (10.43) se pu e d e cu lcul a r utili za ndo R' , ya que 

SCR)(K - 1) 

SC E/(11 - K) [
11 - K] [ SC R /STC ] 
K - 1 1 -(SC R / STC) - [ K] [ R' ] 

: -::_ l 1- Rº . 

9bsé rvcse qu e , s i .ilgunos de los coe fi c ie nt es Je rcg re s1o n estimados ~,. (33, ••• , 

0, es s ignifi ca tivament e di s t into d e cero seg t'111 la contra s taci ó n b :isada en la 
di s tribu c ió n t d e (10.4 2) , e l valur d e l cs!a<listico F e n la expresió n (!0 .4 3) será 
ta mbi é n sig niíi cat iva1m:nt e <li s tintü d e ce ro, sie m p re que la s contrastacioP.es se 
cfcctC1c11 b1 mi s mo nivel <le ; ig11ilicaciún y utili zando la misma a l tcrnativa.2 

?in c111b c1rgo. CJ ¡x ~rf ,~ c,~1!11C'11tc po ~ihk ~11con!r¡1r q 11~ nin guna tk lus {32, ~5 ... . , 
[3, es s ig n il ic,1 t i,·amcnte di s tinta <l e ce ro seg ún la cu n1r,1 s t:ici ú n de la :, y al 

mi smo 1icn1 pu . rec h :1 1.a r L1 hipcitcs is de que '.3: =-, '.3 , = = ~" = O seg ú n 
la cu1ltra s ta c ié,n b:1 s:1da cn la r. Es to pu ,·ck suc-cder en lo s ca sos en que las 
vm iab lcs cxpli c,ni v,1s cs tün m uy correlucionad:1s en tre , í . En esta s c011dic iones . 
las inllue nc ia s separa d as d e cada un ,1 de l:1s var i,1blcs explicativas sobre la 
va ria b le d e pc1 1dic 11t c pueden ser <l ..: b ilL: s . mientras que su inllu c:nc ia conjunta 
pu e<le se r m u y fu c: rt c . 

f. :1 rc L1 c il.>11 e111 1·c los valore s de los e s tadís ticos I en l:i contrastación de 

(k = 2, 3, ... , K ) 

Ve r . po r cj..:111p lo. J. lo h ns ton. T. cunu111et ric h:/i: !ho ds. Nuc\'a York . J\1cGra\\.'-llill. 
1 ' 16j :' 1' . t lq.22. 

r. il !-c n1icl 0 c 51r ic to . esto no es Je! todo ci e rto. R. . C . c~~l r! .v C . E. V. Lcscr en 
:·!· d i-.:;1n1 .. _.l' T t.: :-. t:- in :\1ultip l;.: Rcgress ion » . Tl,,._, America11 Stat istic i;m, vol . 22. febrero 

: 1 p . 2U- 21. rn,po rc io n~ n un ejcmrlll en el que tod o.:; los \' a fore s ck Lis t ~.o n si g 
! '.!W !', , pL·rc, t.· 1 \·al a r d i...· Li !· n n fp i...':-. . S in cmbarp.o , los a utun:s s.cl1.1l ;m que e~ t,1 

· !-, l : \ r l 11.:, 1 f r 1..T ll l'. 111,.: ~- q u i...· ,d :1 pos ihi!i d:u l c.h.' ~u c xi ~1t..T1<.:i :1 consti!u y t.: p o co 
· r . : ~ 11 !· 1,... ,~ 11 ! :t ll , . 

i 
,¡ 
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y el valor del estadístico F en la contrastación de 

se puede poner en furma explicita expresando el estadístico F en términos de 

las t. Establece remos es ta re lación para el caso en que existen dos variables 
explicativas . Segtin ( l 0.38) tenemos 

y según ( l 0.34) sab.::mos que 

SCE 
s2. 

(11 - 3) 

Por tanto. 

F =~~ 2
• • -

3 SCE/(11 - 3) 

Representemos ahora los valon.:s dd estadístico correspondientes a 132 y !33, 

por 12 y li, respectivnmentc . En este caso, 

y 

13asándonos en ( 10 .24) y (10.25), podemos escribir 

/~ 
P§(m,,m33 - /11 ~3) 

s2m33 ' 

15 #5(1112211133 - /11~3) 

S 2lll 22 ' 

o M f ~S
2

11133 

117 ~3 ' 1112211133 -

p5 t5s2
111 22 

111 ~3 ' 111 22 l1l 3 3 -

y también 

Sustituyendo en la ecuación ( 10 .44) tene mos 

(10 .44a) F _ t~s2m 22m"" + 15s2
111 , 2m 33 + 212l3S

2(~v'°iñ;)m23 
2

' " -
3 

- 2s:2(11122IIZ33 - n1~3) 

""1.,\='_J - - -- -··~·r.~ ·- ..... - .~ ....... . 

.~.39 

. . , .. .. , . . , d _...,- 1,, 1, n!.: de currc l:.i,:ié,n entre.\,: y .'í ,, en la mue stra 

, , ~ - .. i r. ~1 Jl· finitn us 

1~ c,.:u:ici0n ( 10.44a) se reduce a 

l 1o+ib) 

Esto muestra claramente que si rn no es muy di stinto de la unidad. el valor 
Je.: r:,. " ·- J puede ser muy grande, aunque tanto t, como ti sean pequeñas . Por· 
tanto, ~, y (3, pueden no ser significativamente distintas de cero y, sin embargo, 
el valor de F,. ,, _3 puede ser muy significativo.' 

[J EM PLO. Conside remos el modelo J\.! reg resión 

Surongamos que 11 20, y los momentos mucstralcs son los siguientes 

11lyy 100, lll :1.2 100, 

l1ly2 90, 111~3 100, 

mya 90, n1:,i 3 95. 

En este caso. # 2 
90 X l 00 - 90 X 95 = 0.461, 

lOO x 100 - 95 2 

y Pa 90 x 100 - 90 x 95 0.461 . 
100 x 100 - 95 2 

Además, 

SCR = 0.4612 x 100 + 0.461 2 x 100 + 2 x 0.461 x 0.461 x 95 83, 

STC 100, 

SCE 17. 

3. Para una explorac ión sistemat1ca de este punto, vl.!ase K . Fax , lt?tcrmcdiatc Eco-
•·umic S1a1is1ics. Nu~va York. Wilcy, 1968 . p(). 259-65 . El ejemplo pr~S\.!ntaJo en el texto 
,l'l~'- tituyc una pcquc,-ia 1"!10Uificoc ión (h.: una de las múltiples ilu ~lr3c ioncs indicJdas 
r .· :· rux. 

.\ 



440 ELEMENTOS DE ECONOMETR IA 

Por tanto , 2 17 
s=n= 1, 

y s2 1 X 100 
0.102564, fJ, 100 X 100 - 95 2 

s~ 1 X 100 
0.102564. ~, 100 X 100 - 95 2 

... 
0.461 

1.444, / 2 = 
v'o. 102564 

En co nsec uen c ia. 

/ 3 = 0.46 1 = 1.444. 
v'o. 102564 

Como en las ta h la s e! va lo r de la I co rrc, pundicnte a 17 grados de libe rtad a l ni
vel de signifi cación de l 5 % ( o sea. , , .. ,, ,s) es 2 .11 0 . y el va lor ca lcul ado (1.444) 
es infer io r, ni (t ni ~ ' son signifi ca ti v~me 111e di stint as de cero a l n ive l de s ig nifi 
cac ió n del 5 '1/. ,. Po r ot ra r,artc. e l valor 

83/2 
F = -

1
- = 41.5 

es mucho mayor que e l valor tabulado de la F , 11 a l nivel de s igni ficación del 5 ;'.., 
que es 3.59. Por ta nto, en base a la contra , tació n r or medio de la I no r, rnkmos 
recha za r la h ipótesis de que B, = O o B, = O, r,ero r o r la con trastación basada 
en la F recha1:imn, la h ipótesi, de qu e P,, = P, 1 = O. La razón de el lo es el 
hecho de q ue las co ntribuc iones de X ,, y x,; r o; se para do a la ex pli cac ión d e la 
va ri ac ió n de Y, son déhil cs. rero su contribu ció n conjunla, que no sc puede des
co mpo ner. es mu y fu erte . En rc:.i li da d . 

2~J,11103 = 40.4 

SCR = 83.0 

lo qu e ind icJ que 1:.i contril111c ión de .\' ,, y X" a la SC' R es cas i e l dohlc de la con 
tribución ele X ,, o X ,, ror scrarado. Oh~érvese que, en e~te ejemr,lo. r,, = 0.95. 
lo que ~eñala un elevado grado ck co rrelación m uestra ! ent re las dos va r.iahles ex
plica tiv as. 

E, iste t.i m b ién una <: Ontras1ac icí n a lgo tli stint a qu e se refiere a la influ e nc ia 
de 01ras variables ex pli cati vns ad ic iona les sobre la metlia de Y, . Concreta-
111 cn1e. consid eremos dos tl'O rÍ¡¡ s, u na de l;, s cuales ,dirm a que la ec uació n UL' 
regresió n es 

!IL G 'lLS tO "< MVLTIPLE 

l. , ,,11 ., :ilirma que Y , no Jc·ri:nJc ,ulami:nlc <le X,::. X., . . .. , 
'.. 11: f• 1,· 11 d..: la s ,a ri:ibks .:xpli..::11iv as ;, tlic iona k s X.,"·'· X,, "•' · ... . 

, 1) , Id. es tl..:cir 

., 1.il c:.i,o, la s..:gun<la teoría se puede contrastar po r medi o de la hipó tesis 

n:s r,ec to a la alte rnat iva de que H o no es cierta. Con e l fin de formular la con
trast,,ció n atlec uad :1, introdu c in: mos un a nue va notac ió n ut iliza ndo e l subíndi
ce /.; p:1ra ind icar los va lo res correspond ie ntes a l conju n to or ig in a l de variables 
explica ti vas, y el sub índi ce Q p.ira represe ntar los valores correspondi e ntes al 
nu.: vo co nj unlo, ,u11pli ,1< lo, c.J..: var iables exp li ca1ivas. Los valo res s in ningún 
sub inc.Jicc su n vúlitlos para cu,dquiera <l e los <los conj u ntos. Pod..:mos esc ribir 

STC = SCRK + SCE,: 

y tambié n STC = SCRo + SCEo. 

Si las variab les expli ca t ivas ad ic:io 11 :1ks no son r..: lc l' a nt es p::ira la ex p li cación 
de la v:.ir iab lc de Y ;, SCR,: y SCR9 tendrán c:I mis mo val or en la pob lación, 
y la dife re nc ia que obse rve mos en 1re ell:is se ckb.:,·ú po r co111p lc 10 a los errores 
111u cs traks . S i la hi pú1es is nula es ci e rta , se pu c tle mos trar' que 

( 10.45) 
(SCR" - SC l~,:l l(Q - K) 

sc1-:,; /(11 .. (!) ___ - F r.., - K,n-Q• 

l'o tlc111 os u1i liza r esta expres ión para con trasta r llu a un ni vel de significación 
cunc rclü, y se pu..: tl e mo~lrnr fác ilm.:n t..: que 

tlc· 111 ouo qtt..: la cx pres1o n ( 10.45) no puede se r nunca negativa. Una implica
é it'rn cic cslc resu ltado es que 

SCRo SCRK 
STC 2':: STC ; 

\ c r. r or ..:jcmplo. A. S.Golclbcrgc r. Ccono111c1r ic Thcory . Nueva York, \Vil cy, 1964 , 

1 
' ! 
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o sea, que 

~s.to significa que cuando a ñadimos nuevas variables explicativas a una ecua
cwn tic _regres ión, e l resultado no pued e ser nunca una disminución en el valor 
del co~íic ientc de deterrni,nación . Sin embargo, es to no es necesaria mente cierto 
para R 2• 

EJEMPLO. En un artículo sol.,re las funciones de consumo a corto plazo en los 
Estados Unidos,5 se prcsent t J J aron, en re otras, as , os funciones siguientes 

C, = /31 + f12 Y, + ,, 
y 

siendo C = consumo, Y = renta, y L = activos Jí 4 uidos. Con•ra stcm os Ja hipóte
sis de que 

ll o: f3o = /3, = O 

respecto a la alternativa de que f/0 no es cierta a l nivel de significación del t % 
por ejemplo. Para utilizar la contra,t3ción por medio de la F . de (10 .45). tenemos 
que calcular 

F _ [SCR0 - · SCR~1r~ Q]. 
SCE0 {l - K 

Sabemos que n = 31, Q = 4. y K = 2. [n el artículo no aparecen los va lo res de 
SCR Y SCE, pero los podemos obtener :1 p:1rtir de los valores de los R1• que son 

R}, = 0. 984 y R~ = 0.944. 

En primer lugar. vamos a obtener los va lo re, de lo, f? ? «no corregidos ». Como 

R~- = R~- K - 1_(1 Rº ) 
11 - K - ' ' 

podemos depejar R/ . obteniendo 

Y, del mismo modo, 

(11 - K)R~ + (K - 1) 

11 - 1 

R6 0.986. 

0 .946 

5. ArnolJ Zclln cr. «Thc Short ·R.un Consumption cunnion », Econometrica, vol. 25. 
oc1ubr~ 1957 . pp. '>52-67. 
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' "' l{ -.. __ I :_ 1 - ( S( R , / Y/ C)[!!...::: _Q] = ['-R-"'~--R-"¡ ] [ n - Q] 
!,~.- ") _ , . = 38 .57 . 

1 - (SR( ()/ S íC) Q - A l , _ '-' " 

1 ~ ,.,, ta bla , . d valo r de F, ,, al ni ve l el<: significación del 1 ''.l, es 5.49 y, por tanto, 
,, ·,e'"'" 4 uc rcd1 az:i r la hi.pó tcsis nul a. Es decir, la evidencia sugiere con firm eza 
,; c: c b in, ,•rpu ració n de l co nsumo y los activos liquido~ co n un rd a rdo de un pe 

r1,,d ,, cnntribuye a la explicación de las vari ac iones en e l con , umo actua l. 

Otra hipó tes is e n la q u e estamos intc n ~sac.lns e n .il guna s ocas iones es 

(j '1' k), 

v la pode mos contrastar n;s pec to a un a a lte rnativD con uno o <los extre m os. 
Po r ejemp lo. una di:: las fo rmas que se h a n propues to p a rn rep resentar 1:1 fun
ción a g regada de con sumo es 

s ie ndo C = con sumo, IV = re nta sa lari a l, y P = renta no sa larial. Una hipó
tesis interesa nte en relaci ó n con es ta formulac ió n es la d e que la propensión 
nrnrg in: il a l consu mo de los perce pt ores d e sa larios es igu:il a la ti c los que 
Jl\.:rc ihc 11 o tro, ingn.:sos . es úccir, q uc 0.• = ~ .. l'ar.i con tr:1 :; tar la h: p,í tcsis de 
quc los <l os c,,cfi c ic nt e s de rq~rcs ión son ig uale s . es tudi:1 rc :11 o s h: di stribució n 
d e: l:1 d i ÍL'.rL·n c i:i en t rl' los d os c s t i m ado re, mi 11 i 111 ocu:1ú r:ít icos corrc sp o >1dientes. 
Ln gc nc ral . l<.:ncn1 os 

(3, - fJ. 

y Y: tr( ~, \' :i r( # , ) + Var( f;,) - :2 Cov(# , . ,~;). 

Por tan to. s i la hip6 tcsis nub es c ie rta, 

Pode mos obte n e r un es tim ador in scsga<lo de o-\ _1,, al que llama remos s2~i-~k 
uti liza ndo s~ como csti111ador de c-2• D e esto se deriva que 

( 10.46) (J, -· p,k - fn - K· 

s¡,, --~. 

S i d valor d e es te es taúís tico es significativamente di stinto de cero , rechaza
rs: 11H>s la hipó tesis de que lo s d os codicicn tc s de regres ión son igu 11 les. Gold
!• _ :· ,·c: r • pr,: sc:nl :i una contra st:i c ión de la hipó te sis de que más de dos coefi-

1-- " d~ rL'g rc sión so n iguales. 

- --- ra!.:t-z:.:-:~ _,.._...,. _ __ _ ___ _ 

:¡ 

_ _ __ .d. 
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Otra hipótesis si mil a r a la del c:.1so anterior es la proposición de que ¡, 
suma de dos coeficientes de regres ión tiene un valor determinado . Por ejem. 
plo. en la fun ción de prod ucción de Cobb-Dougl as 

Y, = /31 + /3,X, 2 + /JsX,s + ,,, 

en la que Y, = log producto. X, , = log factor trabajo, y Xi3 = log factor ca
pi ta l. la hipó tesis de ·que existen rendimi entos "'mstantes de escala equivale 
a la hipótesis 

H o: /32 + f3s = 1 . 

En gene r:i l, podemos con tra;,ta r b hi pótesis 

teniendo en cuenta que 

(10.47) 

en l:i que 

E sta contrastación se pucJc ampli a r fác ilmente a la su ma de más de dos 
codici cntcs Je regresión . 

1.a ú lti ma contrastac ión estud ia la iguald :id de dos ecuaciones de regres ión. 
Concretamente, cons ideremos la ecuació n de regres ión 

estim ada u partir Je una mu es tra Je 11 observaciones. Supongamos ahora que 
obt..:nc 11 1os 111( > f.:) ub SL' rl'ac ioncs :idiciona lcs y q ue remos con tras tar la hipó
tesis de que di chas obse rvaci o nes proceden de la mi sma poblac ión que lus 
primcr:is II obscn·acioncs. Po r ejemplo, los d ;,t os co rrespo ndientes a la fun c ión 
agrcgad::i de consumo abarcan frc cut:nt cmen tc el pe r íodo anterio r a la Segunda 
Guara i\lund ia l ;1,í como e l pos teri or. Si adm iti mos la posibilid ad de que los 
par;ímc tros de l;1 funció n de con sumo J e l segundo período sean d istintos de 
los de !;1 función en e l pr imer período, con tras tar íamos la hipót,:s is nu la de que 
los p,ir.i111c1ru, de J iclia fun c ión Je: co nsurn o no han vari¡¡do . Concre tamen te. 
podemos csnibir 

1, 2, ... , n) 

y 

Y, n + l, 11 + 2, .... 11 + m). 
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.. , • ~: r t .J 

., ,,·1<·m,,, q ue con 1ras1a r con la hipótesis de qu e Ho r.o es ci e rta. La obten
" d : l., c-> ntr:1 , tac:i0n ;1dccuad::i en .::ste caso ha sido expuesta por otros 

., .t, ·ic·, _· 1.1 cüt-rc,pondicntc cst:.idístico dt: p rueba se ob tien e aplicrindo el mé
•. ·,1, , de cs1iniación por mínimos c uadr:i dos a l p rimer conju n to Je el atos 

11 :e· 1, 2 . ... , 11) , a l segun do conj unto de dat os (i = n + 1, 11 + 2 , .. . , n + m), 
,· a h.Js dos grupos de datos combinados (i = 1. 2 , ... , 11 + m ). Para es timar 
Íus coeficientes Je reg resió n a part ir de In combinación de los dos g rupos de 
d:1tos, csci' ib ircmos la ecu ación de reg resión en la forma 

Y, = S¡ -f- S,X,2 + S3X,, -f- · · · + SKX,K + ,, (i = 1, 2, ... , n + m). 

Ad em ás, rep resentaremos la s sum:is de los cunJrados de los res iduos minimo

cu adrü ti cos e n la forma siguiente: 

SCE, = Z ( Y, - #1 - #2X,2 - PsX,s - · · · - PKX,~)2
, 

· - l 

y 

Se ha mostraJ o q ue 

( l 0.48) 
(SCE c - SCE, - SCE,)/ K 

(SCE, + SCE2)/ (11 + 111 - 2K) 
F',.; , n -t m- 2/\ · 

Podemos utilizar esta e xpresión para contrastar Ho, pero deben señalarse dos 

puntos : 

1. El es1ad ístico de prueba de la cxpres,on ( l 0.48) sólo es aplicable en 
e l caso en que e l nümcro dc obse r vac iones ad ic ionaks es mayor que el 
nú mero dc var iu b lcs cxplic11il'as más una; es decir , si ni > K. En 
el caso en que m < f.:. debernos utilizur una con tras tación algo di s-
1i11ta.' 

ri~ ·r 1..:icmplo. Johnston, V/J. c it .. pp . 13ó- 3S. 
f'. 1 io. ,·cuación (4.651 . 

__ ___ ....-,ur11·rí'lt;.~ ----· 
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La fo rmulación de la hipótesis que nos conduce a la expres1on (1 0 .4¡,. , 
admir e la pos ib ilidad d e que. a l pasa r de un g rupo d e d atos a otro 
varíen todos los panímet ros de la regresión. En la sección 11 .1, qu~ 
se orn pa de la s var iubks binarias, prescnw rc:nos a lgu n as contrasta. 
cion..:s de hi pótesis n .: l:1tivas solnmrntc a algunos codic it:n tes de rc
gr..:sión. 

Predicción 

Tras haber estudiado a lgunas d..: las contra stac io nes más útiles que se 
puedc:n ekctuar a través de l m oJ ..:l o de regresión mtí lti ple, pa sa mos a conside
rar d prubkma d e pro110stica r e l valor d e la variabl e d e pendiente correspon
dienl ..: a un ,.kr.c rmi fla du co njunt o d e ,·:dures de :a s varia bl es ..:xpli ca ti vas. Más 
fo rnw lm..:ntc·. Sé:: 111 los \'al o rcs d e las va 1·iables exp li cativas X n, , X 03 , ... , X oK, y 
e l corn.: , pondic:nlc: va lo r d..: la va riable d c pc:ndi c: nl e Y0 . Q ueremos pronos ticar 
Yo. y co mo se h:1 ,61alado a l ocu pa rnos d e l m od ..: lo d.: reg res ió n s imple, e l 
m.:jor prc· dictor de \ 'o es /:'(\' 0), ya que la v:irianc ia J e Yu es mínim a en e s te 
punto. Como no c:.1 nocenlús L" ( \',,) . utili zaremos en su lu ga r el va lo r J e Yo 
aju siado po r los rn i111111os cu aJrnd os. o sea Yo. Sabemos que 

y, por t:rnto, se deriva qu e }\ se di s tribuye n o rnwlme nt..: co n media 

S..:gún l:i c:-.pr..:siL>n (10.37). b v,1ri a11cia de Yu es 

Yar( í\ ) = 0}
0 

¿ (Xo• X, )2 Var(~,) + 2 ¿ (X0 : - X,)(Xok - Xk) Cov(S1,Sk) .. j<k 

+ 
02 

11 
(j,k 2,3 , ... ,K; j < k), 

o, en no tac ió n matricial, 

X) + l] · 

en la que (Xo - X) 

r

X 02 ~
2

] 

X o3 X 3 

Xo¡¡ X K 

-· .. ~--·~· 

. ) ' 

., J 
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~1 • • , 1:ltl' r L· :. ;1 f u11d:11nL'tll~il111n 1t·.: l · ~ el <' rror J,.: l f'ro nóstico. 

!. , t:1 vcir iabk :,kato ria s..: di s tribuye n orm a lmente con 

, \ . i !i ;1:H.ºi:l 

Ya r( Y0 - í\ ) Var{Y0 ) + Yar(}\ ) - 2Cov( >'0 , Y0 ). : 

!'no sabe mos que 

Yur( Y0 ) = a 2
, 

Yar(Y0) = at, 
y 

- 2 Cov( Y0 , >°'o) -71:;fY0 - E(Y0 )l[Yo - E(Yo)] 

-2Ec0 [Y0 - E( Y0 )] = O. 

Por tanto, 

( 10.49) ai = a2 + '.e + ¿ (X0 , - X,) 2 Yar(S. ) 
n k 

+ 2 ¿ (Xo1 X1)(X0 , - X,.) Cov(S1,S.), 
/ < k 

o. en no tación matrici::il, 

( 10.49::i) 2 - 2 [1 O¡: - O + ;¡ -+- (~o 

Al igu::il que en el caso del modelo de reg reston simple, cuanto menor sea_ la 
Ji s ia ncia entrt: los val o res dados de la s variüblcs cxplicativas y sus medias 
m ue s tra ks n :sp..:c tiv .i s , m e nor scr:'1 la variancia del e rro r J c l pronóstico . Pode
m os o bt e ne r un es ti nrn J o r imesgaJo de u2,. su s tituy..:n do rr' por s2. Si ll arna
nius ,/, a l cstim:1dor res ultan!..:, tene rnos 

110 .'ill) 
s,. 

1,., r1 ir ,k e , 1c n.:, uli:ido, poJ..:mos cun st ruir un interv alo p ::i ra el pro nós ti co, 
:i ci •:. :ciu::.: r p rub :1l1il id:1J que d c, ec rnos J e qut: contenga e l verJadero valor 

:-; ¡ l! ;i rn :i 111us ). ( Ü < }. < I ) a l v, il o r uno 111c1ws el nivel de probabilidad 

?'hi-. 1.:l ... :;: idu . tc 1hJrL111 0 ~ 

,;· 
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La expresión ( 10.50) puede utilizarse también para contrastar la hipó tc , i, J, 
qu~ una nucvn observación, por ejemplo la (n + 1 ), procede de la mi , r:u 
poblnción que lns II observaciones utilizadas para estimar los parámetros c.lc 

la n:gn:s ió n . 

EJEMPLO. En el primer ejemplo de es ta sección, se ha estimado una ecuación de 
regresión que exrresa la demanda de naranjas. La muestra con sistía en doce ob
servaciones rel a tivas a la ·, cantidad de naran jas vendidas , su precio, y la cantidad 
gastada en publicidad (ver cuadro 10-1 ). La ecuación de rt!gres ión estimada es 

Y, = 117.532 - 1.326X12 + 11.237X,2, 

en ta que Y - - cantidad de naranj as vendidas, X ,, = precio, y X 3• = gasto en 
publicidctd . s~;,ngamos ahora que no se venden ~a ranjas hasta que llega _ una 
nueva partida unas semanas más tard e:. Lntonces, lc>s resul tados para el primer 
día de ven la son 

Yo = 100, Xo2 = 80, y Xo3 = 7 . 

El problema con siste en descubrir si la función de demanda ha variado desde que 
se terminó la partida anterior de naranjas. Aquí tenemos 

Yo= 11 7.532- l.326 x80 + !l.237 x 7 = 90.111. 

Este es el «pronóstico» de Y . La variancia estimada. del erro r del pronóstico es 

[ s2 + ~ + (Xo2 - X2l2sµ~ + (Xo3 - X") 2 s¡ 
fl 2 3 

+ 2(X02 - %2)(Xo3 - X3)Est. Cov(S2,Ssl] · 

Ahora bien, según los cálculos anteriores, sabemos que 

Y, por tanto, 

s• = 20.586, 

x. = 70, 

x" = 6.1, 

s¡
2 

= 0.012476, 

,i, = 5.776 1, 

Est. Cov(S2, P") = O. 138628. 

s} = 20.586[1 + ~ + (80 - 70)2 x 0.012476 + (7 - 6.7)2x 5.7761 

+ 2 X (80 - 70) X (7 - 6.7) X 0.1 38628] 

75.808974, 

Sp = 8.706. 

.,,, 1 11 

fe 1 \ , :• ( '-.I U .,-i M l) l T IPl E 

.1~\ 1 ... ::1 1, , 1', '",,rd :.i :11 :, del <)~ · 

:1 : f' , •r t.1 nt1,, tc r:crt h '' 

) "u ~ 90.111 + ~_;'. (, :! X 8.706 

70.418 s Y0 s 109.804. 

, ., :,, , ,,t"c rva,:., de Y 0 es 100 y, por ta nto , se halla en el interi or del intervalo 
• ' e ! ·> <. 

( 'amhio en las unidades de medida 

..\naliccmos a hora los e fec tos de un camhio en las unidades de medida sobre 
lo~ rc sullados que hemos obten ido anteriormente. Sean 

Y,. x,,. x..., . ... , x,K 

los val o res de las respectivas variables medidas en términos de las unidades 
«originarias», y 

los val o res de estas vnriab les medidos en términos de unas «n uevas» unidades . 
En prime r lugar, es tudian:mos e l c;iso 

en e l que las el son ca nrid ,H.ks conoc id:i s positivns. (Obsérvese que cu.i ndo 
J = 1 p.ira al¡¿unas vari.ibk concn:t.1. no se produce nin gt'1 n cambio en la uni
dad de 111 cd id,1. ) 1-:st c c..1 so de cambios multipl icativos en las unidades de me
did,1 ;1h,11 ·e.1 c, ,mhi us t,dcs como el paso de ce nt avos a d ó lare s (d == 0,01) o la 
expre s ió n de una v;1ri.ib le en términ os de un indice si mple (por ejemplo, 
1h = 1 / X,¡)_ Lis med ias y los m omentos 111ucstr;1ks de segu ndo orden d..: las 
v;.iri.iblcs con «;1s lc ri scu » son 

Y* 

mf" = ¿ (d,X, ; 
f 

(j, k 2, 3, ... , K). 

..... .. 



450 ELEMENTOS DE ECONOMETRIA 

Veamos ahora cómo se ven afectados los valores de los coeficientes cstim,s.:.. 
de sus errores standard a co nsec uencia de estos cambios. En el mouc lu , 
regres ión con úos var iab les expli ca tivas , según las ecuac iones (10.11), (10 .I~', 
y (10.13), tenemos 

y 

St = (d yd2m r2)(dJ 111 33) - (d ,,d3lll ya)(d2da111 23) 
.s{rf11122)(ds111 33 ) - (d2d3m 23)2 

(d,.d3111 1·c,)(dJ 1110J - (d ,.c/2111 y2)(d2d3m 23) 
(d f 111 , , )({!J111 33 ) - (d2cl, 111 23)2 

(~)S2 , 

(~:)sa , 

Para el estimador de a1 !L:m:n1os , según la ec uació n ( J 0 .34a), 

S •2 = 1 ( . • D• *' 8• * ) n _ K nin - /'2"'r2 - Patnr 3 = d;s2
• 

Por tanto, en base a las ecu ac io nes ( 10 .24) y (10 .25) , 

y, según (10.31 ). 

•• s· 
~l 

(d x. )2 (dr) \~ + (d X )2(d,·)2 
2 

2 2 d2 ,,, 3 3 da ss, 

(dy) 2 
0 

- sº d2 #2• 

Esto significa que los cambios en las unidades de medida afec tan a los valores 
de los coefici ent es de n:gn.:, ió n es tim ados y de sus errores s ta nd ard. Sin em
bargo, est os cambios no ,1 Í1 na 11 el v,il o r del es tadísti co /, que se utiliza en la 
contra stac ión de la hipó tesis de q uc 0, = O(k = 1, 2 , . . . , K) : 

P: ,.~ 
• ;J ,,: 

REGRESION MULTIPLE 

<·n rc L1ci0n con ei estudís tico F: 

[
n - K] [STC •- SCE *] = [n - K] rn,ty - (n - K)s*] 
K - 1 SCE • K - 1 L (n - K)s• 

= [n - K] [(d fnz ,, y) - (n - K)(dfs2
) ] 

K - 1 (11 - K)(d?s2) 

Por último, el valor de R2 tambi é n permanece inalterado : 

R*2 
SCE • 

STC • 
1 - (n - K)df.s2 = R2 

d ?myv · 

SCR /(K - 1) 
SCE /(11 - K) 

: 

Puede demostrarse que est os resultados se aplican también a las ecuaciones 
de regresión con cualquier número de va riables expli ca tivas, 

EJEMPLO. En un ejemplo anterior hemos estimado la ecuación de la dema nda 
de naranjas en la forma 

11 7.532 - 1.326 %,2 + 11.237 X., + e., R2 0.981, 
(21.264) (0. 1 J 2) (2.403) 

en la que Y, = cant idad en libras, X, 2 = precio en centavos, y X,3 = gastos en 
puhli c idad (e n dó lcirc,). Su pong:,mos que queremos medir el precio (X,2) en dó
la r<·-' <' 11 luga r de cc·nL!vos . En este ca~o tenemos 

d y = 1, d, = 0.01, y l. 

La ec uac ión de regresi ón esti mada se conviatc en 

117.532 - 132.óX,~ + 11 .237 X, 3 + e., R• 0,981. 
(21.264) ( t 1.2) (2.403) 

En ocasiones , el ca mbio e n la s uni tfad es dc medida es de tipo aditivo en 
luga r· de rnultipli c.i ti vo. Es to sucede co n frecuen cia cuando las va ri able5 apa
rece n en la ecuación d e regresión e n forma logarí tmi ca. Po r eje mpl o , en el caso 
de la función de p rod ucció n d .:: Cob b-Do ug la s, e l mode lo tradi c iona l es 

i 

! 

,. 
i 

:• 
1 

··-·· - · · · - - -··~ · - - ' '"" ·-.. - • 1 · - -~ ·-·- ~ ---,,,<' 
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en la qu e Y, = lag de la ca n t ida d producida, X;z = log d e la ca ntilb d ..: 
traba jo, y X;i = log d e la ca n tidad de cap ital. En ta l caso, s i c m11b iamo, 1: 
uni dad d e: med ida el e la cu 11ti d,1d d e t rabaj o, p asa ndo d e mi les d e trnbaja<l or-, 
a mill o nes , te ndre m os 

X,t = log L¡ = log dJ-, 

En t<: rminos ge ncr1 Jes, sean 

lo g d L + log L, 

X,t = g2 + X,2, 

En este ca so, 

y• = gy + Y, 

x: = gk + Xk, 

m'¡'" n11k , 

* 11/Yk n1rk , 

mty 111 yy (j, k 2, 3, ... , K) . 

Y, por tanto, /3• 1. 0. pa ra k 2 , 3, ... , K; 

pero 

flt V* - p;x: - Prx: - .. . - p; ,v: 
= P1 + (g y - P2g2 - Paga - · · · -- pKgd. 

Es dec ir , las e s t imac io nes d e las pe ndi en tes d e regres ión qued a n in a lt e rncl ::is , 
pe ro 1·;1ría la cs 1imaci ó 11 de la o rdc 11 :1d a e n el o ri u..:n. Del m i~m o modo las 
esti m aciones de las va_ri c1nc ias d e 0,* , I\* , .. . , 0c'' ~ o var ía n, p ero s í la d,c l:1 
va ri a n c ia es ti mada de~ ,*. Los valo res d e los es tadís ticos t y r, y e l d e R 2 s igue n 
s ie ndo lus m ismos . 

En res u me n , e l p ri nc ip io gcnc r, tl ace rca de las u nid;1d t.!s de medid:, 11,1, 
d ice que . ,·n las ccu;1cio11.:s lk r.:g n.:s ió n lin c :d. l:1s lr;111 s !'0rnrnc io 11 es li1i,·. ,: ,-
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: ._ , ,, l. , . , ,k ¡, : n i ,k lu, , ,.t:i di,t in,s J.: pru c: ba fu nJa m .:n taks. 
· ~ ... ~: ,.- ¡. ,., \.. ~•1.:l 1\,.i 1 .. ::11 , .. : ~ Ji: r, .. :~n .. .- ~i(1 11 \..'"lt i111 ~1J u !, pu~ckn v~ ri:i r , pt: r o e l 

¡· .. dk , .J,1c11c r , c f,,cil 111 ,·n1.: en b:isc: a los p a r:, mc:tros <l e b tra ns fo r

l11a: .il. 

11,n e c11111 enl:1rio sobre los supuestos básicos y los datos 

l 11 ,· I ,·ap í1ul o 8 h em os e s tud iado la s co nsec u e nc ias del inc um pli m i~n to de 
¡,,, , u p ue s t0 s b{1s icos d el m od.:lo cl ;ís irn de regres ió n no r ma l li ncn l e n 'e l c aso 
,k la reg re s ión s im p le. Las co nc lusio n es q ue obt u v imos a llí se cum p le n to ta l
m,· n tc:. o e fec tua n do so la me nte peq u e ñas m od ificac iones . e n e l con tex to d e la 
n: ~res ió n m ú ltipl e . Conc rct a!ll c n te, lo s com en tarios re lativos al s u p u es to d e 
1:i ' d is t ri b uc ió n no rm a l y la !lled ia cero d e E, so n rn m b i<: n d e ap licac ió n e n el 
mode lo de rcg n:sió n mt'.ilti p le. R,·sp.:cto a la h c terosccd a s ti c id a d , se pued e n 
ampli a r fúci l1m:11tc el a núli s is y los r,'s u ltac.ios d e la secc ió n 8. 1 y 2p liculo 
al ca so d t.: la reg re s ió n mú l tiple rnn só lo con s id c rnr la pos ibilid.id de q ue 
exis ta nHÍS d e una vari abk cx pli ca 1i va , y Jo m ism o o c ur re co n res pec to a lo s 

res ultad os d e lo s m o d e los co n pc rtmbac io n.: s a u tor rcg n: s iv:" (secc ió n 8.2 ) o 
co n rcg reso res cs toc,ís ti cos (se cc ió n 8. 3). Los ¡:m1b kma s d e b id os a las d e fi
cie nc ias e n lo s d a to s , qu e: hL'lll O s cs1ud iad o e n ,· ! capí1ttlo 9, aparc, ~n tam bi ~n 
e n los m ode los de n :g rcs ió n m t'il 1iplt.:. La llW\ l• r p;1rk d e los r,· suit;Jdos y ilÍÍ r-
1n ac io ne s c kctu ;1d ;1s e n e l c ,_1 11tc :>. 10 J e: l,,s m uele- los J .:: reg res ió n s im pk se pu e
d e n a111p li ;1r s in g r;111 d ifi c: ult;id p¡¡ r;, ;1p li,·;1 r lu, a Jo:; m o,klos Je reg res ió n 

m ú lt iple-. 

10.J :\lultil' ,dine"litlad 

S,,:ú 11 ,·1 , u¡ ,u,·-tu ( lll.:-\ ) d.: I niodc lu c l," i~c, d e rq: rc , iú n norm a l lineal , es 
p r,·,: iso 'I '"' 11i11 ,~ u 11 ¡¡ Lk b s \':tri ;,b k s cxp li ,· :1t il':1s ,·s i<: pcrf,·c t:.imcn tc co rrcla
c: i<l 11 ;1,L, cu 11 uir ;1 de l' li:, s . u co n cu :il qui c r c· :.:i rnbin ac iú n line:i l d e \':J ri as de 
,·!L is . Cu. 11 id 0 cs, c supue s to no st.: <.:u 111 p k , dec imo s q ue c .x is te 11 11.1/ ticoli11 cal iclad 
¡>cr/cclu. y c11 ;1n d u , p o r e l co11 tr ,1 r io . las vari :1bks e ~;pli ca ti va s nu c s tiÍ n co r rc la
,.;,,.: ;1d.i s ,·11 1r.: s í. h :,b lamos d e <1 usc11 cia de 111 u /1;coli11 calidud . Resu lta muy intc
rc· 0,m 1c c ,;ruc li a r lo s i:;1sos e n los qu e ex is lc: u n d cp{l( lo gmdo de nllll:ico/i11 culi
,1,1,l . ,· s de,·i r , c u a11du u na va r iable c ,i) li cu t iv;1 cs téÍ mu y co rre la c io nada con 
-11·:, ,.,r i;,i, k c'.xp lic:1ii v;1 u co n u n ;,· co 111 hin.t c ió 11 l i11 c;tl d e v;1r i,,s dc ellas . 

,\ ,11cs d ,· c s 111 d i;1r co n d c1;1Jk la m u l1 ico lirn: ,1lid,1J, es p rec iso ac l;1rar d os 

l. ;1 n111 lt ico li nca li da d e s un a c ue s1ió n d e g ,·ad o . no d e c x is tcn ci::i . La 
,¡¡ . : ith..'Ít,) 11 i111purí L1n tc nu es c n t n: prc~L 11c i ,1 y L1u ::,; c n c i a, sin o cntrc: los 
,ir -, i1 1t l i s gr; 1d l)~ (k n1u l li co linct1 li d.:i d . 
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2. La multicolinealida<l hace referencia a una característica de las v:?ri;, 
blc:s explicativas, que se suponen no estocásticas, y, por tanto, es un;, 
caructcrí, tica <le la muestra y no de la población.9 

Por tanto. no v:1n1os a contrastar la «existencia de multicolinealidad » sino que, 
en caso de dc;carlo. med irem os su imporwncia en una muestra concreta. En 
lo que sis ue. nos ocuparc111os <k la s i111 p li cacio ncs de los di stintos grados de 
mu I t icol i nea I iJaJ pura la c,t i nrnción dc los coefi c ientes Je regres ión. 

Ausencia de mul!icolinealidacl 

Empecemos con e l caso en que 110 existe 11w/1icoli11ealidad, es decir , cuan
rlo las variabks cxpli c:1ti\' ,1s no es t.ín corn;lacio11:1d:1s entre sí. En tal caso, 
la matriz 0,;'-2(.) es una n1a1riz diagona l. En el modelo J e regresión con dos 
vari:1bks explicativas 

en el 4uc 111 ,.1 

convicrt c n en 

Por tanto, 

Y,= /11 + /3,X,, + /laX,3 + ,,, 
O. las ecuaciones normales rninimocuadráticas de ~, y ~J se 

P, = 
n11·2 --, 
1/122 

Estas fó rmulas son exactamente iguales a las cnrrcspondientes a la regresión 
simple de Y, sobre X., y <le Y, sobre X;, . 

El resultado anterior parece indicar que, cuando X., y Xi3 no están correla
ciorrndas . po<lríamos abandonar el mod elo de regresión rnCiltiple con dos va
riabks L' Xplicativas y sustituirlo por los dos mock los de regresión simple 

Y, ª2 + f12X,2 + ,, . 

y Y, a3 + /33X,3 + ,, . · 

dos regresiones simples nos pcrrnitiríu ob tener un estima<lur de la constante 
ck rcgrcs ión r11. UlllllJU<.: en re,ili<l:1<l esto 11 0 es lllllY impurt:mt e , ya que el esti
mador 111ini1nocuaddtico de ~, es simpkmcntc 

9. Si l[ls variahks cxpli ca li vas son cs tocásti~ris y en la población exis te una relación 
subyal.'.cntt.: L"lllrt.: ellas. dich:1 rcL.1ciün tendría qui: cspt.:c ificn rsc como parle <.kl mockl ~i 
Si en la poUl:tciú n no c \i st c tí.ll rt.: lación. ,n·111 es posible que t.:ncontrcm os alguna n.:l :1l·i~ 11~ 
entre l:1:-- \ :Jri :i hk~ Je la mt 1.:- stra (y g~ nc r:ilmc11 tL' ocurri rC1 :·1si). En es te caso . !a 111 ulr : 
co lin caliJ :id es nucvam cntt.: una carackrí~tic a \.k l:1 lllll l'S tra , no de la pobl,,ci (m . 
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,
1

: ,.. t- ... 11 1.1:- i 1:1¡ •l1t~;1 nt\.'.' i..·.:- qt11.:. la utiliz:iciún de las regre siones s irnplcs 
··:· . :. 1 : · !.,~ ,~u iLi11ci~1~ d\.· ~1: y (3 3 da con10 re sultado unas cstin1aciones 

, 1 , tu pude: ,cr, e de: la forma s iguicnte. Según la ecuación (10.24) 
. ... ~ ... :::\ \~ qw.: IJ \'ari.1rh.:ia <.h: B2 es 

4 uc· cuando t11 23 O se convierte en 

Yar(P2 ) 
02 

m,2 

El estimador de Var(B,) en la regresión simple es 

en la que s~ = -
1

- ¿ [(Y, 
n - 2 , 

Tornando la esperanza matemática de sl, obtenernos 

E(sD 

o sea, que 

+ (,, - ,) - tiX,2 - X,)]2 

-
1
-

2 
[m,,Var(t 2 ) + /35111 03 - 2m22Yar(P2) + (n - l)u2] 

11 -

1 
n - 2 [(n - 2)02 + /35m33), 

/3 2111 
Var(P2) + 3 33 

m 22(n - 2) 

Del mismo modo , E(st) 

1 ' ' " si¡:nific a que los estimadores de las variancias de 0, y ~3 obtenidos en la 
·1·rc· , ¡, ·,11 , imple tienen un sesgo positivo. Este res ultado se puede generalizar 

:,¡, li c:. ,1-Ju " los mode los de regre s ión con cualqu ier número de variables 
, ·'' ''- :,, 1H , cu rrelac ion.rd:1 s e ntre sí. 

1 
1 
1: 

¡· 

i 
1 
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J\folticolincalid:1d perfecta 

A continuación pasa mos a l ca so en el que existe multicoli11ealidad pcr/l'clu 
En e l mode lo d e reg res ió n múltiple con dos variables explicativas. la multi
cu linc·a lidad pc1frcta s ig nifica que podemos escribir 

( 10.51) X 12 =a+ bX;3 , 

en la que c1 y b son c ie rt os nú meros fij os , y b ~ O. En este caso, e l coeficien te 
de co rn:lación e ntre X,, y X d e n la mu es trn es 

¿ (a + bX, 3 - a - bX3 )(X, 3 - X
3

) 

o sea. que 

Anali ce mos :ihora los es timadores minimocuadráticos de los coeficien tes de 
regresión . La s ecuaciones no rmales minimocu adrá ticas del modelo con dos 
variables expli ca tivas son 

111y2 = /J211122 + /1311123, 

l1ly 3 = /1211123 + /1311133 . 

Pero , segú n la ecuación (10 .51) , sabemos que 

m,2 = bmy3 , 

m22 = b2m33, 

11123 = b11133. 

Y, por tanto, las ecuaciones normales minimoc uadrá tieas se convierten en 

Esto po ne de manifiesto que la primera ec uac ió n no rmal es 
multiplicada por b y, por tant o, las dos ec uaci o nes no son 
qu e implica que la so lu c ió n para P,, _v ~, es in determinada. 

igual a la segunda 
ind cp<:!ndientes, lo 

Com iden: mos <1hora e l c11 sn e.l e tres v11ri:,hlcs ex pl icativas , con el fin ,fr 
ilustr;1r una caractcrí, tirn espec ia l d e: la 111u lt ico line:,l id :1d , que no se po n,· , ,,. 

q l :1.: ª· 
~· Í1 i ~U ll 

\ : , .\' ,, es 

H! t ;H t S IO N MUl T <f' L [ 4l!, 7 
, - , 

.. . , l 1 , ·!I · ,'t l \ • d, , ... , ..1ri.d ,l·.: ~. J.n C " t(' ,.:J~o . 1a exis tencia 
_ :,,;_,.¡ ·1·~:-r·!, ~;.1 ... ¡r n il11... .1 q u...: pvd l.'.11 11._1 .:- c ~....: rih~ r 

¡, , y h, so n ciertas cantidades fija s. Supo nga mos que tanto b, 
di s tinta s de cero. El coefic ie nte Je corre lac ión muest ra ! entre 

r23 
n1 2a 

vm22Vm33 ' 

b3 m 3 3 + b,m34 

Vb511133 + b¡m« + 2b3b,ma1Vm3/ 

baV'7n;; + b,ra, ~ 

V(b3V 111 33 + b4 r34V 111.,)2 + b~m •• (I - rf.) 

en el que r3, es el coe fici ente de correlac ión mue stra! e ntre X;i y X,,. Del mismo 
modo, e l coe ficiente d e corre lac ió n e ntre X ,, y X ,, e n la mues tra es 

E,tc resultado mues tra c la r:,m cnt c que ia cx is tcn_c ia ,k multico l¡nc alidad per
fe cta /1 0 sig nifica ncce, :1ri;1111 ,·ntc C]Ut: la co rrt.:l_:,c irn1 _entre cu:dqu1er par de va~ 
ri a hlcs cx pli c: ,ti 1·:1s tl' n).'a q ue· , cr p:: rfect a . 111 ~1qu 1-:ra c spec1al111entc _alta, s1 
el núm e ro tu tal de \' ;,1·i:,hk , c· x p li c: iti,·:i, es m:, yo r que dos. Por CJemplo, 
cu:rn du 

X, 2 = X,a + X,,, 

y r34 = -0.5, 

1 -0.5 
i..: ncmos 

v( l - o.5)2 + (I - o.52 ) 

-0.5 + 1 

= 0.5 

r2, -c-=== ==c===;====,;c~ = 0.5. 
v(-0.5 + 1)2 + (I 0.5 2

) 

1 · , v, t,· c;1 so, existe multico linea lid ::id pe rfecta , pe ro, sin embargo, ninguno 'de 
, . ,·ficientcs Je correlación es mayo r que una mitad en va lo r absoluto. Esto 

:·.· , :,,,11,· ri o rque s ignili ca que . cua ndo ex is te n 111:is de dos variables expli-
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cativas, no ba sta con mirar simplemente los coeficientes de correl ación, y 1:C¡-_ · 
a la co nclu s ión de que no existe multicolinea!idad perfecta (o muy elcv~,·.,, 
en la mucsstra. Po r otra parte, si la correlación t:ntre cualquier par de variab'.c, 
explicativas es pe rfec ta, la multicolinea lidad de ia mues tra es perfecta, ya que 
la co rre lación pe rfc:cta t:ntrc (po r ejemplo) X, 1 y X n implica que la primera <l ,: 
estas dos variaJks es una fun c ió n l;neal cxacta de la segunda, y podenioi 
esc r ibir 

que equivale a la expres ión (10.52) con h, = O. l'o r t.into , cuando el nllmero 
de vari:ibks explicativas es ma yor que dos , la currclación perfecta entre dos 
variables explic:atirns es 1111a cu11diciá11 s11/icicnte, pero no necesaria, para la 
existencia de 11111/ticoli11c11/idad perf ec/a en la mu es tra. 

Ye,!ílh>S ah o rn lo qu<.: ocurre con lo'.i c, tim ado n.:s minirn oc uaclr:.íticos de 
los codic ient es dt: n: ¡! rc sió n . l'll co nd icio nes de m ,ilti co linc,,l idad pcrfec ta, 
cuando el 111 ,,dclo contiL' llC tres \'ari a bk:s ex plic ,,til'a s . La s ecuaciones normales 
minirnocu.Jddt ic~s son 

n1 r2 = $2nl22 + ~3m23 + P .1n124, 

ni Y3 = t2.,n2a + S:,nt :13 + ~1 ln 34, 

m,. = P.111,. + P3111a, + P,111 ... 

Pero, scgt'm la ccu,1ción ( 10.52), tenemos 

m,. 2 = b3 my 3 + b 4111,.,, 

Sustit uye ndo estas expresiones en las ecuaciones normales minimocuad~áticas, 
obtenemos 

b3my3 + b,m,.. = Pih5m33 + b'im« + 2b3 b1 m34) + Sa<b3m33 + b,1113,) 

+ S,(b3m3, + b,m .. ). 

111 ,. 3 = SJb,m33 + b,11134) + P3111;i3 + P,ma,, 
m,.. = PoCb3 m3 , + b,111 .. ) + tam~, + P,m ... 

Por tanto, la primera ecu ,ic ió n no rmal es igual u la segunda multiplicuda por 
b, mcís la tercera multipli ca d,1 po r b,. lo qu (; indi ca qm: , cuando exi s te mu !1 i· 
colincalidad pcrkc ta, la s !res cc u:1ci o1 1.:s norm a les no so n ind ependientes v :h· 
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·:·:: ,k -¡·,.i .,r lu , val u rc s tk 0:. ~' y 0, a rarti r de c:ilos. E, tc resultado 
. . '. e .,: :. ¡· :; ., , :1 !,,, 11 1uJ c lu~ de n:r n: , i<'..n co n cualquier núme ro de ,·a r i~hlcs 
. ,; I\ , >'. ~qct·111 l:t c,pn: , ió n (10 .1 4). el v.:c tor d.: los cs timador.:s minimo

• . , . :: .:!kvs Lk los ,·odi c icntcs de rcg r.: sión l'S 

p = (X'X)- '(X'Y), 

, . pur tunto, la ex istencia de una n.: lación l ineal exacta entre 1.Js variables 
~,plic:it ivas significa que una d e l.i ~ columna <.J.: (X'X) cs una función lin ea l 
n :,c ta dé! otro columna o de varias de e lla s . En co nsecuencia, la ma tr iz (X'X) 
es una matriz s ingular y ca:·ccc de inverso . 

A , i ¡n1cs , cu ,111do en la mues íra cx is ,c multicolincalidad perfecta, los esti
:nado rcs minimocuaclr,íti cos de: los coc lici cntcs de reg res ión son inde te rminados. 
Dc sgrac ind,1 1rn.:ní e , .: n es tas c ircun s lrn,cias no es pos ible obtcnl'r otros n:su l
tudus. Al e ::i s iir un¡¡ mult iculincalid ,1d pe rfecta, la mues tra no nos pro po rc i,ma 
infornwció n ¡, Jg una ace rca dc la rt's pucsl a de la va riabk dcpend ic nt ,; d ebida 
a los c ,11nbius L'II una de las vari:1 b lcs c xp lic:llivas «man teniéndose co mtantcs 
las dem(i.;» . La su3c rc 11 c ia tradi c io 11 ri l c0nsis1e en utili zar inío r!ll :1c iú n procc
d cnic de olras fuentes ,,cerca de los c0e !icicmes d e reg 1·csió11. l'o r cjc111p lo, si 
en el mod-:lo 

l,,s dos vari ahks e ;; pii cat:va s es tán pnfcc tamc!HC co rn.: lac ion.Jdas, ])L'rO sabe

mus o pud ~111 us ~upon c r que 

, i.: ndu k ,•n a cu11 st,1nlc con ocid.J. la e stimación de los coeficientes de regresión 
se lia c.: p, i,i hk. Sus tituyendo 

en d modelo de regresión, ob tenemos 

() 

Y, = f3, + f3 2 X12 + kf3 2 X, 3 + e, 

Y, = f3, + /3 2Z, + e1 , 

rn la que Z , corresponde a (X,2 + f.: X ,3). En tal caso, podemos obtener los 
l'-timado res minimocuadrá ticos de (3 1 y í:h . v obtener por inferencia el estima
' ,!.: ~-. lés ics cs tim a clo!·es pucdc·n co ti;- idcrarsc co ndicionados a l Vülor con-

. ·1,· /,. S i di , po nc lllos <.k V,ffi Os v,il o r.: s ,ilt .: r11,1ti\·os dc f.: . pvdcmus obtener 
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un conjunto de es t im ad ores di s linios , cada uno de ellos condi c ionado a 1,, , 

val or di s tinto de k. 10 

Los ca sos e n los qu e conocemos la razón entre los d os coefici e ntes d, 
regres ió n , o tenemos al gü n otro ti po de info rmación exacta acerca d e ellos, 
son rel a ti vmnc n ,c escasos. Con m avo r frecu enc ia , pod ernos di spone r d e un a 
e st im,1ción de u no o mi.Ís coeficientes ele reg resión procede nte de una mu est ra 
di s tin la . Po r eje m plo , podrn1os di sponer d e un a mu estra d e observilcioncs 
¡:;roccdcnt cs J e una se1\.: tempo ral para es ti111 ,1r t., 1 mod e lo d e reg resión, junto 
a una csi illl ,!c ió n in scs3 ,1d,1 d e u nu de los coefic ie nt es de regres ión , procedente 
d e! los da ,o.; de corte 1r,111s ,·e r;:·il de una encuesta. Es te pudría se r e l ca so e n 
la cs1i111, L1.:ión ck una ru nc ión de dc111anda ele un p roJuc to cu;1 lqu ie ra, co mo 
fun ción del pn:c io y dc la ren ta . Si se cfectüa n la s obse rvac iones a lo largo 
del tic111 po. gc11n,ilrncnte se: podr,í d isponer dL: una csti nwc ión d e: ! coef ic ie nte 
d e la rc:n ta a partir d e una rnu .:> tr,1 d e: co r!..: tra 11 sv..: r,a l. Supun ga111os que e l 
mode lo d e rcgn:s iú n qu ~ v,11111.,s a c·si im a r es 

l', = ¡3 , + p2 X,, + fl"X'" + ,, , 

y d ispone mos . ele: un estimado r in scsg<1do de 01, .J I que ll amaremos (3 ,, proce
dente c.k una muestra i11dcp c11 di c ntc el e co rte tr;1nsvcrsal. En es té caso, el 
mc dcl o de regre si,'.> n puede escribirse de nu evo e n la fo rma 

o 

El es timador 111i11i111ocu;1 dr.itico Je f3, se conv ierte e n 

( 10.53) } ( Y,*' - Y*)(X12 - .fJ 
¿ (X,2 - X2f 

~ ( Y, - /i3 X, 3 - Y+ ¡j",'i\ )(X,2 
2 (X,2 - X 2)2 

m Y2 - i!.c_,111 03 . 

111 22 

La media y la varianc ia Je 0, so n 

( 10.54) E($2) = _I_ E[f3 2111 22 + f3,m33 + 2 (X, 2 
m 22 t 

10. En es tos casos, e l e n foq ue haycs iano de la cs t1m ac 1o n puede resu ltar p~ir1 iL"ul. 1• 

me nt e a trac !i vo. Ve r. pur ejemp lo, D . V. Lindky. l ntruductioll tu l'ruhahi!ity ,111.I .,: · 
tistics from a flayesian Viell'poi1zt, Part :! - / 11Jc rc11c1.'. C:1mbr iJgc. l11 ~!~1tl..'.rr,i. T ii~- l · 
,·crsit:,• Préss . 1\.Jo~ . c ,1p . O. 

\ 'ar(¡\ ) 

REGRESION MUt.Ti?LE 

E(~, - /32) 2 

~ E[-(i/3 - {3, )111 23 + I<X, 2 - X,) , ,]2 
,n22 t 

~ [111 ~ 3Va r(fi3) + 0
2

111 22 ] 
/172:2 

o 2 111 ~ 3 Var(/Í3) = -- + 2 . 
n1 22 111 22 

d nlult ·1 col inealidad ¡1crfcc ta , ¡: 11 cond icio nes e 

la V 0 ri a nc ia de (3, se ..::.invie rte e n y, por tanto , u 

hi ~· 11 JhJ1 1,:r L'rl d uda e! bul..'.n 
., .::i ,11 c·ritc . prc·,..:indicndo c.kl n: s to de: la mue st ra. 

\ 11 .. gr:u lu d e m11lticolincalid :ul 

---~:n.c----

·''i'" !ivrnc" ~on ,idc:r;,du solame nte los dos c8sOs ex tre mos d e rnulti 
.:., ¡_ ,1. c· I c· :t '<t cll que 110 c .,i s1i:1 en absolu tv y el c:1 , u e n c·_I q u ,· la 

,lid ;«! cr:i pc-rkc· \:1. En L, s :1 p li cacio 11 cs pr;íuic,1 s nu c· s l n.:cu.: nt .:: 
;" . :11 , · d .• : L' ' i l'' 1..ll ~' L' \ tr '-·n 1u~ . pi:ro L1 !11:1:d'r !',trll ... ' tk· !u'.-- d:n os 

1, 1,,\1j, \ !'.!1·,.' , lli d ,td Íllt' 1',.:rr,.:( i ;d. l: Jl;. ! 11 1L\,._ l,:k\ l ;..,.. rl·;' !L· ::- it,lJl (l} !) 
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dos variables explicativas. la relación que existe entre·estas dos últimas en la 
muestra se puede describir de forma general como 

(10.57) X,i = a + bX13 + v,, 

en la que a y b son ciertns constantes, y V¡ es un «residuo» tal que I:v¡ = 
:Ev,X" = O. Si definimos m,,v como 

fn vv = ¿ vf, 
' 

el caso en que 111 ,.v = O representa la multicolinealidad perfecta, Y el caso en 
que m,,v = 1:112 representa la ausenc ia de multicolinealidad. (Obsérves~ que 
mu es el valor máximo que puede tul · ar 111., .. ) Estos dos casos constituyen 
casos especiales de la ecuación ( 10. 57). El coeficiente de correlación en tre X,2 
y X,3, e n la mue:;trn, es 

"> (a + bX,3 + v, - a - bX, )(X,a - .X3) 

r,s = V¿ (a + hX,
3 

+ v, - a - bX3 )
2 v'2, (Xrn ...:. Xa)2 

o 

Cuando m,.v = O, tendremos r\3 1, y cuando 111,·v = m 21 (lo que implica que 
b = O), r 22l = O. En la mayor p~rtc: de los casós, mvv estará entre estos 
dos extremos, y r 2

23 to marú un va lor cnlre O y I. Consideremos ahora la s ccua
cioric:s nor111Jles mini1110cu :1drú1icr1s del model o con dos v:1ri,,bles explicativas . 

En primn lugar , a p:1rtir de la ecuación (10 .57), tenemos 

m23 = bm,,. 

(en la que = ¿ ( Y, 
1 

Y)v,), 

Por tanto, la s ecuaciunes no rmales minimocuadráticas se pueden escribir en 

la forma 

bm,,3 + 111 yu = S2(h211733 + m_.) + S3btn33 , 

111 ,-3 = #2bm," + P3m33 . 

Cuando 111 ,.,, = O (y , por ,tanto 111,.,, = 0) , la so lución de~, y PJ se ha_c_e inJe icr· 
· · , 1 c 1 l' u-:,k minada. y para todos lo, d.:mús va lores d.: 111"'" cx 1s t1ra una so u ·10 1 · 

1 1 1 1 ·. ,k ,1, ·· 
verse fúcilmente que est0 t.1111hién se cu1npk para os rnote os con 11" ' 

]6-$ 
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·., ,-, 1,1,. __ "¡ ""· !. , ,u -i:·,,ific;i que· . mic·ntr'-1, b muliicu linc;,liJ:i J no sea 
·. , . .. ,~ n : !< ). pudrL"111 u :-- t 1ht1..1h.:r ~i1..:111rr1..: un ;1 ~ultH.: il111 d(...·t 1.,:rn1 ina da p~ra 

! , .. t 111 1, .:~!~ , , l., 1P ininH)1.:u ,1d,~'.1i 1..:1.Y-, t.h: Iu ::-. ,.:o ... ·fh.:i...:nl1..·~ <lL" r1..· g r..:~iún. 3 menos 
,¡ ::e ,,_ ,, c·nconin:mus con cl p1 o hl~m:i Je los crr,, n:s Je reJu11Jco . 

1 , 111nincmos .ihorn la n:l11t·i,i11 cxi , ten1c: entre e·! ¡:r:,co de: multicolincalidad 
, 111, prupi c·dadcs de los esti111:1do n:s minimocuad r,íticos d.: los coe ficientes de 
r,· ¡:i c , ;ón. 1;:1jo los supuestos b,í,icos del modc:lu cl,í , ico de n:g re , ión no rm.il 
lin, ·: il. los cs iim;1dorcs mi ni mocu adr,i t icos de los coe ficiente s d.: regr';.;ión po
seen tudas la s proyiicdadcs desea bles . Pero, como se ha s61a lad o en !a sec
cié,n 7.4 , el hecho de saber qt•c los es timadores poseen ta les propi edad es ~irve 
de esca so consu e lo s i sus varianci:1s ti e ne n un tanrniio ta l que las es timaciones 
rcsulU111íes son poco fiabks. Es decir, el co noc imiento de que nu estros estima 
dores tienen la menor vari.incia posible (entre tudos los estimad o res in ,esga
dos) no es de g ran ;1y uda s i , :>I mi s rno ti empo, esta vari:.rncia resulta ser muy 
gra nde , y es aquí donde intcrvi.:nc la rnultico linealidad . Consitkremos un mo
delo de reg resió n co n dos variabks expl icativas. Seg ún las ecuaciones ( 10.24) 
y ( 10.25), las varianc ias de (3, y 01 son 

2 ª2 
Yar(~2 ) 

a n1 33 

ni~:1 11122( I r f3 ) 
, 

IJl '}.;2 l>l :J3 - -

Yar($3 ) 
a 2 /1l 22 ª2 

--
n1 ~3 m n (I rf3)' 11122 /Jl 33 -

y, según la ecuac ió n ( 10.27), su covariancia es 

- a2r23 

v'm,2V11133(1 

Esto mues tra _c lara_mentc que cum,clo r,., está muy cerca de la unidad, las 
variancias ele ~z y fJ.,, y su cov,1rian c ia, son muy grandes (cuando r2n = J, son 
infinita s). En el ca so en que sólo hay dos variables expl icativas , el valor c.ie 
r',, indi ca e l g r.id o de multicolincalidad y, por tant o. el resultado anterior im
pli ca qu e. cuanto ma yor sea dicho grndo de multi colin ca lidaJ, m ayores serán 
la , ,·:11·i a nci ,1s y la c.:ovariancia de· 0, y 0,. Cua ndo h :1y 111,í ;; de dos variables 
npl ic·1 ,1i1·., s . l,1 matriz de va riancia s y covariuncias de los est im adores mi11imo
, ,, .,, lr.í1ico , de: lo s codicic:nlcs ,k rcg rc, iú n es 

: 11:,!i, :, c·11 I;, cn1 :1c ic',11 l lll .3 )l. l.a c:xi , !L"lll"Íii J ,· un ck1·:1do g radu de 
., li ,!., , I ,i ;·11i li, :1 ut ,c un;, d •l,1m11:1 ck l;i 111 111r iz t '\ '~) n r., , i una 

¡ .. , :11 ,!:· u 11.1 d \ ~:1 i:, ... 1J·: Li"I c , dt 11n · 1.::-. n ·, 1;11 11.·::i. f il l , i1npJi c:1 que 
. . .... 1 ' ' ) l 0

' !H ! l i l , i i ,.' ,! !l lL'lllL' J1l' 1j ll l ' /·1, 1 :, qt , t.. . t'' l) i f¡J l 'll d , lus 
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elementos de la matriz (X-XJ - 1 -y, con ellos, las variancias y covarianci :i , 
d..: los coe ficien tes d..: reg resió n es timados- son grandes. 

A sí pues , !!.:g amos a la co nc lu sió n de que un elevado grado de mul1ico
line;tl idad rcsult ,1 ¡1-·rjudi c i;t! en e l sentido de que hace que las estimaciones 
d.: los coc·licicntcs de rcgre , i,m se;1n muy poco preci sas. L1 impreci s ión surge 
a consecuencia d e las grand~s variancias de los estimadores minimocuadráticos. 
Alillljl H.: ..: ~l ti:, vari¡111 c i~1::;; .. no ~e co no c.: n , pu cdc il ub íl'. IH.:rs..,; c slinH,ciunl.?s d~ e llas 
u,iliz ,,11Ju la fü rmul ,1 ( 10 .3'5 ,1) p,1ra es ii 111.1r G' . ·. o o bst,tni e, ckbe sei\alarsc 
c;uc la s v, 11 ·i,1n c i,1s d..: lo s c,,,•íic i,nk , d e: rc· g r.:: s ió n esi im ,1do s pu eden se r g ran
des a urn ¡!, , no e~i , ,;1 111ul ticu li n-:,tl id;1 d e n ah sci lut o, y,1 se ,1 de bid o ,l 4u e las 
va,i :1hk , c xp li c ,1tiv ;: s tic·ne n u11,1 d i, pe rs ió n pcq uc·t"ia, o a q ue l,1 pr0 pia G ' e s 
gr,1mk. S i q u,-remu, ..: ulp:1r de es te pru hkm :1 a 1:i mulli co li ne,tli cl,1d , lL'ne mos 
que se r c.q i;, cc· , d e: mc:dir su ~r,1du . l'arn ello, en el c,1 , 0 de: los .m o d e los con 
do, \'ari ,il1k , e , pli c ,1 i i\ r1 s , pud cm us uí ili z,1r ,,1 \·;1k., r de: , ',. , pero , cu a nd o cx is-
1e n m ,í , de: d u, , ·:i r i,1 h l..: , c: .,p lic,'< iv;i s , ¡,, m~dic ilin d e l g r;ido de m u lt icul in c; t!i
(bd ,<.: h, ,c c: 111t1c :1 u 11 1,í, c o111p li G1d,,. l: si u se: dc:he ,1 que , cu mo h..: 111 u s d c rnos
t,·il, 'u ,1;1" ·,-i u rn1c 11i L, l,1 e xi:, ,c: 11ci;1 d e: un el c v,1d o g r,1do de 111 ul,ico li 11c·, ilid ,1d , o 
i11clt •, u ,k 1milticulin;;tlid .i d pc rkct,1, ge ll(:r:ilment c no im p li ca qu e la co rre
la c ió n c! Hrc: c,1d;1 p;1r de va r i,1 h lc: , c, piic.1tiv,1s 1,· ng;i que se r p,1rti c ul a rmente 
elc\ada. 

l\ledidas de 11111ltirnlinealidad 

El prubkmil Je: l,1 medición de la multicolinc,tlid'1d en los modelos con 
m,ís de: d os va ri ,,bks explicativas se ha planteado tk muchas fo rma s di s tintas . 
Algunos invc· s tigi!dores k1n utiliz,1d o e l valor del de tc1min :rn,e d.: (\: 'X ) , ya 
que dich o v;ilo r es peque110 c ui!ndo e l g r;ido de: mul1icoli11caliJ ad es elcv:ido, 
y ccru cu,111tio l,1 1nuliicolinc·,iiid,1d es pcrl'cctil. Esta medida ti en e: el i11 con
v,:11ic·11 ;e ,le m> pu, ,·.:r límites \' el de verse: ,1kctad;i por la di s pers ió n d e li1 s 
vari,1bks e , plic1li\ ,1s , adem ,1s de por s u intcrrclil c ió n. l'or e jemple. s i uti li z;,
sem u, c·s ta lllL'tlida ,: 11 el mud -: lu cu n d os variable , e.xplica t iv,1 , . uhlc'11drí,1mos 

Det [l 1~,2 

, · X,a 

2::: X, 2 

¿ X,~ 

¿ X, 2X;3 

Po r ta 111 u . do, conjun tos d e: cfot us mu cstralcs co n e l mi smo n t'11nero d ,· u b ,c·n ·., 
ciones v el 111i511w 1·,1/u r de r' , , producirí,111 dos val o res di , ti1 1tos d e l d c·1 ,·n~1i · 
nan 1c , i c·I !1rodu,·1u de 111 ,, v llh• 11 0 fu e , e iguill en l;i s d uo m1i..: s i1·,1 s . 

O t r;, mc did i! ti c nnil1 ic" li1 1s: :1litl ;i d, i11 co 1vo rad a c· 11 a lgun u, p rn~ r;, 111 ;, , <!, : . 
g rcs iú n 1ni11i1nucu :1d r,í 1iL·;1 r"~1r.1 1.. ·.ik ul.1dur ,1~ c k c1 rt'·111i1..·;1, . "L' d 1.: l1 1ll..: l ·11 i.. · · 

465 

... . ,, '. l, ... ¡.:,- ,.:1,.n \ l 11 1ii ,iLJ n .. . Fn ..: :-- tu:-. pr L•¡· r.1!n .1 , 11..> ~\ . .'·! u ~..: \.,'. ;1kula ..:1 R1 

1... ,· 1 : ,: , ¡' .... ·:1J 11 .. : 111, .. : ~1 1~ 1..· l'u: 11.:i ....:-111 J~ f LT H.·, ;0 n , .. :n 1.. t.1 .... : :-- ti L1ll. , i n ü t:nn h it.:11 lu s 
¡; , ¡::e· , ,· , ,h 1i,·11 ,·11 u1 11i1 ic11du un;i ck I," ,;n i;,l•k, e,plic .11i\·;s, e .id a vez. 
¡ ,, J, ' ,_,b 1-:11id us de c , ta furm:1 se den u min..tn ,. /, ' cun c• m i, i, ,11 » . l'or cjem
r: ... ,. en una ci.:uaci6n de rcg r~ :, iÚn c.:un trc~ v..1ri,1h h .. ·s ~\. p li c :.iti Y~t s . ¿\ ' :,, .,\' _H 
, _\ ... tend rí;i m os trcs ,,R' cu n o mi , iú n ,,, un o co rrc , pu ndi en te a l..t rq:re , ión 
;!e )', re :; pc:ct o de X,; y X ,, , o tro a la reg re siú n de Y , rc: , pecto de: X ,, v .\' ,,, Y 
u iru ,1 la r,: g rc sión de }' , sobre X .,, y.\', ,. Si cn li! mu e, tr;i exi s te: un íuerle grado 
J-: multico lin c alid ad, ,ti men os un a dc la s \' ;1riablcs c~pl ic;itivas se: m o v,:r;i b:i ; i
c;1nH:nt e de ac uerdo co n la variació n de o tra o va ria s d e !.i s rc·, t ,111tes vari ab les 
expli ca ti va s. En con secu e ncia, la introdu cción de: e s ta va ri ;1blc en la ecua
ción de reg re s ión producirá so lame nte un p cquci'io aumento en el valor de 
R'. L!n elevado grad o d e multicolin calidad se rclkjará, pue s . e n e l hc:c h o de 
que la dife rencia entre g , y e l ma yor d e los « /? ' co n o mi :; ió n » se rá peq u e ña. 

El hecho dc que un elevado g rado Je multico lincalidad s ignific:i s impkm.::n
te que al m e nos una de las variables ex p lica tiva s se puede rcpresc nlar co rno 
una funciún lineal de otra o vari'1s d e las res t:,ntes v:11·ia blt.: s cx p licuti v;i s 111<Ís 
un pequ e ño rc: s iduo, nos su g ie re una m,·di d a rel u ti\' a rncnte s imple: del grado 
d,~ multi colinc:alidad. Si cfcctu,1 10 s una reg resió n d e cad a una de las va r i..t hlcs 
e xpli ca ti vil s re s pec to a as res ta nte s , p odrem os obten e r una medida de la 
«bonda d del ajus te» calculando c l val o r de /, 2 cn cada ca so . Si ..tl guno de cs

_t o s val ore s es uí r ñ:s x i111.2. E 1a u1; it1 a t1_. e1_«ra_t1 0 d e multi co li11 c: ,t~ ac1 e s c1cv:,J~ 
o, en eenera l. p od e m os con s ide rar a los va lo res m,ís altos de c , to s R, como 

7i"n .t m~did a d e l g r3d O d e multi coff;:;-;:,~GJ.1 d -:;Ts ten~ c n la lllllL' Str;1. sTn ern b :ir
go, esta medida y tocia s las dcm,í s que: hem os prc:s ,:nudo adukc'. cn Je: la falta 
de una dd1ni c ión c lara dc lo qu e com tit t11 e un gr:1d n <<c' k\·:1d u » dc m u l:i
co li1 1ca lid :1d. T c·ni e nd o en c·u c 11U1 q1,c: c a , i , ic·111prc: n i, le cÍL'r/ ,1 111 u lt ic0l in,:a
li cL,cl , I;, preµ u111a rc: l,· 1·;1111c· es: ¿,en qu t: punto d c ja de s,:r «110rmal » e sta 
111 u l1i c, ili1 1,·;, lid ,1 d, par;i ¡, ;i , ar ;1 se· ,· « pn ju d ic·i;, I ,. '.' l ·: , t;i p r, r u nw no h:1 po dido 
, n r,·, t1 c·lt;, d e· 111 , •cl u , ;1t i, f.!l·l1H iu . Se¡: t'111 c·I cri1c1·io ut iliz,1 d o a \'ecc s en la 
p r.;c ti ,:i . ,e· ni n , i, k r;, qu e: la mu lti cu l i1 1,:,il id;i d e s pe rj u dici,il ~i a un nive l de 
, i¡ ·n tl ic· :i ci,, 11 ti ,· . pu r e j,·111p lu, c: I ·3 ' ,, , e l va lo r d el e s t;1 dí :; tico ¡: dili e rc d e cero 
,k f-> rn« , , ig11i!i~a1i\'a, pcru nin gun o Je: los c·, t,1dí , ti co s I co rres pondi e nte s a 
11» cucfici c ntcs d e reg r-: s ió n (apart e d e l de: la co ns tante de n.:gn.: s ió n) difiere 
,k d ic ho val o r. En tal caso, r eclw =aríamos la hipó te sis de que no exi s te rc la
c i.', n c·n trc: Y; por un a parte y X;, , ><. , ... , X,,. p o r otra , pero 110 rec'!rn=aríw11os 
!. , h ip,-, t-.: , i:; d e q u e cada una de la s vmiabl cs cxpl ica1 ivns ejerce un,1 infl uenc ia 
,. · e'..· , :111tc :;obre l';. Esta situ ac ión indi c :i que la influen c ia d c cad:i una 

l. " v, 1ri;,b k s c·xpli c:a tiva s por sep¡¡rad o e s mu y d t: bil en re ln c ión a s u in
· :, i., c, 111jt11 1ta sobre Y ;. Es to e s un sínt oma de la e xisten cia de un g rado 

d ·: 11 lllltico li11 ealidad, q ue nos im pidc dc sc ntrniiar la s inílu e ncias in
,k l,1-, 1·a 1·i:ihlcs e-:p li cativas . El in convenie nte d e e, t.:: crit,.: ri o con

, .. , ,!c-111:i,i;, d o es t r ic to, en e l sc 11 t id 0 d e qu e só lu con s itk r;i m os 

-----~~~=-~~:i.lt,&..& . ..,,_.~--- -·-- - . 
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q~e . la n:iulticoli_nealidad es pe rjudicial cuando no se pueden distingui r la, 
d1 stmtas mílue nc1 as de las vari ab les explicativas sobre Y . 
. Supo ngamos aho ra qu e te nemos un a mu es tra con un grado de multicolinea

I1dad con s1dernuo definitivam e nt e pe~judicial. ¿Qué p odemos hace r e n tal 
ca so ? S1 ya hemos util izado toda la info rmación p revia a l especificar el mo
delo , Y no di sponemos de in formación p rocedente ele otras muestras . no pode
mos hace r grn n cosa. Algu nos in vest igado res, ,;J encontrarse con este proble
ma e n ubservJcioncs procc dc111 es de: sc· r ies te mpo ra les , ha n transfo rm ado los 
datos co11vir1iénclolos c 11 prime ra s dife renc ias . Es ck cir , e n luga r de estim a r 

Y,= /3 , + /3, X,2 + f3sX,3 + · · · + /3" X,K + ,·,, 
se apl ica el mé todo de es tim ación minim oc uad rát ica al mode lo 

Y, - Y, _, = a+ /3AX,, - X, _,_ 2 ) + {:3s(X, 3 - X,_ ,, 3) 

+ ... + /3"(X,K - X, _,_ , ) +(,, - , ,_,). 

En a lgunas circunsw nci as, es ta t1·:111 s fo r111ación pued e: reducir el gra do de mul
ticolinea li da d, pero in troduce au1 o rn.:g rcs ión e n los términos de perturbación, 
que , de lo contrario, se rían ind e pendientes. Co mo se ha se ii a lado , la auto
rregrcs ión posee unas consecuenc ias pe rjudi c ia les en re lac ión con las pro
picd mks de los es tim adores m inimocuadrá ti cos, !o cual hace que la prác tica 
con siste nte en u1il iza r primeras difere nc ias en lug;¡r de los datos originales re
sulte poco convinc~nte . 

Como es muy poco lo q ue puede h:Jce rse r t> spcc to a la multico lin ea li dad 
un a vez que s.: ha utili zado tocia la informnc ió n de la que se di s¡,one , Jo tínico 
que podem os efec tuar es ,1umentar e l vol u men el~ información. Una forma de 
hacerlo co nsiste en aur.1cnli(r e l ta rnaiiLl de la muestra. Por ejemplo. con s id e re
mos la s va rianci as de 0, y 0, en un modelo con dos va ri abk s expl icat iv:is. Es
ta s va rian c ia s son 

Yar(~J 
ª2 

= 
111 2 0( 1 r?S -

Yar(~,1 ) 

a~ 
--

!11 :, ) 1 r?, ) -

Un aumento en el tama1i o de la muestra pu ede hace r au mentar m,:. y ,n33 , 

o reduci r r\,, o ambas cus,ts ;¡ la vez . El aumento en 111 22 y 11113 oc urr irá e n los 
casos en que los va lo1·cs adicion a les de· X ;, y X,3 sean dis tintos d.: )( 2 y X

3
, 

como , prubabkm l'n tc oc urra. Po r 01ra parte, es difíc il prever lo qu e ocurrid 
con ,-,. al aumenta r 11 , ya qu e Lis X son no es tocást icas y no se ha llan bajo 
nu es tro cont,:ol. E:1 re,ilidad, r23 podría .i um entar h a~" a e l punto qu e las va 
riancia s de r1, y Ji n.:alme n te aumen tasen . Una forma de ev itar que onirra 
esto es in c: remcnt a r el t;r ma ño de la muestrn en forma tal qu ~ 111 ,, y 111 11 .iu · 
n1c·nt e n s11.111111cw/111L'11íc , ¡,ur eje mpl o , co111bi11 .r 11du datos de se ri es 1t:111¡ ' , .. 
raks y de curie l r.rnsvcr,a l. 
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¡, :, :., :. :r., .r; , li, .1 J;1, cxi , te a rncnudu ba, tante co nfu sión acerca del 
., ,le ,·:1_. ,111 rar u n alt u grado di.: mu lti coiin i:;il id 2d en J;.1 muestra. Hay 
,¡ ~ ri-.. 1.1 pu r p¡1r t~ J e ~lgun os invl..'. s ti ga c..l o rc s a Sl: t-1a L1r que el el eva do 

, ',· 11 1t:l: ic: u l i11e:1li d ad en la mu es tra es la cau s;1 de que los coeficientes 
·· :, , : ,· , ic'•n e , 1im.rdus nu sean sign ilicativamcn te di s tin tos de ce ro, y se hace 

. . . . . ,r "' lecto r que . s i la mu ltico lincal idad fuese meno r, los coeficientes de 
'. . ,: : , ic• ll e sti mados resu lt a r ía n s igni!i cu tivus . Es to puede se r así. pero , desde 
, .. ,~·,e•. no se deri va de los n:sult ados que se h an ¡HesL ntad o . Por es té' mot ivo,, 
c., i:nportant<: darse cuenta de que un el ev ad o grado de multico lin e,d id ad es· 
,i rnpkmi: nt e un a ca racterís tic a ele la muestra que co ntribuye a red ucir la 
11Cli1 ilidud de los coeficientes es tim ados , pe ro no e jerce influenc ia a lgu na res
rc·c·tu a la s conc lu s io nes a las que se lleg ue como resultado d e esta cscas.i fi ab i
lidad . S i los coefici e nt es d e regres ión estimados so n m uy poco fi ables -es de
cir. s i sus varianci ,1s son n1uy grandes-, la reg ió n d~ ncept aci ó n correspon
di en te a L1 hipótesis d e que u n dete rmi nado codic ien te es cero se rá muy am plio . 
A su vez , es to s ignifica qu e la potenci a de la contras t..ic ió n es muy pcqu e iia 
y, por tanto, no es de g ran ayuda para di sc ri m in a r en tre hi póte sis c ie rta s y 
falsa s. Es to es lo úni co qu e sc puede dec ir , ind ependientemente del mo ti vo 
qui: hace que di chas variancias sea n g randes . 

10.4 Errore.~ de cspccificaciún 

La es pec ificació n Je un mode lo de: rcg 1-c: s1on con sta d e la formulación de 
la ee u;, c ió n de rqi i·es ión , y de !as alirm;,ci o ncs o supuestos acnca <le los re
gre so ri:s y c l tc'rmínu de ¡,cr1urh:1c ió n . Fn e l si: nt ido amp li o de la expresión, 
e\i , 1i1;Í un ,, ,.:rrc•r ,k c , pec:ilic :1c iú n » siempre que sea incur reua la furmul ación 
de Lt ec:u;1-·i,in de rc·¡:r,·, ic', n o uno d e los , upucsto, suby:rce n tcs. Sin e mba rgo, 
c'n , cn1idu ,:,.tric tu . el crrur IÍ<' l'Sfh' ci/ic>1ciú11 se refi e re úni came nt e: a los 
errurcs en la fu rn1ul;1ci ó n de la ccu:1c ió n de ri:~res i:.í n ap rop iaua , y és ta es la 
in lérp rctació n q ue adopta remos . Conside rare mos vari as cl asc:s <li st int.is de es
tos erro res . y concr.: tamente los que oc u rn: n a cunsecuen c ia <l e: 

l . Omi sión de un a va ri ab le exp li cati va rele vante . 
2. No consid eración de un cambio cua li UJtivo e n una de las var inbks 

exp li cat ivas. 
,. In clus ió n di: una variable expli cat iva ir relevante. 
-1 Formu lac ió n mat emática in co rrecta de la ecuación de regres1on . 
'i . Espcc ili cac ió n incorrecta d e la forma en q ue e l té rmino de pe rturba

ci,·m .rp;rrcci: e n la ec uación de reg resió n. 

:: ·,>! :rrn crc tc· cs tudi;rrcmos los casos en que las var iable s expl ic a tivas son 
· ·' ' 'rc:1, . i;r s ;::u nc lu ,:oncs pe rm anecer ían bá sica me nt e in ;1Iteradas si di-

~- ··- - ' ~ -:5°"Jl'1:,.,;s,r,,.~ .. - ~- - - -·-

j ' 

i ! 
! ! 
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chas variables fuesen estocást icas, siempre que fuesen independientes <ld té! 
mino de perturbación de la regresión. Nuestro objetivo principal cons isti r:í t ri 

dcsc1.1bri r la s con secuen cias de cada uno de los ti pos de errores de cspcci fica
ción sobre los es timado res minimocu adrát icos de los coeficientes de regresión 
y sus e rro res standar<l. 

Omisión de una , -ariablc explicativa relevante 

Con sidcn;mus, en primer lu ga r, los errores de especificación debidos a la 
0111isió11 de una Puriable expliculirn relevante en la ecuación de regresión. Con
cre tamente, supongamos que la especificación correcta d e la ecuación de re
grts ión es 

( I0 .58) Y, = /31 + /3 , Xi, + /3,X, 3 + e, , 

pero. en cambio, es t imarnos 

(1 0.59) Y, = /31 + f3.,X,2 + e¡. 

Este tipo de error puede cometerse si no se dispone de observaciones de XiJ, o si 
el in vesti gador no es con sciente de l hecho de que para especificar correcta
mcnt.:: la hipó!és is sosten id a debería in c luir dicha variable en la ecuación de 
n:gr.: sión. Si la .:c uac ión ( 10 .59) fue se correc ta , los estimadores minimocua
<lráticos de ~, y ~2 se rían in scsgaclos y eficientes para tocios los tama ños mu es
traks. Vl'.,1111us aho ,·a lo que ocurre con <lichos cs ti madon:s cuando la formu
laci ón co ,.,-ccta es ( 10.58) en lugnr de ( 10. 59). Para ~2 tenemos 

E(~. ) =· t.: [~ (X, , - .\'2 )( Y, - Y) ] . 
2 

¿ (X,2 - X,)2 
Pero, segt',n ( 10.58), sabemos que 

( Y, - Y) = {3c(.\", , 

ele modo que E(~2) =~ /32 + f33 dn, 

en la que d _ 2 (X, 2 - ,\'J(X, 3 - X3 ) 

"2 -- - ¿(X,, - X2l' 

Del mismo modo. para Ó, tenernos 

en la q u<.: tl.,1 

· te ·::, E é 
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d . t d y d son en realidad, las •r '" l:ts c"\l'rl:s iuncs_ c_orrc spon _1~ n es a 11 ·" _., , 

._ ,· ,,, .. , , •c: li c i..:nt..:s m1111mocuadrat1cos de la ecuac1on 

{ !1.' t, n X"= d31 + d,:.J<.i + residuo. 

. . v y X · no son estocásticas la ecuación (10.60) se puede considerar 
( ( 11110 / \ 11 i3 ' . . 

1 • • coino una ecuación de regre sión puramente descnpt1va. En es ta 
. , .. . 11 11 ,ntc · · bl · ºd 

. .· · la variable «dependiente » está represent ada por la vana e om1t1 a 
(lll ,I L I U ll, (l d º . 
.\ ... ,· la «expli cativa » po r la va riable incluida X,e. S:ibicndo que 1'-'. :s 1sttrita 
Jc c~ro , e l estimador minimoc uadr.íti co d e ~2 basad? en la ecuac1on (10:59) 
s,.:rcí sesgado a meno~ que d" se a igu a l a cero, es decir, a menos que X,; Y X,~ 
no estén correlacionadas. Si 0, y d.,2 tienen el mi smo signo , el sesgo de fJ2 sera 
positi vo y, en caso contrario, negat ivo . Es to significa qt1e la dirección del ses

go J e (:li depende de 

l. 
2. 

El signo de 0,. 
La direcció n ele la corre lación entre la variable expl icativa omi tida Y 

la incluida. 

Si la correlaci ó n entre X" y X" no desaparece al aumentar e l tamaño de la 
muestra , es decir , si 

lim d32 # O, 

~~ se rá también in consis tente. Adcm~ s . el estimador minirnocuadrático de '31 
ba s: ,do en b ecuació n ( ! 0 .59) sná Sl'.~gado si 

X 3 - d:i , X , t o, 

e in co ns istente s i 

lirn (.~\-d32X2) # O. 
n- "' 

fato s resultados parecen sugerir que, s i la variable explicativa omitida no 
n t<Í currelac io11ada con la variable expli c<1t iva incluida, su o misión . puede no 
,1;,r Jug :1r :i graves consecuenc ias para la estimación minimocuadrátiea. Exami
rh:rn ,,~ (' , te ~unto con mayor de talle. Suponga1_11os que X ,1 y X, , no es tá n co
rr ,· l:, , i, ,n;i.i;i s , 0 sea que d .; , = O. E n este caso, 02 basada en la ecuación (10.59) 
i.: . 1,1 ... l·...,~ ..1 da, y su VLlriancia es 

a' 
Va r(P,J = F:( f, , - /3J 2 = - - - --=-o;· _¿ ( X,2 - X 2)· 

., 
1: 

;Í 

,, 
:¡ 

¡ ,, 
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El estimador de Var(P,2) basado en (10.59) es 

S
2 L [( Y, - Y) - S.cx,. - x.)]2/(n - 2) ----

¿ ex,. - X2) 2 I (X,2 - x.) 2 

L [-(S2 - f32)(X,2 X2) + {33(X,:, - X 3) + (e, - ,)] 2 

(n - 2)¿(X, 2 - X2)2 

La esperanza matem á tica de ~}2 viene dada por 

2 m22Yar(SJ + f!5tn33 - 2tn22Yar($2) + (n - l)a2 

E(s~) = (n - 2)m22 
.)2 

Var(S2) + . ¡,3111,,a 
(11 - 2)11122 

Esto implica que, en tal caso, e l es timador de Var(P,2) tiene un sesgo positivo . 
Por tanto , !::is contra stacio ncs de signifiG1ció n habituales para 02 no son 
vMidas, ya que tenderán a rec ha zar la hipó tesis nula con mayor frecuenc ia de 
la que está justificada por el ni ve l de s ignificación particular. Además, la es
peranza matemática del estimador minimocuadrátieo de 0, basado en ( 10.59) es 

lo que significa que 0, es sesgado a m enos que XJ = O. 
Los result ados corrcspondi e nr cs a la estimación minimocu ad rá tica de 0, 

y 0, basada en la especificaci ó n ( 10.59) , cuando la especi fic ac ión correct a es 
(10.58). pued e n rcsumi ,·sc de la forma s igui e nt e : si la vmi,,blc cxplic,•tiva 
rn:iitida está cor re lacion;id a con la in c l11ida, los estimadores de 0, y 02 se rá n 
scs~ad os e in co r, sis tc nk s. Si la variabk omit id :1 1:0 L'St:'i corrclac io n:1da con la 
incluida, ,,J estimad or de 0, segu in'i sie11th1 gc nc ra,mcnt c sesgado e in cons iste n
te, pe ro ti estimador de r,, se rá in scsga do . No ob :; ta nt e, e l esiimador ele la va
riancia de 0, tcn dr.í un sesgo positivo , de modo q ue las pruebas de s ig niíi rnc ión 
y los interval os J e co ní1 211za para 02 tcndcdn a prnd uc ir co nclusi o nes demas ia
do con sc rv :.id o r:is. 

El análi , is anteri o r se puede amp li a r fác ilme n te al caso en que ex is te 
mayor cant idad de va •·i a b!P.s exp li cat iv as . Su po n~~amos qu e la esµ ccifi c:ic ió n 
co m:ctn de la ecuación de rcg rc~ ión es 

( 10 6 1) r, = {31 + f3 2 X,2 + /3:1X, 3 + f! ,X, ., + e, , 

pe ro , en cambi u , cstim~mcs 

(10 62) 

' · .,.~ 'l"°"' y:1'.)" H ?, ~ 4,_l . . ,,.,f. ·.· ~-~..,....~~,.,-...,.,,.......,....,_ ..,.._ .. ___ _ .._...,_.,. ,.~·<>..--.--,---· ~-... ~.-...,......,--. . --· .. ·-.. 
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1. :, ::1.!sl, ,r minimocu:,dr;ítico dc (3, ba sado cn ( 10.62) es 

S2 = nr ) . .__ n,~3 - nr r "J tn -i _1 

n1.,2.1 n1 33 - nz~ J 

Ahora bien, E(m Y2) = /3211122 + /30m 23 + f34m,,, 

E(m y3) = fi,11123 + {!31>133 + /3,m 3 ,, 

L' , ca, que 

E(m y2ln33 - lny3tl/23) = f!2(m22m33 - 11'1 ~:i ) + fi, (m 24 m 33 - m s,m,3). 

Por t,rnto, 

en la 4t1e d4 2 _ ,n4 217133 - m4 3 ln.2 3 

- /!12 :./1133 - IJ1 ~3 

O bs.5 rvcse q ue la expresión correspondiente a d,2 es exactamente igual a Ja 
fórmula de l coeficiente minimoc u¡¡J r:ítico ck X,; en la ecuación 

(10.63) X,, = d., + d,, X,2 + re,i duo. 

en la ectwc ión (10.63) se ha efectuado una « regresión» de la variable expii
cutiva omitida X,,, respecto a las dos variabl es in cluid as X,~ y Xi]. De] mismo 
modo, 

Y E(F,,) = 0, + 0, d., . 

l' u r tant o, lkgamos a J¡¡ mi sma conclusión que en el caso en que existía un 
mrn o r nüm..:ro de variables exp li ca tivas. 

1 JF/\·IPLO . 
India. Muni 
l t1rL·, rk: un a 
f t11 1.: il ·,n de 

En un es tudio de las funcion es de producció n en la industria de la 
Y Sa stry" util iza ro n dat os correspondientes a la produccóón y los fac
muc, tra de 320 empre sa s. obteniendo J~s siguientes estimaciones de Ja 

producción de Cobb-D o ug las : 

lo !( x, = log 0. 6~ + 0.53 lo g n, + 0 .50 Jog k, + e,, 

·,: 1!l 1r 1~L'l ( 1 de l:i p r1Hl u.:.·c ll in. n ==- .,;;u c!d l), v ..,;1!:..irin'- J..: == , ·a lor de los 
' rH· \ 1

"· · , . l·l , id 1í11di 1.-c: i h.1 ... :c :·:..: f <:n..-11c i:! a L:.i cr.1prL·,.1 i -t:,in):i . _i.;;¡ el fact or «ges-

: •- ir · 
1 ¡· _\ ·,: 

l n<...!u !a tr~,... Eco-
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tión» difiere sistem:íticamente de una empresa a otra y, por tanto, no puede con,, 
derarse como parte de la perturhación aleatoria, la ecuación anterior no est,i h ,cn 
esrecificada. Si se introdujese dicho factor -que, nat uralmente. es de difícil me
dición- en la función de prüclucción en la misma forma que los factores 11 , y k, . 
el signo ele su coe fi c iente sería cl a ramen te positivo. La regres ión minimocua
clritica de car;icter descriptivo q,1e rcla c iüna el factor «gestión» m, con las dos 
variahlcs explicativas incl uidas. 11, y k ;, es 

log 111, ~ d 41 + d., Jog ri, + d 43 log k; + residuo. 

En este caso, podtrnos efectuar especu laci ones ace rca de los signos d., y d 43 . Si las 
emprc,a, con un elevado nivel de capital poseen una gestión superi or en compa ra 
ción con las que uti lizan un a mayo r proporción de trabajo, d,, sería negativa y 
d, 3 po,i tiva. [n estas circunstan cias . y de no existi r otras violacion~s de los supuestos 
del mo,klo cl:'isico de rq:;resió n normal li neal , 1a cstinnciún del coefic iente de 
Jog ri, tendría un sesgo negativo , y la dd coeficiente de lo~ k, un sesgo positivo. 

Camhios cualitativos i'll las v:triables explicativas 

Conside remos ahora los errores de especificación que surgen a consecuenc ia 
de un cambio cualitativo en una o miís variables explicativas, al pasar de una 
observación a otra. Concretamente, supongamos que la ecuación de regresión 
especificada correctamente es 

( 10.64) 

pero no podemos ob servar X,, y utilizamos X t que se define en la forma 
siguic.:ntt: 

(10.65) X,t = X,2 + Q, e, 

en la que 0 ,2 es un fact or que represen ta .::1 c::irnb io cualitntivo en x;. Su

po11 ga111os también q ue 0 ,2 es 110 cstocfü,tico y no se puede medir. Esta situa
ció n puede p resen1,11·se en el caso de una función de producción en la que la 
calidad del f.ictor 11·ab:,_jo lw ido mcjorando a lo largo del ti em po. Sin em
bargo, t.:I concepto teórico de: funci ó n de producc ión se rcfic:re a un a rel::ición 
entre un prvduct o hornog,.; m:o y unos ía c tores ho mogéneos. El ekcto de un 
cambio de cslL tipo ,,obre la e , 1imac ió 11 por 111í,1imos cu:,d rados puede obte
nerse de la fo rma s igui e nte . Sustitu ye ndo X ,, po r su va lo r scr,ú1t la ccu:,
ció n (10 .65 ) en la ccu:.ició11 ( 10.64) , ob tcncmos 

(lü.b6) l', = fl, + flJ X,~ - (_)¡J + {33 X, s + ,, 
= fl1 + /3,X,t + f3e1X,3 - fJ,Q, 2 -t- ,,. 

r ., L" " I 1t11a ntu~ 

Y, = f3, + ,'~, X.~ + f3,X,, + 
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• ,, ' 

en lurar de (10.66), cncon trn rcmos el mi smo error Je cspcc ific:.ición que si 
hu ',i,:,c·mos dejado de inc luir una variahlc e:-.plica1iva n:lcvunte. En este caso, 
l:i s c, pcr"nzas matcm:íticas d.:: los estimadores minimocuadrií:icos d e {3,. {30 y 
'.j , ba,ados en ( 10.67) so n 

E(S,) = f3, - f32du, 

ECS2) = f32 - f3 2d42, 

E(S3) = {33 - f32d13, 

en las que las d son los coefic ientes minimocuaJr:íticos de 

(10.68) 0,2 = d" + d., X~ + J43 X,J + residuo. 

En el c:.iso de una fun ción de producción, todas las 0 sería n positiv2s. Además, 
es de esperar que en las observa;; ioncs e n forma de ser ie t.::mporal, d, 2 y d43 

sean ,positiv:.i s, ya que las tres vari:ibk~ de ( 10.68) li::rn ido cr.::ciendo a lo largo 
del tiempo! al men.os despu.:s de l:.i Segund a Gucrrn 1\1undial. Ello implica 
que tanto f1, como 01 tendrían un s..:sgo negativo. El :rnáli s is ~e puede :impliar 
fúcilmente a l caso en que el número de vnriables expli cativ;i s es mayor, o al 
caso en que se produce un cun1bio cualit:1tivo en m.is de un ;_¡ vari:.iblc expli
cativa. 

Jndusión de una variable explicativa irrelevante 

Otro dc los t ipos d e errores de especificación se presenta cuando el grupo 
de: v:.iriablcs cxrlicativas s ig nifi cn ti va s se ve aumen tado por la inclu sión de 
una o más variables irrele1 1a11tes. (Las ecuaciones de regresión formulad:.is por 
L'! rruccd imicnto J e in c luir todos los posibks candidatos e n e l grupo d e va
r::,hk ,, c· .~plica ti vas s in prcst ar gran a tención n la teo rí:.i subyacente se ll :.i man 
·' '- ,·,: e, . pll r ra zo nes obv ias, «mode los d t fregadero».) Por ejem¡:,lo, 3upongamos 
' i" 'º h c~¡,ccifi"cc ic'n1 co rn.:c ta de la ccu¡¡c ión de reg resión es 

1 I U t, cl ¡ 

>. ·"' \ ',, ., ,, 
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Al utilizar la ecuación (10.70) en lugar de la (10.69) cometemos un error de 
especificación, ya que en la formul::ici ón de la hipótesis sostenida ignoramo, 
la restricción de que 0, = O. Veamos lo que ocurre en tal caso con los est i
madores minimocu;idráticos de los coeficientes de regresión. En primer lugar, 
la esperan za n mat emática de (33 es 

E(S3) = E [111
r:1lll :u - myst01] • 

t ll l 22fl'l33 - / Jl23 

Pero, según ( 10.69), sabemos que 

E(mr,) = 0,m,, y E(mn) 

o sea, que 

Es decir, la media de (3, es igual al valor real de 0J, que es _cero . En una mues
tra determinada, la probabilidad de observar un valor de P,, significativamente 
distinto de cero es igual al nivel de significación elegido. Por otra parte, la 
esperanza matc111:ítiea de 01 es 

Asimi smo, E(S1) = E( Y - S2 X, - SaI'a) = (f3, + f32X2) - f32X2 = f3,. 

Estos re~u ltados muestran que todos los estimadores de los coeficientes de 
la ecuación ( 10.70) so n in sesgados . En cuanto a sus variancias, tenemos 

Var(.BJ = __ ª_2_11_1:1_3_·"> 

n t"l:.!.,nJ:J - 111 ~3 

en la qu<= r 23 es el codic.:irnt c dt: correlación ctltrc X,, y X,J. Ahora bien, si 
estimáse mos 02 en base a la ecuación de regres ión cspt:cificada en la forma 
correcta, ( 10.69), su variancia, a la que ll a maremos Var(0,*), se ría 

Var(Sil 
ª2 

,n12 

La razón en tre las dos variancia s es 

Var(S 2) 

\lar(Sil = 1 - rf3 • 

1, puJonos vcr que 

\'ar( ,q:.,) 
- ;;,: I • Var(,8;) 
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r: i J., que la igualdad sólo se cumple cuando r23 = O, es d ecir cuando Xa y 
\' , mJ cs1án correlacionadas. La impli cac ión de es te resultado es que, general
r:1L· 11 1c, (3, 110 es eficiente. Del mismo modo, si operamos a parti r de la~ fórmu-
1," de Yar(~,) y Yar(f3,*) -en la s que (3, y 0,* representan los estimad9res. 
:ninimocuaJráticos ck 0, en ( I 0.70) y ( 10.69) respec tivamente-, se puede mos
tr:ir que (3, tampoco es eficiente a menos que 

Consideremos ahora la s variancias estimadas de los coeficientes mm1mo
cuadrátir.os de ( 10.70). Las fórmul as de Yar([3,). Var<f3, ) y Yar( ~3) sólo inclu
yen un parámetro desconocido. rr', que se puede estimar por medio de 

1 
S

2 = -- ) [( Y, - Y) - S,(X,2 - X2) - /1e(X,3 - .X3)]2 
n - 3 ', 

= -
1
-~ ) [f3,(X, 2 - X,) + (e, - i:) - Í12(X,2 - X,) - SiX,3 

11- ..>j 

= n ~ 3 .L [ - <S, - f32)( X,, - X,) - S"(X,3 
1 

X,) + (e , - i)J2. 

La esperanza matem:ítica de s2 es 

E(s2
) = -

1
-

3 
[11122Va r(S2) + m33Yar(S3 ) + (n - l)a2 + 2m23Cov($2 ,$ 3) 

11 - • 

2/:-'(S2 - /32) ¿ (Xi, - X 2)c, - 2ES3 ¿ (X,3 - .X3)e,J. 
' ' l'cru 

-~n¡i, -f3J¿(X, 2 - .X2 )c, 
¡ 

-2a2
, 

" " 1 1, _\ ' , k, 

. · /" ! 1.\ .. ·-. . 1~. i,_,_- m,._._,~_t .\', .· - T.,1, .1 ~·ix,, 
I ) l _ . ! ) 1 . i - I J 1 . ' J 

.\\ ),, -2a2
, 

. ~.... ··~-.- .. ._. ............ -........ ~ .. -·· ....... _ - ---- . '• 
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de modo que 

1 
E(s2) = --3 

n- [
a

2
(rn 22rn33 + m33rn22 - 2rn ~a ) + ( l) 2 4 2] 2 

--------~2---- !l - u - a = u . 
m 22n133 - m 2 3 

Esto significa que el estimador de 0"2 basado en la . ecuación_ (10.70) es inses
gado y, en consecuencia, los es tim adores de Var(0,), Var((3,) y Var((3, ) tam
bi .:n son in sesgados. Este resu lt:ido se cumple t:into s i X;2 y X;, están correla
ci onad as , como si no !O' c,t{Jn. j__a concl us ión, pur·<, es que s i e l e rror de es
pecificac ión cons iste en la inclu sión de a lgu na s var iabl es explicnt ivas irre le
vantes en la ecuac ió n de regres ión, los est imadores mi nimocuadrá ti cos de los 
coefic ient es d.:: reg resió n so n in scsgados , pe ro no ef ic ient es . Los es ti madores 
de sus va rianc ias son tambi én inscsg:: dos , de mod o qu e, si no ex isten otras 
compli cac io ne s. J. 1s prue bas de si gnifi c:1c iú n y ' os intc:rva los de confianza pa ra 
los par:ímc:tros de reg resión son vú li dos. Es tas conc lu s iones se han obt enido 
para un 111 0Lklc1 de n:g rc s ió n sirn pk, pc:ro se puc· tk mostrar i": ic il11h:nlc que 
tambi .:n se puc:d c: n ap lica r .a los llllldclos co n mayc, r 11ú111c:ro de va r iables ex
¡:,lica tiva s. 

No linealidad 

Otro de los erro res de especificación se presenta en el caso en que la 
espcci ficac: ilÍn co rrec ta en la ecuación de regresió n no es lineal, pero es tim a mos 
lo que se puede considt'rar corn :::i su aproximación linea l. Como en la inves
ti gaci ón econornétrica apli cad a se utili za n ampliamente: las re laciones lineales, 
es Ucil qu ,; cste tipo Je error se cometa con gra n frecuenc ia . S upongamos que 
la espec ificac ión correcta di.! la ecuaci ón de reg resión viene dada po r 

(10.71) Y, = j ( X,) + e, , 

en la que /(X ,) es a lguna fun ción de X ,. Supongamos que esta fun c ión es 
con tinua y posee p deri vada s contin11as, s ie ndo p al gú n número ente1:_o positivo . 
En tal ca so , podemos e fec tuar un a expan sió n de /(X,) respecto di.! X, según el 
teorema de Tay lor.1 ' escr ibi endo la ecuac ió n ( 10 .71) en la fo rma 

(10.71a) Y, = ((X) + (X, - .\' )('(X) + (X, ; ! Y)"/"(X) 

' ( X , - X)P ( ''''( .\' ) R 
T · · · + I . + µ , 1 + e, , p. . 

12. Ver, por 1.: jcmplo, A . C . Chinng, F urulamen t C! f ,\1e tlwds o/ ,\ fa 1h cu1(:t i,: 1:i l , , · 

111ics. Nueva Yo rk . McGrow-Hill . 1%7. pp. 256·b0 . 
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c: 1 !.1 que 

f(X) = f(X,) 1 , 
x.-x 

f'(X) d~c:,,) 1 x, m X ' 

F(X) d 2f( X,) 1 

dX? Xi - X' 

RP + 1 = resto . 

Reordenando los té rminos del lado d e recho de la ecuación (10.71a), obtenemos 

(10.71b) Y, = /31 + f32X, + f3aX,2 + · · · + e,, 

v'2 

en la que /31 = f(X) - Xf'(X) + ~iT f"(X) 

/32 = f'(X) - Xf"(X) + ;,
2 
r(X) 

y as í sucesivamente. Es deci r , las 0 son exp res io nes en térm inos de X y de 
los parámetros de /()(;) , y se pued en conside rar co mo coeficientes de regres ión 
paramétricos. Si ahora es timamos una aprox imación lineal de (10.71), es decir, 

(10.72) Y, = /3 , + /3, X, + .. 
C¡ ' 

en rea li dad estamos om itiendo «variahks ,:xpli ca tivas» relev:intes en la ecua
ci L;n d e re¡: rc·,i,.Jn. Ya lic1 ,10s es tu diad o la s co nsecue nc ia s de e ste tipo de error 
e n l:t primer;, p;1rtc de es ta scccic\n. 

Los n:,ul1 adus :m tc:ri orcs se pu l! dc n ilu strar de la fo rma si guiente. Supon
gamos que la ecu ació n de rc grc:sió n co rrecta mente especificada se puede rc
pre , cntar po r mcJio d.:: una fun ció n parabólica , 

t10 7.,) Y, = /3¡ + /3, Y, + /3:i. \ / + e,. 

Si 111il i1;1111 os (1 0 .72 ) como a pruxinw c iú 11 ele: (10 .7:l l y empl e:1mos el método 
, , 1i111.1, iú 11 p.•r mi 11 imu s cu ;1d ra dos , pnJc:111 u, ob ten e r las prupicdadcs de 
, :ir,,., , !, ,: .: · r,· , ult :111k , pu r c·I 111i S11 1u prucu fi111i.: 11to que hc:rn os utilizado 

, 11 1 , ,, ¡ , t ll l.1•) 1. 1-.1 c·1-rc,r tic c·, pc:c·ili c:: ,c ié, 11 cu111..:1idu al c , tilll:ir ( 10.72) en 
! .. . · ,!,· ( 1 U. 7 .1 ) e· , >1m pkmcnlc l:i urn i, i,i n dc .\ ; c: n la ec ua c ión dc rq , rc·, iú n . 

1 • 1 11.: r 1 ~ l , .... 

· ' •;' ,! \ ' / 1 :'. : 1 • ,-; ,J. s: • 
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en l::is que d,, y di, rcpresent:rn los coefi cientes minimocuadrá ticos de 

(10.74) X1
, = d, , + d 12 X ; + residuo. 

En gene ral, d32 será di sti nta de cero, de modo que el es tim ador de ~, (y e! 
de (3,) será sesgado e in consi stente. La magnitud del sesgo dependerá dd 
tamaiio de P,.,, que dete rm ina la curvat u ra de la ecuación de regres ión cspcci
fi ca<ln co rrec tamente , y de los val o res de X en ; __ mues tra. 

Espe<:ificación incorrecta del término de perturbación 

Para ver o tro t ipo de error <le especificación, consideremos el caso en 
que la perturbaciv n estocástica se introdu ce de forma incorrecta en la ecuación 
de regresión. En con cre to. suponga mos qL:c la especificación correcta de la 
ecu~ción de n:g resión es 

( 10.75) Y, = f(X,)e,, 

en la que el loga rit mo de E, se di s tribuye no rm almente con med ia cero y 
varianc ia cr', es d.::cir 

lag, •, - N(O, a 2). 

O bsé rvese qu e, en ta l caso, tenemos 13 

E(, ,) = eª212, 

Va r(,, ) = eª 2(eª 2 
- 1) . 

Suponga mos a ho ra qu e en lugar de u t ili za r (10.75) tom amos 

(10.76) Y, = f(X,) + ,;'. 

En este caso tenemos 

,; = Y, - f(X,) = /(X,)•, - f{ X ,) = /(X,)(,, - 1). 

Y, en consecuencia , 

y 

E(,¡) = f(X,)(eª 212 - l) 

Var(,:") = [f(X ,)12[eª°(eª 2 
- I)] . 

Esto significa que E¡ no cumple las condiciones de medi a cero y homoscedas
ti cidad. Además, s i e ! log:i ritm o J e E, es u na normal, E,* no se puede di s tribuir 

13. Vé~1~c Cn ld!h: r>;,LT . uf ' - ci t .. p. ~ i ). 

Ec.,-- •• _-,.,· ..-•• 

, 
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l ...i· 1:: 1;< 1l .:, 1~ · 11': .., t!L" i: -- tu s n: ~ui t;a! v !'> ::.ub re la s pro pi\.'.'J:JJcs de 
, . , d e 1," p;,r .i rn c:ros J~ ( 10.75) , e pucJ~n cakul::tr con detalle 

. ,:, . . , l., f .. rn:a 111 ;,tc·m:\tic:1 Je: /(X,). Po r ejemplo, s.::a la ecuacién 
. ·,: · 1, 1t1 l v rrcl'. l~lllLTllC ...: ::.p~cifi cJd:l 

Y, = y X ,,,, 

e: : ¡., c¡ ue log,. E; c u mple todos los su puestos dd modelo clásico de regresi~n 
. .,, :: 11 :,1. Supo nga mos que, en lugar de ( 10.7 7), postulamos 

1 lll .78 ) Y,= yX, + 'i. 

En este caso, el estimador minimocua<lrá tico de y basado en la ecuación 
(10.78) es 

y ¿ Y,X, 
= ¿ X.2 

La esperanza matemá tica de y es 

E(y) = yeª'12, 

lo que significa que y es sesgada. Además , 

lirn prob 9 = 
lim prob ( ' - X/ c,)/n 

lirn p ro b (¿ X,") /n 

lo qt:e significa que y es incon sis tcnt<.:. 

= yee:2,2, 

En -:1 ca so antc·r io r, hc:mos ,u pu c: , to que , en la ecuac10n de regresión 
cspcci lic,:d:.J cu 1-rcc:t:.J1nc11 tc . el t.:rm in o <lc: pc rturbaci ón ap:irccc en fo rma mul
ti plicativa . mi ,· ntr :.Js que en !:.J ccu;,c iú n Je rcgrc,i ú n ma l especificad a aparece 
en fur rn,, adi tiva . Exarni111.:mo, aho ra e l ca, o con trario . Supongamos qu e la 
es pec ificación co:·rcc ta de la ec uac ió n <l e rcgrcsión es 

( 10 .79) Y, = f(X,) + "•. 

, n J;, que E, cumple todos los su puestos del modelo clásico de regresió n normal, 
, , upu11g:1rnos que, po r error , efect u nrnos e l supuesto 

· I U.~Ü) 

• E¡ 

Y, = /( X,)e;. 

Y, 
/ (,{) 

F . 

+-- · Ji X ;) 

- - ., ~- , •. :~ .... ..-._,_ •. _,a,~-~,.._,. ____ - -
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Y, por tanto, E(ei) = 1 

y 

Pa ra ilustrar este caso, consideremos la ecuación de regresión especificada 
co~rectamcnte en la forma 

( 10.8 1) .. Y, aX/1 + e¡, 

pero estimada e n la forma 

(10 82) log Y, = log a + f3 log X, + et. 

El estimador minimocuad rá tico de 0 basado en (10 .82) es 

tJ ¿ [l og Y, - (¿ log Y,) /n][log X, - (;," log X,)/11]_ 
P = ¿ [I og X, - (¿ Jog X,) /11 ]2 

Pero , a partir de ("10 .8 1), tenemos 

log y, = log (uX,8 + e,) = log a + f3 log X, + log [I + (e,/a,Y,8)]. 

Por tanto, 

{¿ [log X, - (¿ log X,)/11] log [1 + (e,/aX,8)]}/11 . 
t = f3 + {¿ [l og X, - (¿ log X,)/11]2]/11 

Según la expansión en serie de T aylor , podemos escribir 14 

Elog [! + (e,/aX,8) ] = E[(e,/aX,8) - 1!_(,JaX,8) 2 + t(e,/aX,8) 3 
- • • · ] 

= - [½E(ci')/(aXf )2 + 1 E(c?)/(a Xf)' + · · ·]. 

Por tanto , vemos que 

y además lim prob 0 "" 0. 

A 11 a l., ··onc lt1s1·0·1·, ele c¡ue ll es sesgado e incon s istente. sí pues, ega mos u ~ ¡, 

Contra.stación de hipótesis sobre los errores de especificación 

El análisis que acabamos de e fectuar de: las con sec uencias de las distin t," 
clases de errores de espc..:ificac ió n ha mostrado qu t: , sa lvo cn cl c.i,o cn q t: . 

14. \ ·cr. po r cj l!m r, lo. T . Y :,mnnc, l\ l a1hc111atics j or 1:·cu11v111i.,1:;. t:n rk\, ,,, ,, ¡ e :·· 
N. J . . l' rcnticc- 11 ,d l . 1%2. p . liO . 

··- ·-.,.,.,.,...._,._..,..._- ·_~-···- --~·-··-··--·--~ .. . , .•. . ·- . -···~- · 
- .- -·- ,¡_..,.,;¡._¡,, .. - •• ....i.t ... -.,.~-- ... ~·" --· - "" . .... ·- •• - .. -· --·· 
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, · . ' ··" ·"' , .tri;ibks ,·,rliclli\":tS irrclc: v;rntc s en l::i ccuaciún d..: r..:g n: s ió n, todos 
., ' "'"'' ' Jc c ,pccilic ;1cié1t1 qu..: hcmos con,idc-rc, do cut1\"l"rtia n a los estima

,! ·ce·, 111i11i111ucu aJr:íticos en sl"sgac.los e irwomi'>lc·n tes. En c: I ca so en que se 
:: :: lu i:1n ,·ariabks e:-.plic:.itiv:.is irrclevantes. los c·stim:,dores minimoc uac.lr~ticos 
,·r .,n inse ,gac.los y con s is tcntcs . pero no cficicntes . l'o r tant o . es impo rtante 
q u,: tr:ti.:m os de l"vitar los crrurcs d:.: c spccificaciún en la medida dl" lo pos ible, 
, que:. ~i son in <.:v itab les , seamos po r lo menos co nscientes ·de su cxi ~te ncia. 
Ya hl'mos m e ncio nado d os ra zones posi bks po r la s que se coJ11cte n errores 
tk espec ifi cac ió n. Una de e lla s es q ue las ecuaci o nl"s de regresió n no puc<.kn 
estimarse según su especifi cación corrc:cta debido a las limit:ic io ncs ·de los 
d:1tos . En tal ca so, e l anú lisi s :mte ri o r ac.lapwc.lo al probkllla concreto nos 
p ued e e.lar a lguna ide:.i ele la ser ieda c.l de l Sl' Sgo y de su dirl"cci ó n. La seg un da 
razón po r la que se come te n e rro res de especificaci ó n es la fa lta de conoc imien
to acerca de la .es pecifica c ió n co rrecta dc la ec uac ión de reg res ió n. En este 
caso, nos interesaríil pode r con trastar s i hcJ11os csp,x ifi cado corrcc tallle nte o no 
la ecuación dc regres ió n. Es ta es pn:ci sam c nte la forma en qu e se p lan teó 
e l probl e llla e n re!., c iú n con los supuestos ace rca dcl término d..: perturbac ió n 
e n e l Gtpítu lo 8, al est ud ia r a lg una s d e lns co ntr:1 sla c io nes rc·l:11ivas a la homos
ccdas tic idad y a In no ex istencia dl" autor-r,·g n::s ió n. En ..: s tc apartado, vaJ11os 
a cons id e rar a lg unn s con tr,"t:tcioncs ace rca de !os CtTOrl"s e.le es pl"cificación 
corTc.: spu nd ic.: ntcs a la in c lu , ión de v;,riablcs irre lc,·,111tc ;. y a la o m isión de 
varia h-lcs re levan tes ; la s co ntra s t:1c io 11c s de.: la li1H.:a li dad de: la ec uaci ó n d..: re
grl"sión se cst udi :,r,i n en la sccc i,.í n 11 .3 . 

l·:111pc:c·c.:J11u, con cl prnblcma dc cu111ra.1!11 r la hi¡,ó tes is ele ,¡ue la form a en 
que se lw n peci/ic{{(/V /u e,·u"cicin de regresi1í11 incluye algunas i•ariab/cs ,:xpli
cati l'as irrcle1•a11tes. S11pn11ga11:os que: I:; ..:cu;ic ió n de rc:grc: sió n se cspc:cifica e n 
la fo rma 

Suro np,amos, adem.ís, que ex iste u na teoría alternativa segú n la cual la s va
ri¡¡ b Jes X, , . ,, X;_ , ., 2, • • • , )(;. 0 son irre leva ntes . En este caso, la hipóte
, i, nula se pul"de exp resar en la forma 

H o; f1K+1 = f1,+2 = · · · = flo = O, 

, l,1 l,i¡,, ·,1c, is :tltcrnati va co mo 

11 ,. : Hn no cs cierta. 

' ,' •,: , : _~\ ¡, -, f l , 1, !lTt: :1d; 1 l'S la lJU!..' lltiliz ;¡ L'/ L' ~! ;tdis l ico F ')' ~C hJ prt.? Se n • 

'! 1 
i : -) 1 1 , 1.: L- ~1 111, :1, 1;1c it.J /l l! L1:" pl·rn1i1 ir;í di ~cr!11~i11:.1r L'nt rl! LJ.s dos 

l .. , ; , 1:. :,1 L' '-: -L:n ;'-· L'll l. : :,¡ d1, .. :~1L·i~,11 ,l ,... · e , ::, u ;n1r:,:- 1:!1..: ic·1n es que, 

· :. • : ~-. ;1.1 - lll ' ~ , :,:; · 11 1_· · 1. 1r f llf!~?:i 1.:. !,:, , ll f, ·r11 1;1 1:, n Jl·fi-
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nida como se supone aquí. Frecuentemente, no disponemos de un procccli mirn . 
to único para clasifica r las variabl es explicativas en dos grupos, uno de cll u, 
cont eniendo las variables que deberían incluirse y el otro con las v¡¡ ri ablcs 
que suponemos se pueden exc luir . Por ejem?lo, si la ecuación de reg res ión se 

especifica cn la forma 

Y¡= /3, + /32 X,2 + /33X ¡3 + /3,X,, + <¡, 

podemos cons id.:ra r , co mo alternativ.is posibles, tas ecuaciones de regresión 
qm: con ti ..:nen una o dos de las variables X ,2, X, ) y X,, como var iabks expli
cativas. Si estas tres va riables cst.:ín muy correlacionadas entre s í. no serv irá 
de g ra n cosa probar todas las n:grcsion cs posib ks . Lo que puede ocurrir es 
que, en las rcgrc siu n..:s con más dc una variahlc explicntiva, 110 rcchacemos las 

hipótesis 

/32 o' 

/33 Q, 

/3. = O, 

pero rec/zacemus las hipótesis 

/32 = /33 = /3, = O, 

/32 = /3" = O, 

/32 = /3, = O, 

/33 = /3, = o. 

Es dec ir, puede ocurr ir que la variación conjunta de las X explique una gran 
proporció n de la variaci0n de Y, pero que no se pueda desentrañar esta va
ri ac ión conjunta para asi gnar las p ,1 rlés corn;sponclicntes a las vari ab les indi-

viduales. 
El pobkma antcrior es de difícil rnluc ió n a partir de los d a tos mucstralcs 

exi stentes solarnc:ntc. Sin embargo, pueJc sa posibk di stingu ir entre los mo
delos de regrcsi0n a lt ernat iv os en base a su m;tuac ió 11 respec tiva a l efectuar 
p ronósticos. Para ilus t rar esto, con sidcrc1110s el ,igu icntc conjunto de moJcll,, 

a\1.:rnativos : 

Muclclo l: Y, = /3, + /3cX, , + /33X," + fJ ,,X;, + l'¡; 

\1 odclo 2: Y, = /3 , + f32X,2 + /33X,3 + C ¡; 

Modelo 3: Y¡ = /3, + /3c, X¡2 + /3, X, ., + f\; 

t, 1nclcl o 4: }', = /3, + /3sX,3 + /:3 ., X" + e, . 
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, . ; ,, ,.., ,11u, alivr:, que cspc r:1mos ob,c n ·ar un , :tlo r :,clic ion~tl de Y, por 
, ,c ::;¡• I,, ) '" ,. para.: ! cu¡i\ co noc.:mos los , ·:tl 0 rcs aprL'p i:iJ.Js J..: !:is X. En este 
, ., . ,. r ,,dcmus cons truir el intervalo corre spo ndicntc ;,J pron ó~t ico de cada 

""" d.: los modelos 

t:d como se h a indicado e n la ecuación ( 10.50). El inte rvalo correspondiente 
a l pronóstico dcl mode lo correcto contendrá el valor d ..: Y.,. 1 con una proba
bilidad dete rminad a, por ejemplo cl 95 º ó . Tras observa r Y ., •. ,, obtcndrqhos 
uno de los result ados siguientes: 

1) Ninguno de los inte rva los contiene Y ., +1. 
2) Y., +, se hall a e n cl in terior de l interva lo correspondiente al modelo 1 

y no está co111prendido e n ningún otro intnva lo. 
3) No ocurre ninguno de los dos resultados anterio res. 

Si el resultado es el dcl apartado 1 ), tenernos que rcchl!zar todos los modelos 
y buscar o tra teoría. Si sucede e l resultado de l :ipar1ado 2), rechazamos los 
mode los 2, 3 y 4 y h..:111os ac¡,b¡¡do la con tr:i stación . Si e l rcsulwdo es 3), la 
contrastac ión no cs conclu1Tnt c . En es te c;,iso tene mos q ue csper;,ir a obte ner 
nue va s obse r\',1CÍone s y con1inuar la con tr:, s taci ó n. S i el moJelo correc to es 
e l 1, los ck m:í s mod..:los s..: podr:in '-'l i,ni 11.1 r a lo 1:irgo ck es te proccso. Si el 
nl(ld,: lo u, rrectu ..: s . por cj ..: mpl o , L'! m uLk lu ~. lo s mode los :< y 4 se roJrii n 
e li mina r y 13 Jisc u , ic\1 1 quedará li mitada a lus mL1dc lvs I y 2. Como t:I modc lo 
correc to es e l 2. tan to éste como e:! nwclc lo 1 nos proporcion:ir:ín pronósticos 
in scsgados, pero la var iancia de l e rror dd pr,,nós ti co serú mayor parJ el mo
del o l . S in em bargo. hay que seii:ilar qL:e. s i los p ronós ti cos se dcc tú::n más 
ele un a vez, la eontras tc1c ió n ad..:cuada s..: efectC1a por med io di::! estadístico F, 
y ta l contrastació n ha sido expuesta po r o tros autor..:s.15 

Cons idc remos ahura la co111rastación dcl error de especificació11 consis ten te 
en u111i1ir ww t'il riilhle exp/iciltiva rele1•,111te en la ecuación d e regresión . Por 
cjc:11p lu , su po ngamos que tenem os dos mode los a lternat ivos , 

\l t•dclo A: 

\L ,dc lu B: 

Y , = /3 1 + f32Xi2 + •,, 

Y,= /31 + f3JX,3 + ,,. 

"· ·· 1 11 1\.)tklu A 1.: s currcctu. ~ ; debe ser igual ¿i ce ro . Para (: fcctu 3r un a con· 

· ·'· ,,-.,, qu e ne,, pn111i ta d isui111in:1r entre estos dos modelos, pocle mo3 for-
1 ! 11 , '\: ,.: !v ·· ,_·,.: 1 !l:l" ~I J ,> , 

yl = a, + P.:·ri~ + {3;¡.,,r! .1 + r ; . 

¡•: ¡ ; - i: 

., -,_,·. 11;,:.·:i.·--------- ---------
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y contrasta r la hipótesis de que 0J = O. Sin embargo, si X,i y X;J están mll\ 
correlacionadas, es muy posible que nos encontremos con que ni 02 ni 03 so;1 

significativamente distintos de cero, pero el efecto conjunto de X;2 y X" es 
decididamente s ignificativo. Cuando esto ocurre, es posible que ten gamos que 
esperar a di sponer d e o hsc:rvac iones ad icionales . Si sólo ex iste un modelo, el 
problema de: con1r:1 star la exi s tencia de un error de e specilicación consistente 
en la om is ió n d e una v;nia b le explicativa re levante se hace más difíc il. Una 
posibilidad es1riba en es pe ra r a di sponer de r,1, sc rvacio nes a di c ionales con si
dera ndo cad a unn de e llas co mo e vid e nci a crn ¡) Íric.:a po te ncia lmente co ntraria 
al m od~l o . Si el mo d e lo es correct o , la p roba b iiidad de q ue un vnlo r futuro 
de Y se h:1:k i uera d e l int erval o c.kl pronósti co es p cqueiia. La dificu ltad 
con siste en que e s posibl e que exi stan o tros mod e los - que no conocemos
cuyos int<.:r\'alos ele p ro nós ti co se ha ll en , .1pcrpues tos a l inte rva lo correspon
dic:nte al 111 u,kk• que c·, 1:1,11 os conlra s1:111du. En <.: s t<.: ca so, pu cdc:n ser necesa
ri as muc h:i,; ob, c n c1c iu11cs adici un :des ::in tes Je qu e se: pued a n.:ehazar este 
modelo au nque: sea in cu r rc: ,~to . 

La necc· , i,l.1d de c· s¡ll.:ra r a que e xistan obse rvaciones adi c ionales antes de 
tom.tr un,, ck c isic',1 1 ac.:rca Je la existencia o no d e er ro res el e c specitica;;ión 
pre , c n1 a unos inconvc:nientes obvios . Ex i;, tc un en foque altc rnati\'o que se 
a poya cn c:I hech o d1: que, si el modelo estü correctame nte especificado, los 
tárnino , de pe rturbació n J e la n::grcs ión (y, por tanto , lo s re s iduos que re
prl' sent,11 1 sus .::c111trapa rtid ,1s en Li muestra) ti en en que presentar deterrni,ndas 
p !C' pied ack , . Concre1 a n1 c: nte , si um i1i111o s alg u1w va riable: expli e:,tiva rckvante 
en la <.:~uaciLin de: rcg r,·s ió 11 , la media Je l:1 p e rturbac ió n ya no sc·rci cero y 
su var ian c ia "º scr;í co nswntc. /\ sí pues , podi:rn os contrasta r la c xi, tc nc i:: de 
est.i cl:1 sc: de: errores de c sp,'. cil icac ió n c:x a minan J o la co nducta el e los res iduos 
de la reg res ión. J. B. l~a 111 sc·y ha de sa r ro ll ado rec ic111cment e v,1ri as de es tas 
con tra :, taL·i01 1,s que pu nkn utilizarse: <.:n es te contexto."' Dichas cuntra s ta c iom;s 
pn:c isa11 de: una Lk scri pc ic'rn al go co 111 pkja, que no vamos a presenta r aqu í, 
pero resultan d e g ran utiliJad y represe111 :111 un impo rtante avance e n el 
tratamic·nto del pro ble ma de: los i:rror<.:s Je cs pecili eaci ó n. 

EJERCICIOS: 

10-1. A partir de la ,·cuac ión de regresión múltiple: 

Y, = f3, + f3,x, , + f3, x, , ·! · · · · + fJ,.x,,. + r;K,, x,.K +, + ... + 13.,x," + ,, . 

16 . Ver James [l_ lhmscv, «Tes ts for Spécifica1i on Errors. in Cl ,.ssical Linc ,., t c .. · 

Squares Reg:css ion A11a lys is» , /v urn.:iJ o/ rlz c J.:. o_val Stwisticü l Society, ~l'ri1 · H \ . . r 
1969. pp. ;su.71. 

10-2. 

10-3. 

10-4. 

10-5. 
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a. SCR 0 ?. SCR¡; . 
l,. R'0 ?. R' >:. · 

A partir de las ddin iciones de !3, X e .Y prt:scntadas c:n rela.:ión a la ecua
ción ( 10.15)., demostrar que 

a. @ = ~-~)-l~'Y). 

b. Yar(@) a2(~'~)-1. 

c. Y'Y Y 'Y - (¿ Y,)2/n. 
1 

Obtener ti valor de R 2 a partir de las estimaciones minimocuadráticas 

Y, 5 + 3X" + IOX,2 + e, 
(1) (2) 

(11 100), 

sabiendo que el cot:ficicnte de correlación mue, tral entre las dos variables 
explicativas es 0 ,5 . 

A partir de la ecuación Y = X 0 + E, con K (número de variables explicati
vas 111cluycnJo . la con, ta11tc) igual a 2, mostrar , c, cri bícnJ,, ias matrices, qlJ.e 
la s for111ul:is m1n1mocuadrática, correspondientes a l modelo de regresión múl 
tip le pr<1porcionan la rni , rna rc,pue,ta que Ja ,. fórmula s correspond ientes al 
modelo de H"grcsión simple obtenidas en la sección 7 .3 sin utili za r el álgebra 
matri cia l. 

Se ha sugerido que el volumen de inversión de las soc it.dade,; se puede expli 
car mediante la relác ió n 

I, = /3, + /3,F,_, + f3aK, _, + ,, , 

, icndo 1, = In versión bruta actual. F, _1 = Valo r de las accion"s en circulación 
al final d el r •· rim10 anterio r. y K , . , = Cantidad de capital al ímal del periodo 
ankr1t•r . /\ par11r de los dato, c1d cuadro 10-2. correspnnd ienlcs a Ja Gene
r:tl ,\l o ldr, Curpo rati on: 

a. 
() / , t , . .-n c r 1;i.., c-.t1n1:1c i0ne"i n1ininHlCU~1Ur:í1i ca, de: Jo, coeficit·n tes de: re grc
' •i!i \ ' ,l v •.t: -. c ri o rc , .... 1:1ncbrd t·,ti rn :i dn..-. . 

h . 

(. 

C ., ' .. i d 1r d \ ,il 11 r d ~· /(!. ~· c fn .. · t11 :1r t1n :1 cn n lr:i..,t.11...· il) n r d :,tl\'J. 3. '3 exi~-
:1 " .. ! 1!c r ti.i.. 111!1 e n lrL· c , t :1, , . tr 1:tl -k , 
1 •• 

i !, :i , d t / ; \ ,. ... 1 p . 1r. 1 ¡ , , <; -4 ' ; I ¡) ""' >~ {¡ \ ~ :21, _l , Íl"'lrc.: .· r:-.~ nwn
· -1 1 · 1 1 \ ,i/ . r 1!,I ;·r,, : ; , .. , 1 ,1 , 1 r .:i ., / , ,\1 1;1! t 1, :! ; t1 :d n i, <: I de

, 11 ! ·. : /,, · /• .:' , '. , / • ! ,l l ! .: - • 

. ~ ... "~.-.-.,...;.... .... .... . .. _ ,_ .__ ________ ----- ·- · 
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10-6. Obtener la fórmula del estimador lineal insesga do óptimo de p,. y de su ,, 
riancia, en el modelo de regresión 

Y, = (3, + /3,X,2 + /33X1J + ,·,, 
l 0-7, Obtener la exp resión correspondiente al estadístico F, 

SCR/J 
FJ. n -4 = - ----

SCE/(11 - 4) 

en términos de los estadísticos 1, en un m odelo de regresión con tres varia
bles explicativas (es decir, K = 4.) 

Cuadro 10-2* 

Afio J, ¡:.; . l K 1-1 
--------- -

1935 317.6 3078.5 2.8 
1936 391.8 466 1.7 52.6 
1937 410.6 5387.1 156.9 
1938 257.7 2792.2 209.2 
1939 330.8 4313.2 203.4 
1940 461.2 4643.9 207.2 
1941 512.0 4551.2 255.2 
1942 448.0 3244.1 303.7 
1943 499.6 4053. 7 264.1 
19--14 547.5 4379.3 201.6 
1945 56 1.2 4840.9 265.0 
1946 688.1 4900.9 402.2 
1947 5üS .9 3526. 5 76 1.5 
1948 529.2 J254.7 922.4 
1949 555.1 3700.2 10'.'.0 . I 
1950 642.9 37)5 .6 1099.0 
195 1 755 .9 4833 0 1207.7 
1952 891.2 4924.9 1430.5 
1953 1304.4 (,2 -11 .7 1777.3 

- - - ------- ·----- - --~------- ~---

Fuente: J. C. G. !loo , y G. M. deWitt , «lnvestmc11t Demand: An Empirical Contribution 
to the Aggregation Problern•, !ntcmational Eco11v11:ic Review, vol. 1, enero 1960, pp. '.l- ;o. 

Todos los valores (en mi llo nc· s de dólares) se han dividido por lüs corrcspond:ente5 
índices de precios. 

10-8. Considerar un modelo d e reg res ión correctamente especificado en la f,,rn ·., 

en el q •1e se cumplen tod0s los supuestos ckl m od elo cl,\sicn d ,· r, -.- , ,. · 
r.orni ;:i l !inct! . Supc) 11ga ,;,L: Ltrnhitn que no st: d i~ pnnc úc: uh..,i.:n;1\..·1, ,r1. 

10-9. 

.487 

l. \ . .,. 

' • .. : . 

c.!") , ~J l·.1!·.ir. ·r u:1! i 1;i, ~! ! rcn ;i \..1t 1.J~ •k nl, c,¡ _,,...::" 1,'"· a Z cPn,o c.su'\li· 
1! n .. 1r, ,e l·,tirn :i 

Y, = u + {3 L, + . ,, . 

a. ¿Cuáles son !a, propi¡•d:ides de b< estini.ici o n,-<. minimocu:idr5.t;cas re
su lt a ntes de a. y B, y de sus vari:incia~ t·,!in~:id~ \? 

u. ¿Se ve afcctad:i la validez de la contrasLJción hahitL,al de la hipó tesis de 
que f3 = O a consecue ncia de 13 su stituci,;n de X, por 7.,? ¿E.xis tirí:i algu
na difcr~ncia s i 7.: no fues~ un <<buen SU'- tituton de X

1
, es d ecir si .,.\, y z, 

no estuviesen rriuy corre lac1 o nadas entre sí? 

Sea E, = gasto total semanal planeado de la i-és ima economía domés tica. 
X,, = gasto de la i-ésima eco nomia doméstica en el bien g. y N, = número 
de personas que componen la i-és ima economía doméstica. (La variable N, es 
no estocástica.) Cons iderar el modelo siguiente: 

X,.='-'•+ /3,E, + y.N, + 11,0 (i = 1, 2 .... , n; g 

Además, 

G 

E, ¿X,,+ v,, 
,-1 

G 

V1 2 U¡ 9 • 

•=l 

l, 2, ... , G; n > G). 

Suponemos que 

E(u,.) = O, 

E(u.uí,) = O (g '# h), 

en las que u •• ]. 

Supóngase que se han obtenido observaciones correspondientes a E, y x,,. y se 
ha a¡ust:i do la ecuación siguien t<: por el método de los mínimos cu:idrados 
ord inarios: 

"· 

X ,, = ª • + b,E, + e,,. g = 1. 2, .. . , C. 

, < LJ .. 1!:.:, ,t,n Ja.., c..:,1ndicinne 'i. ,1 (.' 'I 4u1.: /;J.., ~1:t! 
111, l '::~ .. 1!,1 lk f1 ,.'.' 

1.: r~ q tJL· I\ "t: r3 un e\tirn:1Jur 

, ( tl.! ! t, ,~ 1n l:1 , L" 1lf1,l 11.: Í1) 1lc, . ..,¡ c.., qu e l.1 .., h., ~. i:n q L! i,: "i. , c r .1 un c...i1n1Jú 1., r 
: : · , t ~ !-' 1 1. I, 1 t ! l. 

- --- - - ·----- ~.,,.--,.,, .... • t ,.. _ _,.,,,.,._":..JoJ1: ,a•· .. , . .,. _~,---~ ---- . , - ··· --··-·-· - - · 
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Formulación y estimación 
de modelos especiales 

Capítulo 

11 

Deb id o a su fk xib ilidad, la rcgn:s1o n mCilti plc co11sti111yc 1111 in s trum ento ana lí
ti co adcc11ado p,1ra los .,roblcm;1s de la i11fcre 11 c i;1 es tadís ti ca en las co ndici o nes 
en qu e la im¡ws iciú 11 dc dcte r111i11 ;1 dos c,, nl\ci111i,· nt os pr,·, ·iL>S acerc.i el e la ccu,1-
c.:i ó n d e reg rc· , iún '1,1cc abanJ o n;ir e l nwde lo o rdin a ri o d e r,· g res ió n lin ea l. En 
es te c.ipit ul o es tudi.ire111 os cu;1tro G"us especiales . La seccitin 11 . I se ocupa 
dc la furmul;1C ÍÚ11 y ,·, 1i111 .i ci(',n de l;i,: re L, c.:io n,·s q ue i11 c l11) •.' n , ·;iri.ihlcs cuali
tativ as u b i11 .i ri;i s . F 11 d icha s,·cc iCll1 se ;111 ;,li zan l;i s con oc id ;,,s tc' cni c;1 s es tadís
ti cas de l «;111;íli s is de J;1 v;ir i;1n c ia » y «;1n ,í li s is d e L, covari;111 c ia n , J;,, cu.i lc s pue
den co ns idc r;ir sc cu rno mode lus d e 1q: res ió n co n v;1ri a hlcs cx pli c;1ti vas d i: ti po 
cu;ilil alivo . En la secci,'.ll1 11 .2 si: co, 1s id c r;i e l p n,hlcma de la in co rpor.i ción de 
di s tinta s res tri cc io nes prev í.is sobre lus cudic ie nt es de las rel;i c io nes !in i:alcs al 
efectuar su es tim ac ió n . La sccc iú n 11.3 con ti ene una descri pc ió n d e algunos 
mode los no li nc:ilcs y se ocup.i de los pro blcnws de la cstim;ición y d e la con
tra slació n de la lin ea lid ad. Po r último . en la sección 11.4 cx;1111ina:nos al gunos 
m od e los e n los que la res pu es ta de la va riahl e de pe ndi e nte a lo , cambi os en las 
va riables cxpli c<1tiva, puede oc urrir con re ta rd os. [ s los ir.rnk lus que se co
nocen co n e! nombre d c « lll odc los con n:l:1rdos di stribuid os» han adquirido rc
ci enlemc nt e un im porl .i nt c papel e n mu chos sectores de l.i inves ti gación eco
nómica ap li ca da. 

11.1 Modelos con variables binaria.~ 

Algunos d e los fcn ó mi.:nos que observamos no los podemos medir , y Jo t'mi
co que podemos hacer es co ntarlos. Esto ocurre con tod.is las c,ir;.1clerís ticas 
cual itativas de los obje tos, de las pe rsonas , d e los períodos de ti empo, etc . 
¡: n estos casos, la obse rvación cons iste en se íialar si una caracterís tica dc
t: rminada se halla presente o no. Por ejemplo, cua ndo la unidad de obser
·. "'· ;,,n es un individuo adulto, podemos observar si es o no propietario de 
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un a ca,a , si pnseL· C.l no ,111 lítul o un iversita rio, s i fu111:1 o nu rum a, o cu :il qu in 
otra ca rncterís tic 1 qL,e sea rele va nt e para el pro hkma que nos ocupa. Cun10 ro· 
demos asignar el v;i lor 1 a la presen cia del at ri buto en cu es tión , y e l vn lo r O a 
su au se ncia , podemos conside ra rl o como una vari a bl e que es tú limit ada a estos 
dos va lores . (Naturalme nte. no es prec iso que los dos val ores sea n O y 1. Si 
lo deseamos podemos elegir cu alqui er o tro pa r de valo res pa ra representar la 
prese ncia y ¡¡usc nc ia de un determ inado atr ibut o , pero , por razom:s obvias, los 
va lores elegidos con mayor f rccu cncia son O y 1.) Este tipo ck variables se de
nomin :111 «bin a rias» o « fi c ti c ias ». A co ntinu ac ión, vamos a estudia r e l probl ema 
de la formu lación y estimación de mod elos en los qu e aparecen va riab les cu a
litélt ivas en algún l,1do de la ecuaciLí n de regresión, pa rti endo de los 111odelos 
má s sim ples y pasand o des pu és a al gunos mús complejos. 

Una v::uiahle cualitat iva 

El modelo de regresión Simpl e en qu e la var i,1bk expli cati v:1 es de ti po binario 
se puede ilu strar con el ej cmplo ck los sala ri os que se o fre ce n a los estu
dia ntes graduados de economía al entrar en el mercad o de trnbajo acad émi
co. Supongamos que cs1us salarios se di stribuyen norma lm ente con varianc ia 
a 2 media igua l a ¡..L 1 para los ca ndid atos que ya ha n obt en ido su Ph . D. ,* y 
µ,, para los que no lo han obtenido . Esta situ ac ión se puede representa r po r 
medio de un modelo el e regres ión en el qu e la va ri nb le dependiente es el sa
lario y .la var iable ex pli cai iva el grado que se posee. Formalmente, 

(11.1) Y, = " + /3 X, + ,, , 

en la que Y; es el salario del candidato i y X, es una variable bin aria tal que 

X, l si el candidato posee un Ph. D., 
O en caso contrario. 

El térm ino de perturbación E; es una variable aleatoria que cumple todos los 
supuestos básicos del modelo clásico de regresión norm al lineal. 

.'Los valores medios de Y, correspondientes a los dos valores de X, son . 
E( Y, 1 X, = O) = a, 

E( Y, 1 X,= 1) =a+ /3. 

N . del T .: T ílulo uni\·cr~i lario super ior en EstJdos Un idos ( f)ocl(l r of Phll "· :--' ' 
En much~s m ;1tcrias lo~ olros <l os t i tules son, por orden c.h.:i.:r...:-cil.'.'n t(', ~t. :\ 1 

\~ ; .' • 

/~ns) y B. A. (ll:ichclor oí Arts J. 
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l\ ,r 1,, 1a11to , 

'f a + f3 = f.L ¡ , 

o f3 = !' 1 - i'o · 

Esto __ s ignifica que la o rdcn :i cl;i e n e l o ri ge n de la recta de rcr, resión de la po
bla c1o n ( I_ 1. 1) rn1dc e l sa lario medio de los Ph. D., mientras que la pendiente 
mi el e la d1 k re nc ia entre e l sa la r io medi o de los qu e posee n un Ph. D . y e l de 
los que no lo P?:,ce11. La conlrastació n de la hipó tcsis de que (3 es O equivale 
a J;i co ntra , tac1011 de que 11 0 ex is te difere ncia entre el sa lario medio de los que 
poseen un Ph. D. y el d e los que no lo posee n. 

L_os coe fi c ient es_ t! e la ecuac ió n de regres ió n ( t J. .1) pueden cs tinwrse por 
el metodo_d_e los m1n1mos cuad rado s . 13.Jjo las condic iones de los supues tos del 
modelo c las1co_de rcgn:sicín norm :11 li ;1ca l, la s es timaciom:s resu lt antes poseerán 
todas las propiedades deseabks. Como se reco rda rá, las fórmulas de los esti
madores minimocuadníticos son 

fJ = ¿ (X, X)( Y, Y)_ 
¿ (X, - X) 2 

a Y - p.,v. 
Sea ni = núm ero de candidatos con Ph. D., en la muestra 

no lllÍmero de candidatos si n Ph. D ., e n la muestra ' 
Y, = salario medio mu es tra ! de los ca ndid a tos con Ph. D ., 
Yo = sa lario medio mu cstrn l de los ca ndidatos sin Ph . D. 

En este caso, * LX, = 11 1 , 
f ;: l 

i x,· n1, 
'::::: 1 

i Y, = 111 }'¡ + 110 Y0 , 
f = l 

i X,Y, 111 Y, . .. 
, _ l 

P0r tanto, 

X)(Y, Y)=¿ X, Y, - fz (¿ X,)(¿Y,) 
f • f 

= n1 Y1 - '~ (n Y- + n v ) 
n , 1 º'º 
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y ¿ ex, - X)' = ¿ x,2 
- ! (¿ xi)' 

, , n ¡ 

Lo que significa que 

~ = (11011 1/11)( >'i Yo) 
110111 / 11 

y ª 

111 - ~ 
11 

110111. 

11 

Por tanto. el est imador mi nimocuaclrático de: la pendiente de rcgres!Ón es 
igual a la dif..:n:n ci a entre el sa lario meJi o muestra] de quicnc, poseen un 
Ph.D . y d de los que no lo posern, y el es tim ador 111 ini111ocuadr{itico de la 
ord en:1 da en el ori ge n es igual ,il as lar io medio 1nucs tral de los que no han 
ublc'11idu su l'h. 1). La cu 11tr;1s t;ici,·lll de l.i hip,jicsis d e· q11 c: 0 e: , igu;d ;1 cno, 
basada en la var iable 1. y pre sen tada en la ex pres ión (7.·16) es cn es te c:1so 
cxactarnc ntc igu;d :i !;1 conl ra stación de la hipótesis de qu e las rn cd ias de las 
dos pobla c;ioncs so n ip. ~1ales , presentada est:i ül tim a en la cxpn.:sión (5.2) (c l 
es tadísti co de prueba 0/s3 es igual al es tadíst ico de prueba de la ecua ción 
(5 .2) sustituyendo e} y u,' po r s' ) . 

En e l ejemplo anl<.:r ior . la ca ractc rís tic:i n:prc~c ntada por l:1 variable cxpli
c:iti va pn:s-en1:1ba un;1 cl:1s if ic;1 ció n dual: es decir . sólo ex istían dos posibi li 
d:1dcs re lcva nt<.: s . l' cro pode mos utilizar tambié n modelos en los que la ca
racterís tica cxplic.it i,·:i prese nte un:i cla sific:.K iún m<dtiplc . La ún ica conse
cu encia de esta compl icación es qu e ncccsi1a remos 111{is de una variable binaria 
para desc ribir la car;ictcris1ica. Por ejemplo, suponga mos que los salarios ini
ciaks de los prokso rcs de in glés de escue las superiores se distribuyen nor
malrncntc con vari;incia u2 y que la media de pende de si el título superior 
obte nido por el candidato es un 11 .A .. un M .A. , o un Ph.D . Sea µA el salario 
med io inicial de los B.A.; µ 0 el de los M.A. y P.e el de los Ph.D. La ecuación 
de regresión correspondiente se puede representar por 

(11.2) 

en la que Y, es el salario del candidato i-ésimo, y 

X,2 = 1 si el título del c;indidato es un Ph .D., 
O si no lo es: 

X il 1 s1 el título del candidato es un M.A., 
= O si no Jo es . 

F'.JRMUL.ACION Y ESTIMI\CION DE MODELO S ESPECIALES 

t li •, 1..· 1 \ ·l'~~ ciu c ~¡ ,\ ,z == 1 . .,.\" ,~ tiene que se, ii~u;il a <.:ero, y viceversa. Los va . 
· .. ,,., 111..:Jius c.k }' , co1-r,·sp,mJ1cnt,·s a los di stintos valores ele los rcgresores son 

E( Y,/ X,2 

E( Y,/ X, 2 

De lu que: se deriva que 

O, X, 3 

O) = /3, + /32 , 

J) = /3, + ./33' 

O) = /3,. 

f52 = fLc µA, 

/J3 = µn - /LA• 

Est<.: n: sultado es an;í logo al obtenido en ia cl.1s ific;1 ció n <lu ;d de la expre
sión (11.1) . 

Obsé rvese que los tres apartados del 111udclo anterior se representan p,, r 
medio de e/os va1 iables binarias. cada una de las cuales puede tom:ir los va
lores O ú 1. En este: caso. no se ría co rrc:ctu utilizar 1111,1 variable con tres valores . 
por ejemplo, O para U.A. , 1 para M.A .. y 2 par;i l'h.O. Si lo liiciéscmos así 
y form;ísemos el mode lo de regres ión en la forma 

Y, •= « + {3 1V, + e,, 

en la que W, es la vari ab le e xplicativa q ue puede tomar los valores O,l, y 2 
tendríamos 

E(Y, / W , 

E(Y, 1 IV, 

E(Y, / W, 

O) 

1) 
"· 
a + /3, 

2) = a + 2(3. 

Sin embargo, esto implica que la dikrc11cia entre e l sa lario medio ele los M.A. 
y el Je los B.A. es 

(a + /3) - a = f3, 

Y la diferencia e ntre el sa lario medio de los Ph.D. y el de los M .A. es 

(« + 2/3) - (a + f,) = f3. '-

~-1 _ decir, si utiliza mos una variable que toma los valores O, 1. y 2 (o cuales
¡-,i, ra otros tre s valores equidistantes e ntre sí), estamos suponiendo en realidad 
;·: e la dikrencia entre el salario de los Ph.D. y el de los M.A. es igual a la que 
: ' ·:, entre el s:i l:irio de estos ültirnos y el de los B.A., y, a menos que sepa-

' rr,viamcnte que esto es así, no resu lta justificado efectuar dicho su
:u . 

&Q4f ,M>A ~~,. "'-· ,._ .. ,, .. ,..,, ""'""'*,.,, l .. R."'0,,., "'·*'-°'"',__,,.,,_.,,,,.f"!'.n<!'J<J'l~. t•..., ~~ .. - .......... , _,,.._,_• ·~'Yflt?.f.,i -
. ~*;4 .PS l S , *C'J l ' kµ;¡@ J :e: uw:;aM-0 .;:ca 4:USS}M , ® , . , Jlk4) . . 4•U" 
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Obsér\'ese tam b ic' n que los tres ap ;:i rtad os no 5e pu eden representar mediante: 
tres vari ables bina rias en luga r de dos (a menos qu e eliminemos la con s tant e 
de la ecuació n de reg res ión). ya que, s i lo hici~scmos así y form.:í scmos el 
modelo de regresió n en la fo rma 

Y,= /11 + f3 , X, 2 + /33X,3 + /3,X,. + ,,, 
en la que X;,i y)(; , se definen como en e! caso anterio r , y 

X,. = 1 si el título del cand id a to es un B.A., 

= O si no lo es . 

la soluc ión para 0,. 01. (3 ,. y 13, ser ía inde te rmin ada . Esto se debe a que 

X ,, = 1 - X,2 - X,3 

y, po r tan to . las ecu aci o rn:s no rm a les mini111ocu ,1d r,í1i c;:is no so n ind epe ndie n
tes o (lo q ue cq u iv.J le a dec ir lo mi smo) la m a tri z X'X es s in gular . Es te re
sult ado ti ene carác te r gene ra l : cu a nd o la c2ract e rís tica expli cativa ori gin.:i una 
c las ifi c.:i ci ó n en C ap.:i rt;:id os. u tilizaremos (G - 1) variab les binarias para re
presenta rla. 

Los mod elos con u n.:i so la \·aria blc cualitativa se han formu lado tradicio
n,tlmcnt c e n los lib ros de tex to de: cst:idís ti ca corn o modelos del «análi s is de la 
vari,rncia parn una so la vari;:ibl e» y no como mode los de reg resió n co n reg reso
res binari os. Los dos enfoqu es son equivalentes en e l sentido d e que describen 
el mi smo fen ómeno y producen los mi smos result ados cuando se efec túan las 
contras tacio nes. Co nsideremos i.tna vari abl e aleato ria Y que se di s tribuye n or
malmente, y cuya media depende de cierta característica que da lugar a una 
clasilicac ión co n C apartados. Supongamos qu e la varianc ia de Y es constante , 
y que las obse rvac iones so n ind ependi entes . Según el enfoque del «aná li sis de 
la v:iriancia», dividiremos todos los valores obse rvados de Y en los G grupos. 
según sus carac terís ticas, y formul aremos el modelo en la forma siguiente 

( 11.3) Y,, = µ + ª• + ''• (t = 1,2, .. . ,n,;g = 1,2, ... ,G). 

En esta expresión. Y,, es la observación I de Y en e l grupo g, µ es la «media 
gene ra l», a., es la desviación de la media del grupo g respecto deµ , y E,, es unl 
perturbación estocástica . Obsé rvese que 

G 

I ª•=o. .. , 

= =,¡;¡¡¡==-=----=-~---. 
- ·---~- -- - -----· - _ _ _ . _ _ .-4...,. 
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< •·in p« rc mos a ho ra e l mod e lo d 'l , .· ¡· , d 
1 ¡. e «,1n,1 is rs e a \ a rrancia» 1 

, :,·n tc modelo d e regres ió n Es te últ' . d l con e correspon-
. 11110 vie ne ac o po r 

( 1 1 .4) Y,. = /3, -j- f32X,2 + /3, X, 3 + · , · + ¡3 V + 
. G A IG € 19 ' 

en la que X ,, = 1 si la o b . . , , servac,on pertenece :il grupo g, 
== O en caso co ntrario (g = 2 . 3 , .... C) . 

A fin ele cspccili car los coeficic:ntcs ele ( 11 4) 
( 1 ¡ .3) y v icc.:vers;i , comp;iraremos . en té rmi nos de los p¡¡rámetros de 
grupo (cuadro ¡ 1-1 ) . por separado las dos formulaciones para cada 

Cuadro 11-1 

Grupo 

l 
2 

e 

_J\ 1 ocklo del an,íl is is ---~M;-o-d;-e-,-lo_d_,_c-· --
e.le l.1 VJ ri ancia 

E(Y,,)=¡, + a, 
E~ Y, 2) = ¡, + a, 

rcg rc_si_ú_n _ _ _ 

E( Y11 ) = {3 1 

E(_>',2) = {31 + f3 2 

E( Y,a) = /3, + /Je 

Es decir, 

o 

µ + ª1 = /31, 

µ + ª2 = /J, + /32' 

µ + ªo = /31 + /Je, 

1 
µ = f31 + e C/32 + /Ja + . .. + f3o). 

1 .. 
ª1 - e C/32 + /33 +· . . +/Jo), 

1 
ª2 = /32 - G (/32 + f3a + · · • + {30), 

ªo= /Jo 
l 
G (!J2 + f13 + ... + fla). 

¡ 

¡r 
¡ 

' . 
' ! 

·· --. 
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La hipótesis . contr,is tad;1 con la a yud¡_¡ d e l model o tk l a nü li , is de la ,·;1ria11 ci:i . 

es que no e xis te dikn:n c i,1 entre las m edia s de los grupos: es dec ir. 

f-/ 0 : a 1 =a2 = ··· =ac = 0, 

1/,. : f-I o no es c ie rta. 

Se puede ve r fác ;lm e n te q ue es ta hipótes is nula equi va le exactamente a la 
hipó tes is de que toda s las pen die ntes J e la ecua c ió n J e regresió n ( 11.4) sun 

cero: es deci r, 

11 o: /3, = f3a = · · · = {Jr; = O, 

// ,1 : llo 11 0 es c ie rta. 

Co n~ o se ha 111o s tr:1Jo a nt e ri o rn1e11 tc. par:i co nt r,1s ta r l/ ,, e n e l ma1:~o d e l n~o
J c lo J .: rc o rc ; ión. uti liz:: :110<; !;1 con lras t:1ciC, 11 pr, , c111,1da en la c xprcs10 11 ( J l) .4) ). 
qu e se b ,~sa e n la di s t r ib u c itín r. Dic ha contra~t,1.c iú n eq u iv:1le :, la con tras 
t:ic ió n d e la f J e k•s m ode los d el ¡¡ 11 ;íli s i, d e la \'él ll ,ln Cl a qu e se pre_scnln gene

ralm e nte en los Ji brus ck to to d e estadis Ji ca.' El mod e lo d e n.: g rcs1o n . s~ puede 
utilizar también p :i ra coillr,, s t<11· J¿¡ hi pó tes is de qu e :il gu no d e los col'i1c1 c ntcs 0 
es igua l a cc:ro. pero e l modelo lkl análi sis d e la var iancia n o se puede ad a ptar 

f:i cilmen k para dcctu:1r es ta contra stae ió n . 

Varia~ variables rnalitali\'as 

Vamos a amp li a r ahorn la formul ac ió n d e lo s m od elos d e regn: sión con var ia
bles expl icativas de tipo cualitalivo co n e l fin d e conside rar m5s de una c<1 -
rac tcríst ica. i\ lodiliqucmos e l e jemplo ante rio r co rrespond1e11te a los sal a ri os de 
los profcson:s de: in ¡,.1.:s en las escu elas s uperio res, y supongamos que el sa
lari o medio d e pende ta m b ié n. adcm:is de l título que poseen los candidatos , de 
si la esc uela que d ec tC1<1 la o fert a es públi c a o pri vada . Supond remos que las 
difcrcn c i;1s cnlrc los sa lari,is m cu ios d e las esc ue las pC1hli cns Y l<1 s pnvndas son 
las mi sma s c ualqui e ra que sea e l títul o de l cand idato. Igua l que e n e l_cas? nnt~
rior, supo nemos qu e los salari os se di s tribu ye n no rm <1 lme ntc con vananeia a1 Y 

que las obscrv.icio ncs son independi e n tes . Sc.i 

¡t.1o = salar io medio de los 11 .i\ . e n las escue las pr_i vad<1s ; 
µ .11 = sa lario medio de los 11.i\. e n las escue la s publieo s ; 
µ

80 
= sala ri o med io de los M .A. en las esc uelas pr_1v~das: 

µ,JI = sa lario medio de los M.i\. en !ns e scue las pu.biieas : 
µco = salar io med io d e los Ph.D . e n las escuela s pr_1va.Jas: 
µ c1 = salari o med io de los Ph.D. en las escuelas publ1c,1s. 

· / Stat i.s tics . En~lcwo0d C\ ,fi, ' ' Ver. por ejemplo. 1. E. rr~un<l . ,\Tat/1cnwt1ca ,. 
Prcnti ec-Hnll. 1%2. p . ,3j, fórmula (14 .2.5 .). 
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,,· , :,,ll . :,e: puu.k \'o r1nul ,1r un m odelo d e 1·eg rc: s ió n c 11 la furnia 

• : 1 C,) Y, = /3 1 + f32 ,'(,, + /3:iX, 3 + yZ, + ,,, 

. ·1 L1 qu e Y ,. X, , . y X,, se d ef ine n igual que e n ( J J .2). y 

l . e-e: 1 s i la esc u e la a la que el candidato pn.:sc·11t <1 su so li c itud es una e~cu c la 
pt'1bli c<1. 

= O en ca so co n tra rio. 

Obsé rvese nue va men te qu e cuando X,, = 1. X, , debe ser igual a cero. Los 
valores m edios de )', corres po ndientes a lo s di s tintos valores de los regrcsores 
son 

E( Y, 1 X,2 1, ,1\, 3 O. 7 , I) = f3 l + fi2 + y, 

E( i', i .X12 O. ,,\ ·,;_¡ l ,Z, 1) = {;¡ + /3, + Y, 

E( Y, 1 X,2 O, X, 3 O, Z, 1) = fJ, + y. 

E( Y, 1 X,, 1, X,3 O, 7, O) = /31 + f¡,' 
E(Y, ! X, 2 O, X, 3 1, 7 , = O) = fJ, + f3a, 

E( Y, 1 X, 2 - · O, .,Y, a ·- 0,7, ·- O) = /3,. 
De lo qtI('. se: sigue que 

/l111 - /L ,tt • 

Y= /.L A l - l1 AO = /i. 1:3 1 - µ ,w = l 1·c 1 - /l Cll• 

Es dec ir. [3, indir :1 el sal a ri o m edio de los B.i\. en J¡¡ s e sc u e la s privadns, (32 

es la difcren ci <1 entre e l ~a lar io m edio d e los Ph .D. y el d e los ll .i\. (qu e se 
supone ig ual en los d os ti pos d e c sc u e l,1s). [3, mid e.: In difere nc ia entre lus s,ila 
ri us medi os d e lo s M.A. y los B.A . ( t.1mb ié n igu:il e n los d os tipos d e e sc uelas), 
Y, re prcscnu.1 la d il'crc ncia e ntre lo s sa la rios m ed ios e n las escuela s pú b lica s y 

las escuela s pri vad a s . •· 
Es te m o d e lo de regre s ión se pre sc n1a en lo e libros de texto de e s tadístirn 

,umo el m odc lo del «a n:íli si s d e la variancia parn dos vari<1blcs» . D e nuevo , los 
"'' enfoques son eq ui va len tes . Co n s id e remos una variable a leatoria }" cuvos 
·:>1 11.rcs se pucJe n clas ificar según dos c riter ios, uno de los euaks da lugar ¡¡ ~na 

·" IÍ1cación con G ap<1rt <1 d os, y el otro a una clas ificación con // ap<1rtados . 
,. " hservac:iones de Y se pueden presentar en fornrn de un cu:idro de doble 
· , .. ,!;, con G columnas y/-/ filas. Cada c.isilla Je este cuadro contie ne las ob-

__ ....,,.,,,.."~·"'' """"''...,. _ _..,,.., _________ ce_,_"""'"'-""'"""'_,~_,,.,..,,_. __ - / 
.,.------"""""""""""'",,..."""'_!!""' _____ ,., ... ,..,.,......,_ ... ,..,,.,,....-~.,,.,,._4-l¾,.,,. .. .,..., -'J.'fvfrD •X iA<t"'*"""• IL tW:p -.wo:.g; .• ··~· . ..,..,.,,,...,,s,,...,,_,...._,._.,,_,,_.....,*""---.. ,.,.,_,, ..,..,,.,._,,,, .... ,. ... q,.,., -,, .. ,.,., . ... 'Cff:""'""'·W"'.-.j)'"--"""'--- ~~·/ 
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sc rvac ioncs co rres pon dientes a la fila y co lumna aprup iad as (el modclo <li.: I 
«análisis de la vari a nci a» supu 11 c gen e ralmente que el número de observa
ciones es el mi smo en todas la s ca sillas , pe ro es te supuesto no es necesario 
en la formulación b;1 sacla en la reg resión). El modelo del an;íli sis de la va
riancia para dos var iab les se presenta en la forma 

( 11.6) Y 1oh = I" + ª• + ,\h + <tgh 

(t= 1.2 . ... ,n.";g = 1,2, ... ,G;h= 1, 2, . . ,H). 

En es ta expresión, Y,,,. es la observac ión I de la casill a correspondiente a la 
columna g y la fila h, 11 es la «media gene ral», a.., es la desviación de la media 
de la columna g respecto de ¡, , ).,, cs la desviac ió n de la media de la fila h 
respecto de µ, y E,,,. es una perturbación estocást ica . Obsérvese que 

e JI 

2 ª• = º· 2 .\" = O. 
"= l h ~ 1 

Podemos comparar es ta formulación con el correspondi ente mod.: lo de re
gresión: 

( 11.7) 

en el que 

Y, .n = (3, + f32X,2 + f3aX1a + · · · +f3cX,c 

+ Y2Z12 + Ya Z,a + · · · + YuZrn + ''•", 

X,, = 1 si la observación pertenece a la columna g, 
= O en ca~o contrario (g = 2, 3 , ... , C); 

z,,. = 1 si la observación pertenece a la fila /z , 
= O en caso contrario (h = 2, 3, ... , H). 

Para obtener la relación entre los coeficientes de ( 11.6) y los parámetros de 
( 11.7), podemos comparar las medi:is de Y para cada casilla tal como se in
dica en el cuadro 11-2. 

Cuadro ll-2 

Modelo <.lc l a núlisi s Modelo de 
Columna Fila de la VJriancia regres ión 

E(Y111) ~ µ. + a1 + A1 E( Y,11) = /31 
2 E(Y112) = µ. + a1 + A2 E( Y112) = /31 + Y2 

H E( Y,1H) = ¡,t. + ª' + A,, E( Y,111) = /3, + YH 
2 1 E( Y,2,) = fL + ª2 + Á1 E( Y,21) = /3, + /32 
2 2 E( Y,22) = ¡,t. + CX2 + Á2 E( Y,22) = f3, + f,, + y, 

G H E(Y,cu) = fL + ac + Á11 E( Y«n1) = /31 + ft + y., 

FORMUlACION Y ESTIMACION DE MODELOS ESPECIALES 

\ p;1rtir Je e ll o. vemos que 

1 1 
µ. = /3, + G (/32 + f3a + ... + {3..) + H (y2 + Y3 + . .. + YH)' 

1 
ª 1 = - · (; </32 + /33 + . . . + f3c), 

1 
C (/32 + f3a + ... + f3c), 

1 
ªe = f3c - G (f32 + f3a + · · · + f3c), 

1 
Á¡ = - -¡¡(Y2 + Y3 +···+ y,,), 

1 
-'2 = Y2 - Ji (y, + YJ + ... + Y11), 

J 
A,, = YH - Ji (y2 + Y3 + . .. + y,,). 

499 

El rn oJe lo de l a11 :.í li,i s d.: la \·ariancia par;i dos va riabl es se utiliza para con
tra s tar las hipót es is 

(t (; = () 
y 

-'11 = o. 

Esta s hipótesis ti enen sus cont raparlidas exacta s en términos de los coeficientes 
del modelo de regresión ( 11.7). La primera hi pótesis equivale a la hipótesis d.: 
que í3z. 0, ... .. 0r. son todos ~ero; es decir, 

H a: fJ2=f3a = ···=f3c = O. 

La segunda hipótes is equival e ¡i la ck que y 2 . y , ... ~.y, son todos cero; es decir 

H e : Y2=Ya = ···=y,, = O. 

'.,·" con lrastac ión adecuada para estas hipót es is es la conlra~tación de Ja F 
1
_ '.'·_,e ntada en ( 1 OA5), Y equiva le a la contrastación de la F de los moddos del 
,1. .,J1,1s de h va · ¡ · 

· ' nanc1a que aparece en os libros de texto de est - dís·ica Los 
"'" •,klos ( 11 6) ( 1 1 7) ' . , " ' . 
_ · Y · , ) su comparac1on, se pueden generalizar a un número 

., ,,r de c;iracterísticas explicativas por simple analogía. 

! . 

¡ 

! 
1 
¡. 

¡· 

, ' 

l: 
1 
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Términos lle intcrncciún 

¡ . d ·\ J · r ·orc, i0n con dos o mús c:iractc rísti cas explicati vas se _Pu c_d cn 
_o, mo L os L e " . · ¡ .·' I • los « tcr1rnnos 

<'C\lC r,i\iz¡i r tk forllla ¡idic it)!,a l pu r m ..: d!O de \a . \\l t\'O'. UCC IO\l)·l ~ . ·. ic ia lc s tk 
"¡ · • ., . · , Cons ickrc lllOS el c t, mpl o :rnknor ck los s.i ,111 us 1

11 , 
lC l!1 !L l.tCC!Un ». · ¡· \ · J ·e CÍ 'C tUO 
1 ·of ·sor ·s J e in olés en !:i s escuelas sup e ri o res . En < 1c 10 e,1 emp O s L 
os p1 L L " 1 1 ' 1 . . '\' los C' \\l-
1 

·t ,\ e c¡uc e l sa l:iri o 1111: di o dc pende < e t111 1 1> qu e posc:c' ·. · 
e supucs o , . 1 1 .· - medios en 
d
.¡ ., ·I 1·11, 0 lk escuch " que l:1 cli fcn.: nc1a entre os s:1 ,11 ins 
ll a los Y uL · ' · , . ¡ 1 ' t 1 · Supon-

! l. 11l'tbl'i cas y l:.i s privad.is es lil mi sma parn toe os os t1 u os. 
as eSCUC ,IS ' , , ¡- 1 · 1 C' SO e l 
amos ahora que no queremos cÍl:ctuar es te ultimo supues to . . ·. n_ .i . ,1 , 

g d , ·, ( 11 J-) se ¡rnede modificar de la forma s1gu1ente . 
modelo e regr .. s1011 · 

( 11.8) Y, f3 + f3 " + a \ ' + yZ + s2 x, 2z, + s,,x,Jz, + e,, 
1 ;¿ A i2 fJ ;J ,. 13 - 1 , 

en el que todas las var iables se definen como en el mod elo ( 11 .5). Los valores 
medios de Y , corre$pondicnte s a los distintos valore s de los regresores son 

E.(}' 1 X - ¡ X-- = O '/. º~ 1) = #1 + f32 + y + 1 i2 - • , .1 • 1 

E( )' 1 V - Ü X 3 = ] , z, = 1) = {3¡ + {33 + y + 
i ,.\¡ 2 - ' 1 

E(Y, ¡ x,2 = O, X, 3 = O,Z, = 1) = f31 + Y, 

E(Y, 1 X, 2 = 1, X13 = O,Z, = O) = /11 + f3 2 , 

E(Y, j X, 2 = O, X, 3 = l,Z, =O) = f31 + f33, 

E( Y, 1 X,2 = O, X,3 = O, z, = O) = /3,. 

82, 

1 fi · t de regresión en términos de . '"ca que podemos deíin ir os coe 1c1en es Esto s1gn111 . . . 
los salarios medios en la forma s1gu1 ente. 

: 

f32 = /J. c;O - /L AO • 

Y = /LA\ - /LA O• 

;:., := (¡<n - /' co) - (¡•A t -- /' ,.,,), 

1> _
1 
~ (¡ ,,,¡ - l' i;o) - (¡, _., - 1'• ' ). 

. ... • · - ~ J ···---====.:,·-=·==::..;·=-=--
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1.:,, diferencias entre los salarios medios de las escuelas públicas y los de las 
¡,:· i,·adas son 

13 .A.: f-L A I - /L AO = y. 

M.A.: /L¡n - /L uo y + /," . 

Ph.D.: i'C'I - /1('(¡ )' 1- •\. 

FI 111odc lo de rq! res ión ( 11 .8) equivale al model o presentado en la lite, atura 
es tadís ti ca como c :111,íli s is dl' la varian c ia para dos var iables con interacc ión ». 
Sigui end o e l mi smo camino que en los dos c:isos an:i li zados previ a mente. se 
podría demostrar la equ iv alen cia entre es tos dos mod elos , pero no vamos 
a efectuarlo aquí. 

\' ariablcs explicativas cuantit ,tivas y cualitativas 

En los mo<lclos a nt e ri o res todos los rc: ¡z rcsores que hc·mos incluido estaban rc
prcscn1:,dos po r v;1ri.1bks bin .,r ias. p ,,• rn estos model o s no son realme nte muy 
í n:u1c11t cs en cco11 u 111í:1. i\l;i , a m;.:11ud o nos cnc,11lir:mws co n modelos en los 
q 11c ul¡! tllt cJ.\ rq:! rc·sorc·s ,0 11 h i11 :1r ios pero o tros no. Un ejemplo tra<licinnal es 
h fu11 ci(,1 1 de co 11 su 11 w es1i111ad.1 a p :11 tir de datus <le seri,:s tempo rales que 
cc•111prc11dcn u11 im¡)l) rt,1ntc: período <le guerr;i. Fn este modelo se supone que 
el co nsumo medio depende de la renta y d e s i se trata de un período de paz 
o de gue rra . Una forma sencilla de representar es te modelo es 

(1 1.9) C, = /31 + /32 Y, + ,,z, + e,, 

en la que C representa el consumo, Y representa la renta y Z es una variable 
binaria tal que 

z, = 1 s i I es un período de guerra. 

= O en caso contrario . 

En tal caso, ten emos 

C, = (f3 1 + y) + /32 Y, + e, (período de guerra), 

C, = {31 + /32 Y, + e, (período de paz). 

' · ' ru~s. en realidad estamos postulando que en los p eríodos de guerra, la 
r1. ,Ja en el origen de la función de consumo pasa de !3, a !3, + y . En la 

. .. ,· 
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11 -l se rep ,.;sc nta grúficame nt e fi gura 

q ue la 

Co nsumo 

Ren ta 

Figura 11-1 

1 ·vcl ele subsiste nc ia » de consumo , e~te 
1 · ~prcscn ta e « 111 E 

ordenada e n e o ri ge n_ r~ .. 1 d b ·'ste nc ia v¡_¡ ría durante la gue rra. ste 
1 

. I' , di cho nt \ C e su s1 1 . 
mode o 1m p 1ca q u<.: f .. d ~ h ipó tes is a cont ra sta r . es l CC tr , 
cambio se puede presen ta r en u1m<1 e: 

110 : y ~" O, 

if ,,: y# o. 
. t un a formula c ió n equi valent e de los modelos 

Los libros de es tad ÍSll Ca presen an 
1 

· ¡· · de la covari ancia » . 
11 ") el nombre ce «a na 1s1s ' d 

del t ipo del ( ·"' con . . . . . . · n de consu mo se pu ede expresar e 
E l efecto de la guerr ::i sob1" lal_1unc1odicio ncs d e uue rra afecta n a la pen-

d . · · os tuhm os que ,is con "' 1 ·' teó-
forma isunta s1 p , . ' 11 d e la fun ció n. Con es ta fo rmu ac10n 
diente y no a la ordenada ~n e l ongc 
rica. el modelo de re grcs1o n es 

( 11.1 O) 

en el que las 
variables se defin e n igual qt:c antes . E n es te caso . tenemos 

(en pe ríodo de guerra), 
C. = /3, + (fl2 + 8) Y, + , , 

(en pe ríodo de paz) . 
C, = /3 , + /32 Y, + ,, . 

d la uc1 ra co nsiste en cambiar la 
La ecuación ( 11.10) impli ca q ue el efecto ~ d'. g en la fi aura 11-2 . Esta im-

. 1 1 1110 co mo se rn 1ca o 
propensión m a rgm a a consu , h ' ó tesis de que ¡¡ es cero . 

• 1· . , puede proba rse contras tando la tp • p 1cac1on ,,... 91>1, 
\ ef ~ 

Consumo 1:,c ,
0

1:,0 

cOº 9"' 

,, ,, 
/ 

/ 

,,,, ~'(' 

;~,'(' 9 

Figura 11-2 

Renta 

.... . _ _ ...,.-:_ ..... ..i·,~-

FORMLJL/,CIO N Y ESTIMAC ION DE MODE LOS ESPECIALES 503 

/ . .i tercera y ú ltim a pos ib ilid üd para d is t in g uir en tre !;is obse rvac io nes co-
1.,.,· , pu ndi cntes a ti em po el e paz y a ti em po de gue rra co ns is te e n supo ner que 
en e l pe ríodo de guerra varían la o rd e nnd;i e n e l o ri ge n y la pendi ente de In 
fun c ió n de consu111 0. En es te caso la ec uac ió n de reg res ió n se ria 

( 11. l 1) C, = /3 1 + /3 2 Y, + yZ, + 8 Y, Z, + e, . 

Y te ndr íamos 

C, = (/3 , + y) + (/32 + S) >', +,,(e n pe riodo de p az) . 

C, = /3 , + {32 Y, + ,, (e n pcri, ,d , , d ,· g ut· , ra) , 

Es tas rc l;1c io ncs ~e rcp resc· nt a n en la figu ra 11 -3. El punt o a :;c ,-1;,! ;1r l' n re lac ió n 
a la cc u:ic ió n ( 11.11) es que los estim ado res mi n im oc uadr;i ti et>s d e lus codi
ci e nt cs de rqi rcsió n so n exac tame n te ig ua le s a los q ue se ohte11 d ri;1 11 mcdi a ntc 
d us rc'g re, io m:s sc·p;1r;llh1s de C r,· , pcc tu a )' , . u n ;, a partir de I;, :; l>b ,c r vac io ncs 
en período de p;iz y lit o tra t· o n las obse rvac io nes de l per iodo de gue rra. La 
de mos trac ió n de es ta a firnwció n pue de o h tc 11nse po r mcdi J d e un ;i ap licac ió n 
directa de las fó rmul as minim uc uad r;íti ca '.; , y 110 la va mos a prese nt a r aquí. La 
úni ca di ferenc ia c ntr..: lo s dos e nfoques corre,pon,k a t:r . Si. co mo su pone
mos no rmalm c nt<: . la v,1ri a nc ia de E, p ,· rnw nccc in al te r::id :i a lo largo de todo 
el pe riodo , su est im ación a pa rtir de la cc u;1c iún ( 11.11 ) . basada e n todas las 
obse rvac io nes . se rá cfici t.:il te . pero lus d os estim acio nes o bt enida s a partir de 
las dos su bmuest rn s no lo se r5 n. Es to se d ebe a que la estimación de rr ba
sad a en cad a un a de las submu<.:s tras no utiliza la información acerca de 
esta variancia, contenida e n la otra sub11111es tra. 

Figura I 1-3 

Otra a plicac ió n de los model os con vari a bl es expli cativas cuantitativas y 
cualita tivas a parece a l r:ontras tar la hipót es is de respues ta asinl<it rica. Según 
esta hipótesis, la vari ación de E( Y ;) a consecuencia de un a11mc11to de una 
un idad en una va riabl e explica tiva determinada es distint a en valo r absoluto a 
L, va riación debida a una disminución de una unidad en la mi sma variable 
nplicativa. Este tipo de conducta está implícito en las afirmaciones del tipo 

4$] Z& k.1/# ~ ,;a ; ; ,. s w; r •• ::_ « #ttJJé Wº ~* 

' ,. ¡ 
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de « los sa lar ios son ríg idos :1 la h:1ja ». o cu :111d o se: sc 1ia l:1 qu e los co n, u rnido
res responden con mayo r prontitud a un aume nto d e In rent a qu e a un :i di s
minu ción . La forrnu lac ió n hab it ual de la ecuac ión de rcg r..: sión lineal rcsu lt:iría 
inadecuada en tale s ca sos . pero podemos incor po rnr esta respu es ta as imét ri ca 
de E(Y,) a las varia ci ones en la vari able cxp li c lliva int rod uciendo una va
riabl e bin a ria. Conside remos e l modelo de regres ió n 

Y, = a+ fJX, + ,,, 

qu e cumpl e tod os los supues tos bü sicos. En es te modelo , un aumento unitario 
de X , produce un cambio (3 en E(Y,) . y una d isminuc ión unitari a en X , produ
ce un ca mbio igual a - (3. Si que remos 4ue la respuesta de E( Y,) sea as imétri
ca , podemos escribi r 

(11.12) Y, = a + {JX, + yX,Z, + ,, 

en la que 7'., s i X, s ){, ,. 

O en ca so contrario. 

La contras tac ión d.: la hipó tesis de respuesta as imct rica equi vale a contras tar 
la hipótes is de que y = O. O bsé rve se que e l mode lo ck res puesta asimé tri ca 
pu ede utilizarse no só lo en las se ri es tempora les , s ino tambi ;; n con los d atos 
de corte tran sve rsa l. a condic iún de qu e se posca inform ación acerca de l v<1 !0 r 
d,e la var iabl e cxplica1i va re k·\'antc en e l pc:ríodo ¡interior a \ de \¡¡ encuesta. 

Los mod el os con vnri,1blcs explicativa s cua lit a tivas y cuanti tati vas se uti
lizan frecucmementc en rcl;ic ión a los mode los de reg resión qu e incorporan 
efectos de carácter estaciona l. Es tos modelos se es timan generalmente a partir 
de obse rvaciones mensuales o trimes trnlcs. Po r ejemp lo, conside remos las si
gu ientes regresim1cs simples : 

(11.13) Y,= Cl ¡ + {JX, + ,, (primer trimes tre), 

Y, = ª2 + fJX, + ,, (segundo t rime stre), 

: Y, = 03 + fJX, + ,, (tercer trimes tre) , 

Y,=ª• + fJ X, + ,, (c uarto t rimestre) . 

En este caso, suponemos que \os efectos estac ionales des pl azan la ord ena d., ' 11 

e l or ige n de la funció n de rcgrc: sión . E l modelo puede expr..: sarse tamhié-n r. 1
·: 

<lian te una sola ecuación d e r-:¡: rcs ión ampl iad:1 con la introducc ión tk r,,- ,: · 
res binarios par¡¡ represcntar los fac tores es tac ionn\es: 

(11.14) 

----------------. 
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·, l:1 q ue o,, 1 s i 1 es l/11 segundo tr imes tre, 
= o SI 11 0 lo es ; 

O,,= 1 S I 1 es llll tercer trimes tre, 
= 0 s i 11 0 lo es ; 

º" l s i 1 es un e ua rt o trimes tre, 
o si no lo es . 

O bsérv.:se que los e fect os es tacion;il es de los trimestres estún represent ¡ 
trcs r' . , .. ¡· . ac os po r 

~gicso i.:s J ln<1nos Y no por cuatro; de no se r as í, los es tim ado res minimo-
cuadrat1eos de los eoefie1en tes de reg res ión serían in de termin ados e 
rando ( 11.1 4) Y ( 11.13) pode mos ve r que · ompa-

a =- rc1 , 

ª + YJ = ªa · 
a+y4 = a 4 • 

Para c .~ a min a r la import an ci<1 de los efectos est,"c i' on,·il•·s " ~ e n los mode los de re-
g rcsiún dc·I tipo dc:I ( 11 14) c.: on tn <1·1 mos I·• ¡1 't · ¡ 

• , , - , u 1 pu c· s1s < e que y y }' 1· son 
todos cero ; ..:s t.lcur , 2

• ' · ' 

11 o: Yo = l'a = y , = O, 

H A: !lo no es c ierta. 

En este caso, la c.:ontra stac ión ndccuada es Ja eontras tac ión de l<1 ¡: presentada 
en (10.45) . 

Un p roeed im it:nto altcrm1t ivo · d 
1 para mi ro uc ir los fac to res es tacionales en e modelo de regresió n es 

(1l.15) Y, = a + f11 X, + ,, 

Y, = a + {J2 X, + ,, 
Y, = a + ,JaX, + ,, 

Y , = a + fi 4 X 1 + ,, 

(prime r trim estre ) , 

(segundo t rimes tre). 

(tercer trimes tre) . 

(cuarto trimes tre) . 

Fn CSt ' ca . 
' . " ' so , su ponemos q•1c los facto res estaciona les a fret an a la pendiente 

·. ··!:¡ la¡ _)en_1ación de reg resión, pero no a su orclcnada en 
) e t o rigen. E l modelo 

. se puede representar e n forma compac ta como 

' 1 l(:,) 

.. ~~ .. ,_ / '' ·-~ .... "/~:.,,.~ . 

--·'"'"1"H-4l!4t-<D"""'"""'·'"· .. ,,,,. , .. ..,,,,, .. .,.,,.F'JO!,"'I_,,.,,..,..,, ______ , ,'{ 
i\1¾1 tt*", ,,,..,~~t..s:RJ!11.!,i@t;74 __ c:wy._,-...,a ~. ~ l t 4 < .-OO&'!ifJJiC". 
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en la que J;is O se ddinen igua l que e n ( 11 . 14). Comparando (11.16) y (11.1 5) 
podemos ver que 

/J = f31, 

f3 + l>z = f3, • 

f3 + Ó3 = /33 , 

f3 + ó,, = f3' . 

La importanci a Je los efectos es tac iona les se pu ede estudiar contras tan do 
la hipótes is de que 8,. o,, y o, son tod;i s cero; es decir, 

1/0 ; 82 = ;5 3 = 84 = O, 

//A : 110 no es cierta. 

Como última posibilidad. pod ríamos supone r que los fa c tore, cs taci on:il es afee-
. tan a la vez a la ord enada en el o rigen y a la pendiente de la ec uación de 

regresión . Desde el punto de vista Je la estimació n Je los coeficie ntes de re
gresión , esta formul ación equ ival e a dividir la mues tra en cua tro subn1ucstras, 
como se ha es tud iado ant..:ri ormcn tc en el caso de la ecuación (11.11). 

Nota acerca de la utilirnciún de dato~ dcsestacionalimrlos 

Siguiendo con el tema de los fact ores es ta cio nales e n las ecuaciones de regre
sión , podem0s analizar las implicac iones de l uso de datos «cleses tac iona li za
dos» , procedentes de series te mporales, en el análisis de regres ión . Un procedi
miento comlÍn consiste en formar la ecuación de regresión e n la forma 

J', = a+ {3,'?, + Et, 

en la que Y y X so n los valo n:s «dcscstac ionalizaJos» J e X e Y. La «deses
tac iona li zación» consiste en elimin ar los movimientos csc il ato rios regu la res de 
pcrí~do anual en las se ri es temporales originales. Esto lo puede rea liza r el or· 
gan ismo estadístico que facilita los dalos, o el propio económetra. En el aná· 
lisis supondremos que la deses tacionali zación ha tenido éxito, en el sentido de 
que los elementos cstacion¡¡lcs se han eliminado por completo de las series. Es· 
tos elementos es taciona les se consid eran ge neralmente aditivos o multipfaati · 
vos , y en el primer caso pod emos escribir 

Y,= Y,+ D,y, 

X, = X,+ D,x, 

·---- --- -------------· .. ...,, -· 
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" J".' .. ¡uc !J ,.v y U f.\' rcp_rc; c·ntan las desv iaciones es tac io nales exis tentes 
l.,, ,c1 ,es res pec ti vas. Obse rvese que po r ejemplo en ¡ . d t . en 

• . os ¡¡ os trunestrales, 

D,y = D, + 4, Y, 

D,x Dt -+4,X, 

y D,r + Dt + 1 . y + D, +2, i· + D, -+a, Y = º· 
D, x + D, '1.X + D ,+2 .. Y + D, + 3, X = º· Para todos los , .. ,J 0 r , d I s· ¡ 

' es. e · 1 ª guna serie no contiene ,' lcn1 en tos lus V 0 lo d ~ estacionales, " res correspon ,e ntes de las D sc: rün cero. 
La ec uación de regresión 

Y, = ª + f3X, + ,, 
impli ca qu e 

( 11.17) (Y,- -:- y) ª + f3(X, - D ,.y ) + E, 

o 

(11.17a) 
Y, = (a + D,y - {JD, x) + f]X, + ,,. 

Es decir , en este cas0 su pone mos que los factores estacio . ¡, 
de un de J . • • J n<J i.;s o pe ra n a través 

sp aza m1cnt o e la ordenad a en e l o ri oe 11 . , • ¡ ¡· · · d J ¡ ¡ · <- u<: a un c1on e re oresión 
o e~~ r~su la cqu, vakn tL' a la fo rmulació n prese ntada en (11 . 13) o (11~4). , 

t
. cd caso e n que los ekme nt os es tac io nales son de carácter multipli·c 
1vo, po e mos cscnb1r a-

Y, = 5',S,r y X,= x,S,x, 
en las que S ,v Y S,x repre sentan los · ¡· 

• 111 c ic.cs c~ tacionalcs correspondicnt,'s a 
senes res pec tivas. Ohsé rv ese que. ~ 

por eicmplo, en los datos trimestrales, 
las 

s". = s, • •. i · y S,x = s, • •. x, 
y 

S,x x S,.1. xx S, +2.xx S,+ J,x = 

ra ra todos los valores de t. c;;i a lgun a serie no co t . 
ios valores correspondientes dt. las S serán la uni;a~~ne elementos estacionales 

La ecuación de regresió; 

Y, = a + fJX, + ,, 
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im pl ica en es te caso 

( 11.18) + a_& + rt l.,S1x Et 

o 

( 1 l. 18a) l', 5 oS,v X -j 
a, D' + 1' ,<,,., t • 

* <, ' 

en la que 

En es ta ocas ión. supu11c 111 us que· los clc 111c11t os es tacionales :1fcc1;111 ;, \;1 ve· i. ;i la 
ordcnad;i en c l o ri gc n y a la pcmlicnte de _la ecu:1 c ió 11 dc rq i rcs iún. Y tJ ~'-:, e l 
t.: rmi no de pc rtu rk1c ión es hcterosccd:" t1 co . con vana11 c1a 1gu;t\ ;i cr S ,r. 
Cu ando \os in\c sti padurcs ;1p!i can e l 111 .: todo de los mínimos cuadrados a los 
datos dcscst;i cio11 .ili La dos y efectúan a la vez los supuest os b;ís icos habitua
les acerca del 1.:r111ino de· ·pnturb;1ción como e·n el c:1 s0 de ( 11 . 18), c, to tiL·ne 
ciertas i111 plic;1cioncs para la rcl;1ción exi sten te entre ,\ e r cn c l nn:nd o .re ,11, 
«no dcscstaci o nali z;,d o» . Fs tas impli caciones aparecen de tallada s en ( 11 . 18a), 
y si cst;1 ecuación 11 0 p ropo rc ion a un;i descripc ión co rrecta de J;i re la ción ex is
tente en tre X e Y, los cs1i111;1Jorcs mini111ocuadráticos Je a. y 0 basados en los 
da tos dcscstac io1dizad os no poscerá n, en ge ne ra l. la s propi eda des d eseables 

que tend rían en caso contrario. 

Variable dcp<' ndicnte binaria 

Vamos a dedicnr ahora nues tra atenc to n a los modelos de regres ión en los 
qu e la var iab le Jc:pelllliente es binaria, mientras que las variables explicati~?s 
son cuan titati vas. /\ modo de ejem plo. conside remos u n modl' lo de rcgrcs1o n 
qu e trata de explicar la posesión o no poses ión de determinado tipo d~,elcc
trodo111éstico -por e jem plo, un lavavaj illas- . Supongamos que la ccuac1on d e 

regresión que se post u la es 

( 11.19) Y, = a + /3X, + ,, , 

~n la que X ; represen ta la rent a de la famil ia i-és ima. e Y; es una variable 

binaria tal que 

Y; 1 si la fa 111 ilia i-és im a posee un lavava jilh1s, 
O en caso contrario . 

Suponemos tamb ién que la variable exp licativa X, es no estoc;í s_t'.c::i, o q ue ' 1 

es estocás tica cs indepcndicntc de E,. El término de pcrturhac 1on E, e_, 11
" · ' 

variable akatoria con mcdia cero, y es, además, in<lepcmlicntc tk E, (, / 
11 

QJC,4 ' 
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Cu mo Y; só lo puede to m;ir los va lo res O y 1. según la de finición J e espe ra nza 
111ate 111 á tica prese n tada e n (3.23). tenemos 

E( Y.) = 1 x } ;( 1) + O x j;(O) = /,( 1). 

cn la que / ,( 1) es la probah ili d;1d de que un a famil ia cuya renta es X, posea 
un lavavaji ll as . Obs1'rvcsc que , dcbi dP a qu e. scgú n la ecuac ió n ( 11 .19). 

F( l',) = " + fi X , . 

s11po 11 c 111os que la proh:1hilid:1d /,( 1) e s di s ti111a para l0s distintos nivc:l cs d e 
re nt a. Po r t;tnt o, podc1110s intcrpret;1r Cl )",) como un a m ed id a de la propor
c ió n de fam ilia s co n ren ta X , que posee lavavajil las. Esto implica que 

O '.'> e, + fiX, :é 1. 

Considere mos ahora e l término de pert urbación E; . Segtín la ecuac ión ( 11 .19), 

y, por tanto, como Y; sólo pu ede tom a r los valores O y 1, a cada nivel de 
renta X 1 la perturb;ición puede lo ma r úni camc nlc: los d os va !o,es (- a. - (3X,) 
o ( I - a. - - [3X, ). Est o significa que E, no se di ~tribuye no rma lmcnle. sino que 
posee una diqribución discreta 4ue se define de la forma siguien te 

e, / (r,) 

-a - fiX, / 

1 - a - fiX, 1 - / 

Las probabi li dades / y ( 1 - /) se pueden calcu lar utilizando el supuesto de que 
E(E,) = O. Es to s ignifica e, 1e 

( -a - /3X,)j + (1 - a - fiX,)(I - f) O. 

lo q ue indica que 

f = 1 - a - /3 X, . •. 

Po r tanto, la varia ncia de E; es 

( 11 .20) E(ef) = ( -a - {3X,)2( 1 - a - /3X,) + (1 - a - /3X,)2(a + f3X,) 

=(a+ /3X,)( 1 - a - f3X,) = E(Y,)(1 - E(Y,)] . 

f' qo significa que E; es hete roscedástica, ya que su varianci a d epende de F.(Y;) . 
ll , hiclo a la especial n a turaleza de la variable depe ndiente del modelo 

\ 
' 
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(! 1.19). exi sten ciert os pruhk1n;1 s en la es timación y predicción . E l primcrn de 
ellos es qu e . a musa dc J;¡ n;i tural ez¿¡ hetcrosccd .ís tica de l término de pe rtur
ba ción. los estimadores minimocuadrúti cos de u. y (3 se rán in scsga dos pero 
no efic ientes . Este rrub le ma se pi!ede resolver, a l menos pa ra mues tras g ra n
des . utilizando !:is fó rmula s de estimac ió n (R.!) y (8 .. 1). que est:.ín cspcc i;il
ment e concebidas para los modelos hcteroscedásti cos, e incluyen las varia11cias 
de E; . que no conocemos. En nuestro caso , podemos o bten e r est imacio nes con
si stcntcs de estas va riancias por medio de 

( 11.21) Y,( 1 - Y,), 

en la que Y ; es e l va lor de Y ; ;:,ju stildo po r 11111111110s cuadrados . El segundo 
problema se refi e re a la diqr ibuc ió11 ck los es tim ;i do res de a. y P,, Como E, 110 

se d istribu ye normalme nt e. los est imadores de a. y 0 t;1111poco ti rncn es ta dis
tribuc ión y, en con secuencia . no podemos a¡, li car las conlrastaci o nc s de s igni
fi cación usu,,l es . En el ca so de qu e quer;1111 os cont ras tar un a hi¡, c', tcsis ace rca 
dc a. o (3, será pn:c.: iso ob tener J;i reg ión dc acep tac ión a partir de 1:, cl istribuci(m 
conocida de E,. Sin emhargo. no hay nin ¡;una difieult;id en e l c[1lcu lo de las 
medias y var ianciil s asint (, t icas d e los es timadore s de a. y 0: las medias asin
tóticas son iguales a los valores ve rdaderos y las variancias asintó ti c;is se pue
den obtener a partir d e las fórmu la s (8.2) y (8.4). El tercero y (,!timo de los 
problemas se refiere a la prcJicció n . Como E(Y,) se in te rp reta corno una pro
b abilidad, su val o r queda limitado al intervalo entre O y l . Sin embargo, e l va
lor correspo nd iente a la predicci ó n de Y es un punto sobre una línea rec ta 
y , por ta nto, su valor pu ede ha ll arse en tre - = y + = (a menos que la recta 
de regres ión de la mues tra sea perfectamente hori zontal , claro está). Existen 
varios proced imi entos para supera r dicha dificultad. El más sencil lo de e llos es 
quizás el siguiente : sea n & y ~ las estimaciones de a. y (3, y además, 

P, &. + bx,. 

~~iliccmos ahora como prcdictor del val or de Y 
0

correspond icnte a u n va lor 
determinado de X (por eiemplo, Xo) el valor Yo defin ido de la forma si-
guiente: 

o " si 
~ 

Yo Yo o < Yo < 1, 

si 
. 
Yo ~ 1, 

o SI Ya ~ O, 

FOR ' ªULAC ION Y ESTIM A CION DE T.r10DEL0S ESPEC IALFS 

Lstc método de predicción se rcprc,c·:: ·., p. r:'i fica111cnte en Ja fig ura 
11

_
4

. 

y " - --Y 

--~------- f' 

~ --º .1 

Figu ra 11-4 
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. , N_aturalincntc , oi stcn cic, ta s d ificultadc- r b 1 ° p:,1 d e cctu;,1 al1:m~1cioncs p tuba -
1 IS

t ic.:as exac tas ace rca de l'o. ya que la d1 st11hu c.:1ó n Je· Y o no es de te rm inada.' 

Variab les ex ¡, licativas y dependiente, cualitativas 

Co ns idere mos , 1 o" J ¡ ¡ 
las ~a. ·. , . di ·1 .'.1 . u, inu, e ~s en que t.;1 111 u b va ri ahk ,kpcnd icnt.: como 

_.1_1ablcs cxp l, c<1t1vas so n ae tipo cu;,l1 tat ivo. En el c:1 so ante rior en ue 
1
~ .~.ª.1'. :

1
b lc clcpc'ndicn1c· l'l';t c11:,l itat iva, p;1rt i1 11os del ~ll puc, 1u dc que la l'a;ll'· 

tci IS
tic.i en _c.:_ucst 1011 correspundía ;1 una c lasif ic1c ió n du:il. Eli ,nincmus ·,hura 

eSta rc5tncciun. p:.:r:nit_ienJp J;, posibilidad Je que la c1r;11 ·1nística depc nci ie nte 
~resc ntc ,un a c.:l,1 s~f 1c.:ac1ci 11 mtíltipk . Sin cmb:1r¡:o. , ·:,111t1, a li111it;ir c·I :1n,il is is 
" c i, o .en que , o lo L' ,1 , 1c l/11<1 car:,c1ní, 1i c;1 c,pli"t1i,·:1. L.:n ,.· .. 1 . , , 
cn ,u snia un m J .1 . ·I . ,J C llI 1) o uc: este 
<le· " , . . _0 _ e O en e que ;e· co n, idc r;i que· ¡., rent:i - c la sifi c:1da en gra n-

,,._ , u¡ 0 , 1,tlc s co mo h:13a, 111 eu1a v ck, .. ,J ·,-- d 'JJ. d. 1 ·I · . 1 , 1 · , L .. . ¡ . · ' ' e en L<c n1,c uc ccucacwn 
o , t csu 1.,dos n1 uc , 1raks de un modelo tk L'SIL' tipo se . l . 

en fo · el . J· JI · presentan gene ra mente 
rm" e <1s amadas ta/J/as de co11 t ingc11cia (vc r cuauro 11-3). Estas con-

Cuadro 11-3 

Ca racteríst ica explicativa (X) 

2 /¡ H 
I 1111 11 12 

Ca rac·terística 2 ll ul l11 JJ 111 . ll 2 l 11 22 

dependien te 
ll 2ti 

fl21( 11 2 , 

( Y) g 1191 119 2 
ll gr¡ ' llgH llo . 

G llc1 llo2 ne,, 
flcH ne . 

" ·] lt.2 
fl ,1t 

fl .11 " 
'- --~- ¡·Un enfoque a lt e rn a 11 vo del problema 

. ,. e H.:nt t: es bin - 1 . correspondiente al ca so en que la variable 
1 : ,, ,,,, «Estima t:~a ~ pr~porc1ohna el modelo del a11á1s,s «prob,t» V 

•, ' o re attons >ps for limited dcpendent . e, . por c¡cmplo. 
ene ro 1958. pp. 24-36. variables»' Eco110111etrica. 

ce,-# 14wp....; . '* *ª ~ o;.¡ 4 
:, 'A!J(#ji'lfé# / 

!, 

,ir 
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sistcn en cuadros d:.: do ble L'ntr:ida en los que l:1s lilas rep rese ntan las cl:1s ili
cae ioncs ba ,ad :1 s . po r cjc111plo . en la caractcrístic, dependient e . mic·ntras que 
las co lumnas corresponden a las c las ificacio11cs segú n la caractcrís1ica C.\ pli
cativa. El número que ap.i recc e n cada ca s illa es e l número de observac io nes 
corre spondicnl c :, la fi la y co lumna de que se tra1e. Las :mo1:1eio11es e n e l 
centro del cuad ro rqnc se ntan e l número de obse rv:ici om:s en cada cas ill:1 y 
las anotnci ones en e l marge n sun los totaks de cada fil::i o columna. 

La razón por la qu e se con struye una wb l:1 de contingen c ia es la op inió n 
de que la s dos caract e rí sti cas es tún rcL1 c iunadas. y p:1ra co nt ra'1a r es ta propo
sición es preciso cxamin..ir los datos mucstra les para ver s i refuta n o no dicha 
proposición. El mode lo de regres ió n no ~e ad:1p ta con facilidad :, es ta cu1Jtras
taci ó n , pero existe un;, c,mtrus taci<i11 de la ji-cuaclrwlu de las tuhlus de· co11 t111-
gencia di señada preci samente con tal propós it o. En es ta con1ra st;1c'.ón vamos 
a utilizar un cs taJístico d..: pn1cb:.i que se construye compara ndo el num ero real 
de obse rvaciones , o frccuc1Jcias. ele c;,J ¡¡ c:i s ill:i con el llL11Jh.:ro que ub 1..:nd ria
mos si no exist iese relac ió n e nt re X e V , ll amado norn1alm cnte frecuencia 
« teór ica» . Las frecuencias «tcóric, s» se obtienen e n base a b «independencia 
en sent ido probabilístico » ddinicla en e l teorema 5 de la sección 3.3. Segün 
este teore ma. si dos sucesos son in depend ientes, su probabilidad conj unta es 
igual a l producto de las probabilid:.idcs marginales respectivas. Es to s i~nifica 
que si X ~ Y son ind ependientes, la probabilidad de que un a obse rvac10n ob
tenida al aza r pertenezca a la fila g y a la co lumna lz es 

P(g n /,) = P(g)P(h). 

En esta cxpres1011, P (g) es la probabi li dad de que una observación obtenida 
al azar pertenezca a la fila g . y /'(h) es la probabilidad de que una o bservación 
obtenida· al azar pertenezca a la columna /z. Por tanto, s i conocemos P(g) Y 
P(h), podremos obtener e l valor de P(g n h) cu,mdo X e Y son independie~
tes . Como no conocemos los valores P(g) y P(h), los estimaremos por medio 
de las proporcion es muestrales respec ti vas, es decir 

. 
' 

Est. P(g) 

Est. P(li) 

=~, 
n 

= n.,l . 
11 

Representemos ahora la frecuencia «teórica» deseada de la casilla correspon
diente a la fila g y a la columna h por esh· En este caso , podemos escribir 

( 11.22) 

o 

(11.22a) 

e (/) n0 . 11." 
~h = Est. P(g (, h) = Est. P(g) X Est. p 1 = n X n ' 

n,, . X 11 .1\ euh= __ n __ , 

·· -· -· .. "" .... "' _1 __ •1• -----------
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~,· puede prcs~ntar una just ifi cació n intuitiva de la expresión ( 11.22 ) en Ja 
fur111;1 s ig uiente. Supo11 g:1rnos qu e Y es la renta y X es la cduc:1ción, y su pon
¡,,1mos también que l:.1 fi la g repre sc· nt a e l g rupo de « renta m ed ia» y la colum
na h el grupo con «l ítul o de esc uela superior» . Si no ex is ti ese ningun:.i relación 
en1re la educaci ó n } la renta, sc ri:1 de espe rar que la proporció n dc percep tores 
de renla media ent re los poseedores de un tíllll o de escuela supnior fue se la 
mi sma que la proporción de pcrcepl o rcs de re nta media e n la población total. 
Utili zando las propo rcio nes mucs traks e n lu gar de lus de la población, te nemos 

C9 1¡ = 119 _' 

ll .1¡ 11 

en la que 11.1, rcpn.: senta ,·, nC,m ,:ro totc1 l de· titul ados de escuela supe ri or y 

11 , . c.:I nürnero total d e pc rcc p: :,,·cs de ren tn media. Esta ecuac ión equivale a 
las ( 1 1.22) o ( l 1.22a). 

La contrastación d e la ji-cuadrado e n la tabla de contingencia es en rea
lidad una contrastación de la hipótes is de q ue no existe relación entre X e Y. 
Si la hipótesis es cicrt.;, la razón principal de la dife rencia entre las frecuencias 
reales y las «teóricas» serán los e rrores debidos ,¡] muestreo. El estadístico que 
se utiliza en la contrastación es 

l' uu k 1110 str:1r-c: qu e d ic ho c'sl: 1d í, tico prc,cnla una di st ribución que, cn las 
1Jlllc· ,, t1 :1 s p.r;,nd,· s . 'C p11uk :ipru, im :,r :, lr:.ivés de una distribución ji-cuadrado.3 

Co11crc·1;i 111c11 1c. , i la n1t1cs1r:1 c· s g ran<le, tenemos 

( 1 1.23) e 11 

¿¿ 
g = 1 h = 1 

(11.,. - e," )2 

........ xtc - l) :,q /( - 1) , e,. 
en la que e l subíndice (C - 1) X Uf - 1) se refiere ;i l número de grados de 
li bertad correspond iente:. Es te númc·ro csuí determinado po r e l hecho de que. 
dad os los tota les co rres pondientes a l;i s fil ;is y columnas, só lo pod,~mos re llen a r 
a voluntad (C -- 1) X (// - 1) casi ll as: un a vez hecho es to. los nú meros de 
las restan tes ca s iJ l¡:¡ s qu eda n au tom:ít ica mentc dc:tcrminados. Po r lo que res
pec ta a l requisito de un ta111;i 1io mue stra! «g ra nde;:», el criterio utilizado en la 
práeica es que nin guna ele la s írecue nc ia s « teó ri ca;» sea menor que 5 . En con
sec uenc ia, a veces resu lta necesa rio agrupar varias casillas parn hace r que el 
número de frecuencias satisfaga e l mínimo requerido. Cuando el v:ilor del esta
di,tico de prueba, calculado a partir de las observaciones_ mues tralcs , es m ayor 
que el valor de la ji-cuadrado correspondiente a l nivel de sign ificación elegido 

3
· Ver, por ejemplo. A. M. Mood y F. A. Graybill, lntroductio11 to thc Thcory o/ Sta

: .. ·, :\ucva York, McGraw-Hill , 1963 , p . 318. 

!· 
i 

: . 
¡ · 

1: 

¡ 
! 
'' ! . 

i ' 
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que obtene m os en J;.1s t:1h la s , se rechaza J;i l1i pótc·s is nul.1. Obsé r ve se que l:1 
cvicl cn c i;1 en co nt ra el e !,, hipóte s is n u la sú lo ¡rnccle tomar la fo r m a de 1111 

valo r g rande del c s tad ist irn de prueba calcui<1d o y. por t:rnto. la con trastac ión 
ackcu ada es J;1 de 1111 ex trc11w. La cont ra s ta c ió n ck l:1 ji-cu:1clrnclo e n l;i s t:1blas 
d e contin ge nci a es m uv p;irL·c id a a la contr:, s t:, c ió n d e la ,. bomlad de l a ju<;t e», 

por me d io d e la ji-cu ad rado, cs tudi ;?d:1 a l final ele la scce i(,11 5.2. 

11.2 l\todclos con rcstricrinncs t·n los codiricntc, 

El problema que vamos a trawr aqu í es e l el e cómo in co rporar ;:i l p ruce,o d e 

estim ac ió n la informaci ó n prev ia ele qu e di sponga m os ace rca d e l cocl ic ient e 
o coe fi cientes de n:gr,·si ó n. Pode m os con side ra r que esta info rm ac ión int roduce 
ciertas res tri cc io nes e n uno o m,í s de los coefic ie nte s de la regresió n . Por ejem
plo. s; sabemos con anter ioridad que la recta d e regre s ió n ele la pohl ;1c icín p,1 sa 

po r e l orige n. s i utili za111os es te conoc imi cn lo prev io nos ven1os o bli gados a 
efectu a r la res tri cc ión d e qu e e l va lor ele la o rd cn ,,da rn e l o ri gen ele la rec ia 
d e regresión el e la m11 cs tra sea ce ro . La incor¡ · ic ió n de es te conoci miento 
prev io al procedimie nto de est im,1ción prese nta dos ::spcc tos di st int os . E n pri-
m er luga r, no es tim a m os 1n ordenad;i en e l (: · ·:i, 1·r,noccmos su valor, 

y, en segu nd o luga r . estima mo s la pcnclic1> :1 , ' · regresión de fo rma 
que e l est im ado r posc a las p rop iccl ,1dcs deseables h :1b iíu:il cs bajo la condición 
de que la ordenada en el o ri ge n es cero. E l segundo aspecto resulta muy im
po rtan te , ya que un e s timad o r qu e posca to cl:1s las propiedad es de seables en 
condiciones ge ncrak s no s ig ue manten iend o neccs::iriamcntc di chas propiedades 
s i las cond ici ones se h ace n espec iales en algt'm sentido. En nuestro ejemplo, 
las «condi c io ne s ge ne ra les» s ignifi can que la recta de regres ión puede es tar en 
cu a lqui e r iu ga r del plano, pe ro c u ando espec ifica rnos qu e la rec ta de regre
sió n debe p ::i sa r por el o ri gen, impone rnos una res tri cc ión que reduce el grado 
de ge ne ralid ad . 

En esta secc ió n vamos a considera r di s tintos tipos d e res tri cciones , a lg unas 
de e lla s imp ues tas po r la informació n prev ia acerca del valor ele los coeficien
tes de regn:s ió n incliviclual es, y o tras impues tas por las relaciones entre dichos 

,coefic ientes di! reg res ió n . . 
' Restricciones de valor fi jo 

Con el fin de ilus trar el Ciíso e n que poseemos información exacta acerca ¡k l 
val o r de uno de los coe ficientes d e regres ió n , vamos a utili za r un a en1;1 , i,•n 

de regres ió n con d os va riab les explicat ivas, 

Y, = /3 1 + /3,X, 2 + /3 3 X, 3 + e,, 

p e ro el an:íli s is s<: apl ic a t:rn1bic'n , y se puede cxtcnda Lic il111 c11t1· . :i 1.,. 

,_<;ionc~ <.:on mayor nú nH.: ro de va riahks t.:xpiil.'. ~itiva,. Sur•\ 1n _; .1n1~·, ., ~· 

· - --q,.:, __ ... ~- ·-- · ------------------
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.,,i;. ,cc 1110s a p ri l1r i e l valor d e la o rdenada e n e l or igen: e n pa rti c ular, su -

{, , = O, 

co:n o es gcncral 111en1c ,:! caso. La ec unc ió n ele regresión se co n vier te p.ies en 

t 11.24) 

Ls ta cs pcc ili cac ió n de J;1 ec uac ión ele rc'g n: s ió n in co rpo ra a ho ra nuestro cono
c 1m1 e nt u pre v io ace rca de l v:i lo r dL· la o rclc nad:1 en e l orige n, tul como pre
te ndíamos. Podem os obtener los e s timadores minirn oc uadrát icos de 0

2 
y 0, mi

nimi za nd o la s uma de cu:1d rad os S re prese ntada por 

S = ¿ ( Y, - /3 2 X, 2 - /3 3 X,3 )2 . 

Derivando S respec to el e 0, y 0,. o bte nemos 

as 
o/32 
as 
?{13 

-2 ¿ X,2(Y, - f3 2X,2 - f3aX,3), 

-2 ¿ X, a( Y, - /3,X, 2 - /3"X, 3). 

"" "" • "' 2 L l', X,3 = /~2 L. );;:,X, 3 -1 S3 L X,a-
' 

tC, 11111':ir:J1Jd u es ta s ccu;ic io ncs con la s ( 10 J J) (10 11) · 
J . . ¡. . , b , · - Y · • , vemos que son :gua-
~, " ·" que: se: o tcncl nan_ p ,~a los cs tim ;:i d o res minimocu ;:idrático·· sin res t · 

c 1ones, e n e l caso de que y X . y f , nc-
d /l /l · 2 Y , .1 uesc n cero.) Los e s timadores resu ltan tes 

e f-'' y f-' J son ' 

( 11.25) fJ _ (¿ Y,X.,)('> X ,'\) - ( > Y .Y )( ' X \' ) 
/J2 - --- . - ' .._ 1 t :l 12"' 13 

(¿ X,t )(¿ X,t) - (¿ X, 2X, 3 ) 2 ' 

(1
3 

(¿ Y,X,a)(¿ X,~) - (¿ Y,X, 2)(¿ X,
2

X,
3

) 

(.¿ X ,1)(X,~) - (¿ X, 2X
13

) 2 

P.ir:i obtener las fórmulas de J - • • d s· ~ · as va n anc 1as e . , y 1, 1 , sc 11a lcrnos que 

$ = f3 + (¿ X,~)(¿ X,,,,) - (¿ X,2X,3)C> X,3<1 ) 
2 2 (¿ x,rn¿ X,~) - (¿ X,2X;3)2 ' 

p = f3 + (¿ X,~)(Y X,3 ,, ) - (¿ X,2 X,3 )(¿ X,2c
1
) 

3 3 (¿ X,t)(¿ X,1) - (¿ X,~X, 3 )2 

·- .. "':f"""l'9<'1"' 
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Po r tanto, 

(11.26) Var($2) 
0 2 Y x,t 

E(#2 - f!2)
2 = e"· x 2J('" v 2l _ (' i: . x . J2' L 12 L A i3 /_ • t:l. 1,l 

Sicru icn<lo los pasos enume rados en la primera par te de la secc ión 10. 1 puede 
m~strarse que ~

2 
y f;i poseen todas las propicdacJcs deseables . Lzs vari ancias 

de B, y B
3 

se pu eden estimar a part ir de ( 11 .26) , y sustituyendo rl
2 

por su 

estimador insesgado s' que se deli ne como 

( 11.27) 52 = - 1- ') (Y1 - S2X,2 
n - 2, 

Obsé rve se que en la ecuación ( 11 .27) . la sum:i de cu:idrad os de los res idu os 
se div id e por (11 - 2) -y nu pur (11 -- 3) corno e n el c,:so de: ( 10.34) - . ya que 

sólo se ignoran dos coc lici cntcs de rc gn:sión. Todos es tus resultados se -~u cden 
gencr;i liza r fácilmente con el fin de ap lic:i rlos a los moddos de regres1011 con 

más de dos \'ariabks exp licativa s . 
El caso anterior demu es tra la mejora co nseguida al in corponi r e l cono-

cimi e nto prev io acerca de un coefic icntl' de regres ión a l proceL:imicnto de es
timación. Esta mejor ía tiene bás icam en te dos aspectos. En pn rn c r lu gar , no 
tenemos ncccsidaJ de es timar f3, . y;:i que su va lo r es conoc ido, Y, e n s~~undo 
Juaar , los estimadores minimoc uad r{1ticos de [), y f3 , con esta res tn cc1o n, es 
dc:ir los est im adores qu e in co rporan la información de que f3, = . O, ~oseen 
una ~arianc ia men o r que los est imadores minimocuadr(,t icos ord ina n os s in r~s
tricci ones . Esta segunda mejo ría rep rese nta una c:.tr;ictc rí st ica me nos obv1~. 
pero muv impo rtante, de la es ti mac ión con restr icc iones. Po r e jemplo, _sea f3z 
el cstim;dor con res triccio ne s de [3, dc1111i do en la ecuación ( 11.25), Y P.>~RIJ el 

estimador minimoc uaJrático ordinario de f3, sin restri cciones, tal como se ha 
defin id o en la ecuac ión ( 10.12). El coc iente entre las variancias de es tos dos 

estimadores es 

a 2 2 X,~/ [(¿ x,~)(¿ x,t) - (¿ X,2Xd2
] 

m 33 [(m22 + nXJ)(m,a + 11XJ) - (n-1 23 + 11X2Xal2l 

(111 33 + 11X5)(111 2,11133 - 111 ~3) 

n( X2m:n - X3m 2a) 2 

1 + --'---''---=''c'--...cc...-=---;;--:- • 
(m 3 3 + nXii)(111 ,2m 33 - m~a) 
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; ,i;,r11c· 111c. e, 111 ,1\'cn o igu ,d que la un id ad . l'o r tanto. 

," 1,· ,k pn~sentar una dc·mostrn c ión s imil ar pma f3,_ S in cmhar¡::o. ohsé rvcse 
:ii 111q uc los l'Stimad o res urn res tri cc iones de P,, y P,_, posee n rncnor var ian

, ;" que sus co ntra pa rtid as s in res tr iccio nes . e l va lor de R' conT SJ'cllld icnte a la 
,,·c t:1 de rcg rcs ió n ele la mue stra s in res tri ccio nes es mayor que e l de la re
¡'. rc·s iún con la res t ri cc ión. Esto se dehe a que la cstim:ición minimocu;idrática 
, in res tri cciones produce el va lor máx im o de R1 y. por tanto, cualquier otro 
rroccd imi cn to o ri ginar:í una di sminuci ó n. 

Supongamos a ho ra que la info rmac ió n previa acerca del valor de un coe
ficiente J e regres ió n no se rcl iere a la ordenada en e l origen. sino, por ejem
plo. a 0,. En este caso. la ec,;,1ción de regres ión 

Y, = /3 1 + /3 2 X,2 + fiaX<J + ,, 
se puede escribir e n la fo rma 

{11.29) 

en la que Y, corn:spond c a ( Y/ - F, iX,,). Los cstimaclorcs min imoc u:idráticos 
de f, 1 y f, 2 en la ecuación ( 11 .29), a los que llamaremos (1 1 y P,,, posee n todas 
las propiedades deseabl es. Obsérvese que, en este caso, la variancia de ~2 es 

,,2 

Var(~, ) = -· 
!!1 22 

mientras que la va ri ,1 11 c ia de l es tim ado r minimocu'-ldr;ítico sin restricciones 

Jc :1, e s 

El coc iente entre es ta s varianc ia s es, pues, 

(11.30) Var(#i"nJ 

Yar(#2 ) 

c. 

rn el que ?,, es e l coefic iente de correlación entre X;2 y X., en la muestra . Por 

·.,:.tu . si a l es ti ma r F,1 utili zamos la información ace rca de [33 , obtendremos 
'..·:r :. p rs::_ un aumento de eficiencia a menos que ?,, sea cero. Este aumento de 

,-·:ncia es especialmente importan te si rf
3 

está próximo a la unidad , es decir , 

·" J os variables explicativas es tán muy correlacionadas en la muestra . 

/ 

~<NPEM .,OiP.J ~ , $ " '"' ;;;o.o • \!!iW'I!':' '"'°'ª az;:;!#( 3Ji ... ;>,1!', - w ,oe,¡e;.\W&"/.· 
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Hcstríccíoncs en forma de <lt·,igual<l :1<l 

En much os ca so s . la info rrn :1ció 11 p re via ace rc a cJ c un coefi c iente d e rcg rc , iún 
no viene dad a en fo rma d e u na igu,dd:1d d ef ini da . s in o q ue tom a la fo rm ;, 
Je una de siguald:1d. l\•r e jcrnrlo. e n el c: 1so d e la fun c ió n lin ea l de co n sumo , 
sabe mo s a p r io ri que el coef ic ien te CL' ITCs po nd ie nt c a la rent a (es dec ir . Ju pro
pen sió n marg inal al cunsumo) se ha ll a entre O y 1. len gen e ral. supo ngam os 
que la info rm ac ió n prev ia ;ice rea de l coc licicnle d e regres ió n 0k es 

a :s; f3. :s; b, 

en la que a y b ,o n ci e rt os val o res con oc id os . y b > a. En es te ca so . nos e n
co ntramos con el proble ma cJ e e s timar los eoc li e ic ntes de una cc uae ió .i de 
reg res ión suje ta a una res tricción en forma d e desigualdad sobre uno o trnís 
d e sus coefici e ntes . Es te tipo de res tri cc ió n resulta bas tant e más dificil de in
corpo rar al procedimiento de es timac ió n que c uand o se trataba de una igua ld ad 
defi n ida . El procedimiento más senc illo cons is te e n obtener e l es timador mi
nimocua<lrático de f, , ignornndo por completo la _restricción , y definir el esti
mado r d e ~. con la restricción. al que ll a ma re mos 0k. de la forma siguiente: 

(11.31) 

P,, .. = s2r.o s i a s .:ouo b , ¡1,._ 

-- u s i !~º"º < (/, 

- · h si ,11n1:o > IJ , 

siendo ~';nv el es tim ndur ordinario. s in res tri ccio nes , d e 0t. Naturalmente , corno 

~, cs t:í limitada a un inte rva lo concre to . su di s tribu c il1n d e ja de ser no rmal. 
Sin embargo, a mcd :da qu e aumen ta el tamaiio d e la mu estra . la prob;ihilidad 
de qu ,'. las es tim acio nes o rdin a ri as, s in res tr icc io nes . se hallen fuera del ínter· 
valo especificado po r la d es igu a ldad, se hace más pcquc1ia, a menos que ~, sea 
igu al a a o a b. Po r t:mto. en las mu es tras g randes pod ernos con siderar C¡t!c 
la di s tribución norm a l es una ap ro ximaci ó n razonable d e la di s tribución de ?,, 
corréspo ndien te a ( 11 .31 ). Na turalme nte , cuanto más cerca es té e l verdadero 
val o r de 0, de l centro d e l interval o , mejo r será la ap,rox irnación . Es1c proc<"· 
dimiento de e s timación de los coe ficient es de regn::s ió n suje tos a una rc s1ri, · 
ci ó n en fo rma de des igualdad presenta el inconveniente de que, a l es timar l, ·1 

coeficientes de reg resión resta ntes , prescindimos de la informaci ó n ac e re·~ ,k '. ·,. 
Un enfoque alternativo, que n o posee dicho in conve nien te . comi , 1..: en , ,!· ,,: ,·: , 
los estimadores del codicicntc de regn:, ión maximiz;.rndo la ú H-r,· , p, ,:i .! :. · 

función de vcro, imilitud sujeta a l,1 restricción (o re,tr i, , i0 nc, l <" 11 ¡.,,: ·· ., 

-·· - ..,¡,-., - - ~-- -~- .. ·-- ···-
_________________ ,.,w-
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_. , ,.dd.1 J . b to re pn:scnta un 1J1·ci bl c· 111 ·1 d , · , 
, e proo n111ac10 J , • · . . ;,·,11 es mu y compli cad a. ' <> , n c uac rnt1ca y su 

() 1ru pr~ceJimic 111 0 di s rinl o p:ira J;¡ es tima c iCin d e lo s coe fi c ientes d 
, ,,, 11 s u1 e ,os a rcs tn cc1 o ne s e n fo . 1 l . e re-

/ l,,· il C !d i . , , . . . .. 'rna e e e cs1gualda d t'. S e l propu es to por 
. y ~o Je 1 ge , . cn no c1 do co n e l no mbre de «cs r inrn c ión mi x ta ,, .s 

.1<1,u1cs , e nalnn que la d cs ig u .-i ldacl ' Los 

a 5 /1 ,, :s; h 

,·, en realidad una a firmaci ó n en el se n t ido Je . 
h,dla con certe za e ntre a , 1 [ . - que co ns ,dt'ra m o, qu e r,, se 

. J >. _s to se pued e cu n s1 J , 1 .. · · · . · 
un ,1 al1rr11a c ió 11 d.: ti¡io ¡i ··o b · I ·¡· . .. . LL .11 c u1 n l • s1 L'lcc tu :1 sc m os 

· a 11 1s l1c o ace rc a d e íl . d · . 
111 0s di c ie ndo qu e h n¡·o b · l .1. 1 d d' ,,L es cc ir , co 111 0 st c s tuviése-

' , . .1 11 1c a e c¡uc n s . J • ¡¡ f . 
a < 0k < b . . ,,ic e 1.1 e una dc·I 1ntnv·1lo 

- - es ce io . \' que la p ro ba b i lidnd d fl , ' 
di c ho int e rvalo es ¡.¡ -ui,i" cl·i 1 5 . b ' e qu e .J k est e e n e l int e rio r de 

. ' , e . 1 n cm ·irgo s f . . . 
a l di s ting uir entre lo s v · ¡ .. , . d n d ' · 1 e ectu.im o s e s ta s a f1rmac ioncs 

.1 º ' '-' S e ¡J k entro y fue d J · 1 podemos t ·unb ,· c: 11 es ta d . · . r a e 111tc rva o a :S. n,k < b ' , r 1spucs tos a J t . , (i . , ,, - • 
li co ace rca de 0, e n e l i11te rior J , ' .. e cdc ua1 otrd a 1r111ac 1on de tipo probabilís-
( b e cita o intervalo Un ·t . r ·, d pro ab lemente muy COlllún) _ 1 d ' · ' ª irmac ,on e este tipo 
d 1 · es a e que no tenemo · ·u e :, s1tu .ició n de e n e l inr c .· d 1 . s n111guna , ca acerca 

· 11or e 111t er\'a lo Esto d · se1111do d e que, po r lo qu e . b . ' · se pue e 111tcrprctar en el 
· . sa L rn os , to J os los valores d. n ¡ · . 
int c·n·,,l u , un 1p.u,J/m,•il/e pr ¡ 1 ¡ d L IJ> en e 111tcrior del 
J . . 0 111 ' , ., e· m o do que I · u· ·h _., 

el 1111 , na lo e s un1forn1c F . . .. a is tn uc, o n de (3, dentro 
. . n c , 1, l,I Sl>. p,idcmos escribi r 

( 1 1.32) 

en la que u lienc una di s t ; ibu ción ·r 
un1 o rme continua con media 

Y va ri a ncia 6 

E(u) = O 

Var(u) (b - a) 2 

12 

•. Este enfoqu e h" .· 1 <.1 
P: "' ri c1ions in H . S I( o esarroll ado por G. C. Jud e T .. . 
• . 6 t - c¡:ression ;\ na lys is». / ouma/ / I g y .. Tak,1 ,·ama . ,·n " 1 ncquality 

1 .t '1"ª-· zo. 1966 . pp. 166->! t. o t zc /\111enca11 S tatistica/ /\ssociatio11 
· rhc,J v A s G Id ' ' I . . . o bcrgcr «On Pu . d . 

: . • ·. nternationa/ F.co11onzic R;1Jiew v rc2a11 M1xcd Statistica l Es1 ima ti on in Eco-
. º" •mi xto» por . 1 . o. • enero 1961 PP 65 78 E 

. « 111 nación que inc uye elementos del enfoque 1 · '. . . - . -ste método se 
• \ . . e as1co y del enfoque bayesiano 

<r , r or e¡emplo, Frcund, op. . 
Cit. , p , 146. 

1 
1 ' 
/ 
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Esta especificac ión se pu ede incorporar a nues tro proced imi ento de es tim ació n 
utili za ndo e l método «mix to » de ThL: il y Goldbc rgc r.7 

La idea fund ameni al del método de est im ac ión «mixta» consiste en combi
nar la info rm ac ión prev ia ace rca de u no o m{is de los coeficient es de reg¡esión 
con la informació n proporcionada por la mues tra. Esto se puede conseguir 
utili zando la res t ricc ión en fo rm a de des igua ld ad como si fue se una observa
ción adicion al. a plicando entonces el método de los mínimos cuadrados a la 
muest ra «am pliada ». En primer lu ga r , podemos escribir nuevamente la fórmu
la (11 .32) en la form a 

(11 .32a) 
a + b 
- 2- = ,B, X Ü + .82 X Ü + "· + ,Bk X 1 + · · + ,BK X Ü + ( - u), 

qu e puede considerarse como la observación (n + 1) correspondiente a 

Y, = ,B, X11 + f32X,, + · · · + ,B,Xlk + · · · + ,BKX,r. + e,, 

utili zan do ( - u) como término de pcrlurbación. Si n embargo, como todas las E 

tienen una varianci a igual a G
2 mi entras que la va riancia de (- u) es (b - a)2

/12, 

es ta ú ltima obse rvación presen tada en la forma de la ecuación ( 11.32a) in
troduciría heterosccdasticidad . Esto se puede remediar fácilmente multiplican
do ambos lados de la ecuación (11.32a) por O' vTI/ (b - a) con el fin de 
obtener 

(11.32b) 

(b + a)a\/3 = ,B xO + ,B x O + · · · + f3kx [ª\/12] + · · · + "KxO + u• b-a 1 , b-a ,., 

en la que 

o sea, que 

-ua\/12 
b - a ' 

[ 
J ,a2 

] 
Var(u*) = (b ::._ a) 2 Var(u) 

7. En caso de conside ra r que los va lores de f3, en el centro del intervalo a :s; pk :'.'ó b 
: son más probables que los valo res cercanos a los limites del interva lo, obtendríamos uno 

especificación d ist in1a. En este caso. podríamos espec ificar la variancia de u de forma que 

ª + b + 2v' var(11) = b 
2 

y 
a + b v'--
-2- - 2 Yar(11) = a, 

basándonos en el hecho de q ue . en muchas dist ribuciones, los valores de la variable no 
comprendidos en e l intervalo de limitado po r la med ia más dos veces la des vi ac ión siand.ml 
y la med ia menos dos ve ces la desviació n stan da rd , se presentan muy raramcn1 c. Oc C'" 
fo rma . obtendríamos 

(b - a)' 
Yar(u) = - -

16
--

.. E sta es la espec ificaci ón uti li z;,J a po r T hcil y Goldbcrgc r . op. cit . 

.. - -- -----------'-
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., ,;no q uer íamos ob te ner . Así pues, las obse rvac io nes d ¡ 
da » son e a mue stra «amplia-

}', X11 X,2 

Y , 
2 Y2 

11 Y. 

11 + 
(h + o)n '\I J 

b - (/ o o o 

E_I va lo r de la observació n ( 11 + 1) de Y no se conoce porque no s;i bemos cuál 
e: e l va lor de O'. Sm e mba rgo. est;i tíltimn pu ede es tim a rse a t ra vés de s [clefi
:1cla e_n ( 1 O. 3~ ) J en las p rim_e ras n obse rvaciones. Como se ha mos trado, s2 es 

.n cst1 mador tn ses~a~o, consis tente y asintóticamente eficic:nte d e rr . Las ecua
c~ones normales _1;1 1n1111ocuadrát icas d e los es tim ad o res «mixtos» de los coefi
cientes de rcgres1on son 

(11.33) 

¿ Y, X,, 
1 

+·· · + t'J _ "'X: PAL IK , 
1 

tJ '-. X . .'l '-. \ 'º /1 ¿ f1 1 ¿_ 12 1· ljJ , ,; • .• +,, . -t- V X 
, - .. Je " 1~ lle 

1 ' 

+ . '' -i- B,; ~ X, 2X,,., 
1 

"° 6s"(b + a) 7 Y,x,. + (b - a)" = /J, ~ x .. + S, ¿ X, 2x,. 
1 

+ . . . + fJ. [> X,%+ 12s
2 

] 
, (b - a) 2 

+ · · · + /JK ¿ x,.x,K, 
1 

+ · · · + /JK 2 xa,. 

~n !ªs que . todos los sumatorios se extienden, entre 
·< os variables explicativas con la rest ricción 

a ;s; fJ2 ;s; b, 

. C!Q : «~&W&.CJ ; ... , 

i = 1 e i = n. En el caso 

¡ 
1 
; 
! . 

1 · . 

·· , 
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los estimadores «mix tos» son 

(11.34) 

P2 

Pa 

en las que 

n;t2n1 33 - 111 :·311123 

n1 t 2n1aa 
2 

111 23 

111Y3lllt2 n1; 21n 23 

1nt2n1 33 - /11 ª3 
6s 2(b + a) 

+ (b - a)2 ' 

12s2 

111 22 + (b - a)2. 

' 

Aparte de las modificaci ones obvias, estas fórmulas son las mismas que las 
de los estimadores minimocuad rát icos ordinarios, sin restricciones, presentados 
en ( 10.11) a (10.13 ). Las var iancias de los es t imadores «mixtos» se pueden 
estimar Je la forma sigui ente 

Est. Va r(~2) 
s2,,, ::la 

( 11.35) 
n1 ; 2n1 33 nz~3 

Est. Var(~3) 
s2n1;2 

n1;2,naa fll ~3 

Estos re sultados se han ob tenido por analogía con los de ( 10 .24) y ( 10.25) . 
Con es ta espec ifi cación , los es timad ores «mi xtos» d efinidos en ( 11.34) son con
sistentes y as intótica rn cntc e fi cientes , pero la in sesgadcz resulta dif íci l de de
mostrar ya que las fórmulas inclu ye n s2 en forma no lineal. Nótese, sin em
bargo, que no podemos elimin ar la posibilid ad de que el es timador «mixto• 
de (32 se ha lle fuera del intervalo especificado. S i sucede as í, esto reílejará el 
hecho Je que , J ada la h ipótesis sos tenida del mode lo, la muestra es tá ~n 
desacuerdo con la info rmación p rev ia ace rca de (32 . 

EJEMPLO. Podem os ilustrar el método de la es timación «mixta » estimando ''" 
coeficien tes de la función de consumo trimestra l en los Estados Unidos, 

C, =a + f3Y, + e,, 

en la que C = consumo e Y = renta . La información previa ace rca de ~ e, 

- - -·---------___.J.# ·-• ..;( :. . 
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.' ,·l i11n ha es timado es ta furici,ín' sin la res tri cció n. o bteniendo Jos resultados s i-
1·: 11l:n11.:.s: 

e, 36.09 + O. 74 7 Y, + e,, 
(0 .033) 

R2 = 0.944. 

.'ii queremos imponer la restricción en forma de desigualdad sobre (3 y utilizar el mé
todo de estimación «mixta », esc ribi rem os 

/3 1- + "· 

en la que E(u) = O y Var(11) = 1/ 12. 

Las ecuac iones no rmales minimocuadráticas se convier ten en 

¿ C, = &11 + p ¿ Y,, 
1 L 

¿ C. Y, + 6s2 = & ¿ Y, + P(¿ Y¡2 + 12s2). 
L t 1 

Elimina ndo a, obtenemos 

¿(C, - C)( Y, - Y) + 6.1·2 = f,[¿( l ', _ f'¡ 2 + l:2sº] . 

Ahora hien , a partir de lns result ado~ d e Zcllner, vemos que 

,¿<C. - (1( ) ', - j'¡ 11 1 ~ 1 . ~ < r, - r ,, 

o 
s' = O.OJJ 2 x ¿(Y, - Y)2. 

P,, r tanto. 

0.747 x ¿(Y, Y)° + 6 X 0.033 2 X ¿ ( Y, - >7¡2 

=/í[¿(Y, - Y) 2 + 12 x0. 033 2 x ¿(Y, - Y)2] . 

En esta expresión podemos despe¡·ar o. 
resultado es 1-' porque los términos I: (Y;-Y)2 se cancelan . El 

p = 0.744 .. 
ª = e - o.744 v = (38 .09 + o.747 VJ - o .744 v 

38.09 + 0.003 X 200. 55 = 38.69, 

·\ Zclln cr . «Thc Sh t R C 
r;, . 552-ú7. or un onsumpt ion Function». Eco11 0111ctrica. vol. 25 , oc tu -
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Por último, 

Est. Var(P) 
s2 0.033 2 X ¿ ( Y, - Y) 2 

¿ ( Y, - Y)2 + 1 2s2 

= 0.00 1075 . 

¿ ( Y, - Y)2 + 12 X 0.033 2 X ¿ ( Y, - Y)2 

El resultado de la est imación «mixt a» de la fun ción de consumo cs. pu es. 

C, = 38.69 + 0.744 Y, + e,. 
(0.033) 

Como puede verse, la incorporación ck la restri cc ión en forma de de, igualdacl a l 
procedimien to de estimación ha knido como resultado un camhio muy pcquc11u en 
la ecuac ión de regresión estimada en este caso . 

Restricciones lineales 

Frecuentemente, la informnción prev ia J e qu e se di spo ne no se refie re a los 
valores de los coeficientes de regres ión in d ividu a.les, sino a las reh1c ion es entre 
ellos. Po r ejemplo, potkmos sa ber a pri o ri que un coe fi c iente es igual a la 
suma de otros dos, o que det erminad os coefic ientes fo rman una progres ión 
geométrica . Esws res tri cc iones pueden dividirse en dos grupos, según que 
la relación entre los cocfic i: ntcs sea lineal o no . Vam os a es tu diar en primer 
lu gar las rcs1riccio11 cs li11 ca lcs . ya qu e so n las 111 ,ís senc illa s . En ambos ca sos, 
resulta eon\'en icn tc comparar la ecuac ió n de reg res ión en la que se ti e nen 
en cuenw exp lícitam ente las res tri cc iones con la ecum:ió n de regresión en que 
se ignoran dicha s res tri cc iones. Los par,ímetros de la primera ecuación se ll a
marán «con restri cc ion es» y los de la segunda, «s in res tri cciones» . Esta yuxta
posición nos perm itirá introducir el concepto de «id entificación » que juega un 
importante papel en much os probl emas cconométricos. Efcc tunremos el aná
lisis mediante ejemp los que il ustrará n el tipo de probl ema y su solución, y que 
pueden mod ifi carse fácilme n te para su ap licación a otros casos. 

Consideremos el problema de es timar un modelo de regresión con una 
variable explicativa y con efectos estacionales aditivos. Es decir, 

Y, = ª' + 0 X, + E, 

Y, = 0:J + 0 X, + E, 

Y, = a. + 0 X, + E, 

(primer trimestre). 

(segundo trimestre) . 

( tercer trimest re) . 

(cunrto trimestre) . 

Si introducimos variables binari;i s para los tres últimos tr im<.'~ trc, . r< " lr ,-:- · 
escribir de nuevo las ecuaciones anteriores cn forma co mracta : 

11 1.36) 

en la que 
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o,. = 

si I es un segundo trimestre, 

O si no lo es; 

si t es un tercer trimestre, 

O s1 no lo es; 

si t es un cuarto trimestre , 

- O si no lo es: 

525 

En este caso tenemos cinco paráme tros con restricciones: a 1, a2, O:J, a.. y 0-
Las restricciones consisten en que a, tiene que ser igual a l coeficiente de 0,2 

más la ordenada en el origen, a , igual al de O,, más la ordenada en el origen, 
y ª• al coeficiente de Q,. más la ordenada en el origen. La forma de (11.36) 
sin restricciones es 

( 1 1.36a) Y, = /3 1 + /3,Q,, + p3 Q, 3 + /3,Q« + fJ,X, + ~,. 

Cumrarando los codici<."ntc s ~in restri cc io nes de ( 11. 36a) con los parámetros 
de ( 11 .36) con r<." stri ,·cioncs. pock nios ver que 

/3 1 a,• 
fl2 ª2 - a,, 

{J3 ªa "1, 

fJ. ª• a,, 
f3s = fJ. 

En este caso, existe una correspondencia de uno a uno entre los parámetros, 
en el sentido de que existe una única solución para los parámetros con restric
ciones en términos de los parámetros sin restricciones. Concretamente, 

a,= fJ, + fJ,, 

"a = f3a + f11, 

"• = fJ. + fJ,' 
fJ = fls, 

i 
1' 
i 

1 

¡ 

&W.N9io: .;+u 

} . ~F 
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Este ca so rec ibe e l no 111 brc d e i c/ l'11 t if i cociú 11 exacta para imli c.ir e l hec h o d e 
que los par,ímct ros co n rcs t r·iccio n es se puede n « ide ntificar» u n ívo cam ente e n 
té rminos de los cod icien ks ~i n res tri cc io nes . 

La im po rta nc ia prúc ti ca de la identificació n c: x¡¡c ta radi ca en e l hech o <le 
que pod e mos obtene r c, tim ac ioncs minimocuadr,íti ca s d e los coe fi c ie n tes s in 
res tri cc io nes ut il iz,índ o la s d espués para ob lcn e r la s es tim a cion es <l e lo s pará
me tros con res tr icc ión . Co mo es ta s ültim a s so n fun ciones lin ea les de la; pri
meras , todas la s pro pi ed,1d es dcsc<1bles <l e és ta s se t r,rn smitirá n ,1 la s <l e los 
p a rámetro s con res t r icc ió n. A simi smo . la s variancias d e las estimaciones Je 
los p;idme tros con res tr icc io nes pueden ob te ne rse a partir de las variancias 
y covariancias d e los cocí1c ie nt cs s in res tri cciones es tim ados . Conc retame nte, 

Var(&,) 

Var(r,2) 

Var(~ 1), 

Var(S,) + Va r(S2) + 2 Cov(t,,SJ. 

Var(& 3) Var(1~ 1) + V ar(S3 ) + 2 Cov(Si,#a), 

Var(&4 ) Va r(S ,) + Var(SJ + 2 Cov(S 1- P1), 

Va r($) ~ Var(f, 0) . 

Y entre las respec tiva s es timaciones de las variancias se cumplen las mi sm as 
relaciones. Obsérvese que e n las est imacion es de los p a ráme tros con restric
cio nes obtend ríamos los mi s mos resultados si escribi ésemos la fórmu la ( 11 .36) 
en la forma 

(11 .36b) Y, = a ,Qn + a,Q,2 + o:3 Q1 3 + o:,Q,. + fJX, + e,. 

en la que o,,= si I es un primer tri mestre , 

O si no lo es. 

La ecuac1on ( 11 .36b) ti en e la res tricción de pasar por e l origen, y p uede esti
m arse por e l m é tod o de los mínimos cuadrodos e n la forma e xp licada al prin· 

:cipio de esta secc ió n . Las e stima ciones resu lta nt es y sus variancias so n cx:1ct;r · 
' m en te iguales a la s ob tenidas a partir de las es timacio nes s in re stric cion, , 

d e ( 11. 36a ) 
Cons ideremos ah o ra un caso di s tin to d e restri ccio nes linea les , en las que: 

la sum a de dos o más coeficien tes de recrresión ti ene que ser icrual a un n t'nnc:r,, 
d;;tcrminado. Un típi co ejemplo de es~a restricción es la fu~ c ió n de r w ,I ::, · 
ción de Cobb-Douglas con re ndimi entos con stantes de esca la. En es te e;, , , ,., ¡-. ,: 
remos que la suma de las pendientes de rcgn:sión sea igu:d a la un i,i. ,,!. P 
m odo específico, 

·( 11.37) Y, 

.. - -- ~ • \.< • ~ ~ ' 
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c: n _ la que Y, = log de la ca ntid ad producida. X,1 - log de la can tid ad 

t
b,_1J o '. y X;J = log de la can11cJad de cap it a l. Tenemos dos p a ráme tros de tra
ricc1ones · a y a. L f . · . . ' con res-

. 1 2· a 0 1 ma s ,n res tn cc,ones de (11.37) es 

( l l .37a) 

La rel ac ió n entre los paráme tros s i,i . 
res t ri cc iones Y con res t rieciones es 

{13 = J -

En es te caso, e l n ú mero 
mero de parámetros 

de coe fici e ntes s in res t ricc iones es mayor que e l nú
con res tri cciones, y no ex is te una so luc ión única para a.,. En rea lidad , 

«2 = {3, ' 

y 
' ' ;: ·~ 1 -- /3 ., . 

r: ,_i,· ,·:, ,,, ,,. ,k 11 1• fl1 i11 ;r , ;,¡,,·,i,!cn; : fi,<1 c.·, ;, , 
J · ,d ,« lic: ,i. 1(1 :rl li ,·cll() tk que · 

n1~1 , le un :1 ... \..i! t?t: i ,-q 1 f'.u.i ~·hL·¡¡1i,;1.: 1r .. ··1. ·, .. . . . ex iste 
F ·1 .. ,·1d i .· . . . .... r, .. 1.1 rll L t 1u c (i n I L''1 n cc 1u nl· ~ a 

_ , i... 1. , ... 1~' r11 .. ·, t: L· "ll i' i.. ·1 1d -.. ·111i i:...:, , .. .-i\_.,n nu · , J· . . . .•. 
co rno hi cirih 1, l' tl l' I \.. ,, i ,, . 

1
_ . 1 .

1
. . . r, <. t.l l1 <.i ~ 1L" ~u h -~r el pro blema 

. . . .. \ •L ,1 ll , l ' :l li l~~.ll"l \.l l1 CX 'lCi "l csti l . d 1 .. 
rL·,: n cut !l l t.' ~ \ u1 i/ i ;.: :111du l e; . . 1 . 1 . ' .. • . . i 1..111 o a cc ua c1on sin 

. .< 1~ I L~ u r~il O> ¡,~1r:i o n tl'.ncr cst· . · el 
n1c·1r, •- ,·, ,n r,·,1 r ic·c iu nes l'ur ,¡ ·o t .. . · 1 b .. imauo nes e los pará-
. .. · L L 11 l ,llr O.lc c·111os util1 zar d' · · t ¡ 

Cll•11 c t1 n n: s tr icc io ncs ( l t ~7 ) 1 . 11 cc a mente a ecua-
. . .> · - Os es t1rnadorcs minimoc L d 't· d 

metro$ co n res tricci o nes pueden obt ' 11e . . . ia ra ,cos e los pará-
" rse m1111m1 za ndo 

_¿ ( Y, - o: , - o:2X;2 - (I - o:2) X,3)2 
f 

r,:spee to de a. p 
, . , , • • i y a.,. uede mos tra rse f ~cilmente que l 
.rntc s so n iguales a las obtenidas aplica ndo el m•: t,.,doas estimaciones rcsul

,!,ados a ~ v de los mínimos cua-

111. 37b) Y,* = ª1 + o:2 X,t + e,, 
' "I T 

'· ' que Y,* equival e a (Y, - Xd) , X ,* , _ . , 
,· :i 1a una fo rma a lternativa d e y :- . a (X,z X ,, ). La ecuac,on ( 11 .37b) 

.. ! ·' h;, y supcridentificació11 y la escntr (_t 1.3 7) reordenando sus términos . 
' ;-.., -ihi li<la d . s res nce1ones son lineales , siempre existe 

. ;;:-:¡,,_ .... :.1 .. 

¡ · 

i ; 

1 

1 
¡. 

1 

,_,.. 

,) . ....,!!. ,,,f ,t"lS,+J.:;~ 



528 ELEMENTOS DE ECONOMETRIA 

Como te rcero y últ imo caso de res tricciones lineales, conside remos nquel en 
el que el número de parfi me tros con res tricci ones es mayor que e l núme ro de 
coeficient es sin restri ccio nes. Po r ejemplo, supo ngamos que e l gas to de un a fa
milia en fruta puede expresa rse a través de la siguiente ecu ación de regres ión : 

en la que F, = gasto famili a r en fruta, e Y, = rent a familia r . Su pongamos 
además que el gas to famili a r en vegetales pu ede expresarse a través de 

V, = av + f3 v Y , + e,v , 

en la que V; = gasto famili a r en vege ta les. Ahora bien s i, como ocurre nor
malme nte , la muestra no proporciona información sepa rad a del gasto en fruta 
y en vegetales, sino solamente e l total, tenemos que combinar las regresiones 
ante rio res p ara obtener 

(11.38) 

en la que G, 
( 11.38) es 

(11.38a) 

G, = (aF + av) + (/3, + f3v) Y, + E¡, 

F, + V;, y E; = E,r _. E;v. La versión sin restricciones de 

G, = ex + /3 Y, + e,. 

Si comparamos los coefi c ientes de las dos ecuaciones , vemos que 

En este modelo tenemos cua tro p:i ráme tros con restricc iones , pero sobmente 
dos coe fici entes s in restricc io nes y, obviamente , no podemos expresar los pri
me ros en ti;rminos de los segundos . Es te caso se conoce con el nombre d~ 
s11bide111ificación y en él los panímet ros con restricciones no se pueden estimar 
a partir de la info rm ac ión muestra! di sponible. 

: Restricciones no lineales 

Como primer caso de las res tri ccio nes no linea les, vamos a conside rar la ido: 
tificación exacta. Esta situación puede ilus tra rse a través de una versión s im¡+ 
del ll amado «modelo de aju ste de inventa rios» . Supongamos que el volu rn ,·:i 
de inventarios de una merca ncía que una empresa «desea » ma ntener e , u::a 
función lineal de las ventas. es decir 

··-·····-- ·--·-·- --- --- --·------ · 
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,·n la q ue V,• = n ivel deseado d e in venta ri os a l fi nali za r el pe ríodo t, y 
.\ , :::: ventas d u ra nt e e l períouo l . En gc nc r.i l, y • no es obse rv.i b le. Supo nga
mos ade más q ue los a jus tes rea li za dos po r cad a empresa al nivel deseado en 
cad a pe ríodo no son co m p le tos , d e modo que 

Y, - Y,_ 1 = y( Y,* - Y, _1 ) + r.1 , 

en la qu e Y, = ni vel rc;i l de in ve ntari os a l fin a li zar el período t . El par:1me
t1·0 Y se de no min a «coefici en te de aj us te» y su val o r se h ,ill a entre O y J. Un 
v:i lo r de Y p róx imo a cero indica q ue Ju rante ca d a pe ríodo sú lu se e limin a una 
pa rte muy peq ueña de la dife renc ia en tre e l nive l rea l y e l nivel deseado de 
in_vcnta r ios, mi entras que un va lor de y p róx imo a la unid ad indi ca que se 
e lim111 a g ra n parte de es ta dife rencia . E l término d e p e rturba ción E, se intro
duce para tener_ en cu enta las influe nc ias alea tori as en e l proceso de aju ste. 
Sus t11uyendo Y,• por su e xpresión, y reord enando los té rminos, obtenemos 

( 11.39) ~., = ay+ f3 yXt + (I - y)Yt - t + e,. 

Esta ecuación explica la invers ión en im·cntarios y, todas sus variables ex
cepto E, son observables. En ( 11.39) tenemos tres parámetros «con restriccio
nes»: a., P, y y. La rnntrnpartida s in r.: striccio ncs de (11.39) es 

Y, = fi , + fi, X, + fio Y, _ 1 + e,. 

Los cvdici cn tc· s de (11 . :1 9;., ) , e rc l:ic iu 11 :,n co n los parámetros de (11 .39) en Ja 
fo rma si~u icntc : 

/3 1 = ay, 

/32 = {3y, 

/33 = 1 - y. 

En este caso, podemos obtener una solución única para los parámetros con 
res tricciones en términos de los coe fi1c1·entes · · "ó sm restncc1 n, o sea que tenemos 
identificación exacta. La solución es 

ex /31 
1 - 13; 

fJ = ~. 
1 - /33 

y= 1 - /33 . 

que a. Y 0 son funciones no lineales de las '3 sin restricciones. 
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Pa ra es timar los pa r:í mc t rn, d e ( 11. 39 ) , ohte n clre nw s las cs ti m:ic iunes 111i 
nimoc uadrüt ica s de los coc ficiCll tcs s in res tri cc ione s d e ( 11. 3% ) y u 1iliz:11T rn os 
las ecu aciones de a .. ?, v '( pa ra o btene r la s co rrc' spondi en tes est im ac io nes de 
es tos p:H;i 111ct ros. 11 .a s 1-cst 1· icc iP11cs e n fon na ck dcs ig ua ld :,d con respecto 
a y . y e n co nsccuc nci:1 a ¡!_1 . p uede n ma nc.i,1 rse s igu i,:nd u la rcgh1 es pec i Ílca d n 
en ( 11. 31 l . l Por lo que res pec ta ;1 las pro pi c,Li dcs de lo s c>1 imado rcs res ult a n
tes, hay q ue s61a l:1r qu e es tos es tima do res. q ue so n fu nc io nes 11 0 li nea les de 
los coe fi c ie ntes s in res tri cc io nes. rec ibe n la s pro pi ecbdcs a s in tó ti c;1s J e es tos 
últimos, pero 110 las pro pi ed aJ cs de las mues tras pequeñ a s . La razón d e e ll o 
es q ue la in scsgadez no « pe rs is te» a trn 1•és d e l<1s fun c io nes no li nc: il cs (vé ase 

el teo re m a 17 y los co me ntar ios q uc le s igue n en la secci ú n 6.1 ) . En e l c aso 
qu e nos oc upa , los p rop ios es tim ado res s in rcs t ri ce iones 11 ,: son in sesga d os d e
bi do a L.1 prese ncia J e Y, _, cn1 rc las va ri ables exp li ca ti va s, d e modo qu e 
ninguno de los e s ti111 a cl o r,·s con rest ri cc io nes puede prete nd e r se r in sesga d o. La 

var ia neia del cs1irnaJo r con res tri cc io nes J e y se p uede ob tene r a pa rtir de 
la varianc ia d e P,, s in res tri cc io n es . o bserva ndo que 

Var(¡i) = Vnr(f,3 ) . 

La obte nc ió n d e las varianc ias d e ci y P, resulta algo ,rnís co mpleja, ya que 
a. y ~ so n fu nc io ne s no line ales d e los es tim ad o res sin res tricciones. Sin embar
go, exi s te una fó rm u la aprox imad a qu e se p ued e utiliza r e n es te caso. La fórmu
la se refiere al ca so ge nera l e n el qu e un es tirn :1 cl o r , por e jemplo a., es función 
de otros k estimadore s tales co mo 01, 0,, ... , 0 , , es dec ir, 

Entonces, la variancia de a. en las muestras g randes se puede aproximar 9 a 
través de 

(11.40) Va r(&) ;:; I [.'r] 2 

Var(/1,.) + 2 I [.({] [,é[] Cov( /1; ,/1, ) 
k C/Jk i <k dp¡ C:pk 

(j, k = 1, 2, ... , K ; j < k) 

( Esta aproxim;ic iún se obtiene utili zando la e xpans ión en se ri e de Taylor de 
/(P,1, 0,, ... , 0,) en torno a &1 , 02, . . . , P,,, el iminando los té rminos de seg undo 
orden o de orden supe rior, y obteni e ndo después la varianeia por medio J ,· 
la fórmula habitual.) Por e jemplo, para 

/11 
i - /13' & 

9. Ver L. R . K\cin. ,,\ T c x tboo k v f f."nnwn1ctrics . E"·., n~1on. l !i rn, ,i~ h'. . .. 

l'iSj , p. 258. 

··. · · ' 
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: , llL'lllOS 

[ 
J ]2 [ fJ ]2 ~ -

1
------¡;- Var( /1 1) + 1g Var( /13 ) 
- 1'3 (1 - f-1)2 

Va r(,,) 

+ 2L ~ sJ [(I !ls3)2]co ,( /1,.t, i 

Es t~ fó rmul a pued e utili zarse p a ru obte ne r u na aprox im ació n de la va ri a ncia 
de a. e n las mu es tras g ranJ es. Co mo la s \·a ri anc ias y cova r ian c ia s de los es ti
mad o res s in res tri cc io nes en las mu es tras g ranJ cs ptied e n o bt e ne rse fá c ilme nte 

a travé~ d e la s fó r1nul :1s co rri e ntes . no ha y ning ún probl e ma para es timar las 
vnnanc,a s d e los es tim ado res con res tri cc io n es e n la s mu es tras grandes. 

Un e nfoque altc rnati vo p a ru es tim a r los p;ir;i m e tros ck ( 11.39) consiste en 
minimiza r la s uma d e c u a dra d os S que viene d a da por 

n 

S =) [Y, - ay -f3y X, - (1 - y)Y,_ 1 ] 2 

t--=2 

res pec to de a , f3 Y y . Lo s e s timado res rcs uilant es de es tos p:1rúm c 1ros recibe n 
el .. no mbre d e esti111ad o r es 111i11i111oc11aduí1icos 110 lith"a les. Se puede mos trnr 
fo c ilm c n t<.! que es to s. es.tim ;,dores son ig .i :des a los o b 1c· nidu , ;1 p a rtir de Jos 
cod1c 1c n 1es s in rc· :,1 n cc1 é•11 c, c .-1i111," lo s e n h a , c ;: ( J ¡ _, , , ·. \ , l·:m,;s, co mo la 
ÍtHh.· ió n lc1r:1r f .... lÍL"a tk \ L' T"l, 1.., j111: l ilt1cf d1..· }··_., j ·' 1 •• . , ) ·. 1,., . , ,~ ! l 1 r¡;

1
d ;J ;¡ } ' ¡} l.! S 

l . -- ~ J. , .i: ::;-: , ,: : .,· 
, . r l', 
' . ) 

:i': . .\", - e 1 - ;- ) Y, - 1 ]2 • 

m ini111i1 ,,r ,\ , ._. , ,.,_.,_,. , d,: ' '· 0, .\ '( c< ;u iv;,k ;, J11 ,1x i11 1i1.;i r /. res pect o a los mi s mos 

p ::,. ,;n _ :, . . I ', e ' · ' "'" · ,i ,:1 1á111i1Il> J e: ¡w1·:urhac i,í 11 de la regres ió n se di s tri
h," ,· ,., .,,,, ., ,:i, .-:,1 ,__. . !, ,, c·,1 i111,,d " r,·, rni n inwc uaJr:iti cos no lin eal es son igual es a 
l~)~ l- ... ¡ i !i}. si_ ) , ,r t.· : .. 111; 1.\ inh) \·.: ro:-- ín 1 i k s y. en consecu encia. sus vari ancia s asin tó
t1 c;1s se· p uc·,k 11 c , 1i11 1¿¡ r a t r:1vés el e la matriz d e informa c ión apropiada. 

EJ E.M P_LO . El caso de r':stricciones no lineales en condiciones de identificación 
~u Ll;i se prese nta en rel a c1on con un o de los modelos d e Ja fun ción de con sumo ana 
:"d_,is por í-c!Jner 1D. No se trata de un «modelo de ajuste de in ve nt a rios» en sentid o 

triLlo , pero posee las misma s cara cterísticas h;\ sicas.< Utilizando una versión e 
· •11 :. de la ~ h · ' t · d J s n• . , < 1po es1s e a renta permanente », podemos postular Ja fun ..: ión de c o n
' ,:i,o en la forma 

C, =a+ k(I - A) Y,+ Ac,_, + u, 

, ~ ."· cit. En el artíc.ulo de Fcllner no apar~ce el aná li sis 
l c,i nc r O S H L e CI teórico . pero puede verse 

of che Short-Run Consump
Econometrica, vol. 33, julio 

• , · uang Y , . w u. •Further Analys1s 
·· o1u n "1th Emphas,s on the Role of Liquid Assets• 

\ 7 1 ·S 1. • 

.. 
wa.u wa, WH.,&.,.-,~ $0994:::,,¿ ,,sn:atJJ!J 

: 1 

¡: 

l, 

¡ . 
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en la que C = consumo real. e Y = renta real. La contrapartida de esta ecuación. 
sin restricciones, es 

C, = f3 , + f12 Y,+ f33C, -1 + u,. 

Suponemos que el término de perturbac ión 11, no es autorregrcsivo. Zellner estimó 
la función sin restricciones a partir de 31 observaciones trimestrales correspondien
tes a los Estados Unidos. obteniendo el sigui ente resultado : 

C, =O.JO+ 0.128Y, + 0.870 C, _ , + e,, R.2 = 0.978. 
(0.093) (0. 127) 

Por tanto, las estimaciones de los parámetros con restricciones son 

a= fii = 0.10, 

k ___b_ = 0.985 , 
1 - f , 

Í. = t s = 0.870 . 

La estimación del error standa rd de )._ en las muestras grandes puede obtenerse 
directamente a partir del resultado sin restricciones. El error standard estimado de 
k, correspondiente a las muestras gra ndes , puede obtenerse utilizando la fórmula 
aproximada ( 11.40). es decir, observa ndo que 

Yar(k) = [_l -{! ] 
2 
Yar(P,2 ) + [ !2p 2] 

2 
Yar(Ps) 

1 - f'J (1 3) 

+ 2[~] [ p2
P, 2]cov(P2,Ps), 

1 - /J J ( 1 - JJ) 

Las estimaciones de Var(02) y Var(0J pueden ?bt~nerse directamente a partir de los 
resultados de Zellner. y la estimación de Cov(!32• (33) se puede obtener sabiendo que 

- a 2 r 2:1 V~ V ,;;;; 
,n2 : nt:i3 - nz~3 

; de modo que la única información adicional que 11recisan1os es el valor de r23 , el coe
ficiente de correlación entre Y, y C, _1 en la muestra. Este valor puede obtenerse a 
partir de la relación existente entre el estadístico F y los dos estadísticos t. En primer 
lugar, corno R 2 = 0,978, según la expresión (10.41) tenernos que 

R 2 = 0,9795. 

Por tanto. según (10 .43), 

R ' !() - 1) 

F = (1 - R ' U JI - 3) 
669 . 

-- - - ~ .t):----··· 
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¡·,to nos rcrmite utili zar la exrresió n (10.44b) : 

669 = (0.128 /0.093) 2 + (0.870/0. l 27)2 + 2(0. 128/0.093)(0.870/0. l 27)r21 . 
2(1 - r l, ) 

Esto es una ecuación cuadrá ti ca en la que r lJ tiene dos soluciones, una positiva y otra 
negativa. Elegimos la solución pos itiva po rqu e la correlación muestra! entre Y, y 
C, _ 1 es claramente positiva . Esto da com o resultad o 

r 21 = 0 ,975 

y 

Est. Cov{P2.Ssl - Ü.975 X Ü.Q9J X Ü.127 - 0.011515 . 

Por tanto, 

Est . Yar(k) [ 1 ] 
2 [ O P8 ]2 

1 - 0.870 0.0932 + ( 1 - . 0~870)2 0 . 127' 

[ l J [ 0. 12/i J + ¡ - 0.870 (1 _ 0. 870)2 (-0.011515) = 0.095175 . 

Así pues. los errores standard estimados corresrondi entes a la, muestras grandes, 
de los estimadores con restricciones son · 

.r). = O 127 y -'1 = 0.108, 

lo que significa que tanto ). como k son muy significativos . 

. Para ilu s trJr el ca so con TC'Slriccio11es no lineales y superidenlificación, uti-
l'.zarc rnos un mod d o de reg res ión simple en el que el término de perturbación 
stgue un esquema autorregresivo de primer orden. En particular, supongamos 
que tenemos 

Y, a+fiX,+e,, 

en el que u, - N(O, a-2,,), y E(11, E, _ ,) = O. Tal como se mencionó en la sec
ción 8.2, la ecuación de regresión se puede transformar de modo que se elimine 
b perturbación a utorregres iva E, . Si tomamos la ecuación de regresión retardada 
un paíodo, la multiplicamos por p y restamos el resultado de la forma original 
,L; la ecuación de regresión, obtenemos 

Y, - pY,_ 1 = a(I - p) + f3(X, - pX,_,) + u,. 

i 
1 

!. 

i . 
! ' 

¡; 

1' 

i ' 

i; 
1 ; 

' 

i; 

. 
! : 

l+4f<:, .,. . ;;3µ ¼! 4 ;:w • tctL+ :C( llll!'IW":',$ gtf.Qf&. ,-J Q 

.S' 

'*'·'""m"'"'· -9ll &a zw ,p f .',49$ s_¡o . =t>M*,H ,..-,~ 
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Esta ecuación es la (8.52) de la secci ón 8.2 . De modo alternativo, 

(11.41) Y,= a(l - p) + f3X, - f3pX, _ 1 + p Y, _1 + 11,, 

que es una ecuación de regresión múltipl e con los parámetros a., !3 y p. La con

trapartida de ( 11.41) sin restricciones es 

(11.41a) 
Y, = f3, + f3 2 X, + f3 3 X,_ 1 + f3, Y, _1 + u,. 

Comparando las dos versiones, vemos que 

f31 = a( ! - p) 

f32 = {3 , 

f3a -f3p, 

p. 

Es decir. tenemos cuatro coefi cientes sin restricciones y solamente tres pará
metros con rest ri cc iones . Como 11 0 ex iste una solución un1ca para nin guno de 
los paráme tros con rest ricción en té rminos de Jus coefici entes sin res tri cciones, 
nos hallamos cl a ram ente ante un caso de su peride ntificación. Sin embargo , no 
existe gran dificultad para es timar les pará metros con restricci ones µor el 
método de los mínimos cuadrados no lineales; es decir, podemos minimizar 

S = i [ Y, - cx( l 
p) - f3X, + f3pX, _ 1 - pY, _1]

2 

' , 2 

respecto de a.. !3 y p. Las es tim ac iones resultant es so n equiva lentes a las esti
mac iones muxi moverosimi lcs (condicionadas a Y,). y sus variancias asintóticas 
pu eden estimarse a pa rtir de la matri z de informac ión . En la secc ión 8 .2 se 
ha prese ntado un a forma sencilla de efectua r los cálCL1l os por medio de una 
calculadora v se han estu d iado tam bién va rios métodos a lternativos de es tima-

• ción di sc ii ados para es te modelo. El método de la es timación max imoverosín1il 
,· puede utili za rse con todas las clases de super identificación, pero en algun os 

casos los cálcu los resultan muy complic¡¡dos y no siempre existe la gar;,n ti:i 
de que el máximo de la función de verosimilitud no sea local en Jugar ,k 

global. 
Por último, consideremos la subidentificación. !lustrarem os este caso en ,·\ 

contexto de un mod l'lü cn el que algunos par::í me tros están supcriJ cnt ifi ..::,J, ,, .. 
mientras que otros cst:·111 subidcntific:.idos. Consideremos otro mo<l..:l o ,k 1~ 
fun ción de consumo clabora<lo y estimado por Z clln.:r. llu::ing y Ch:111: " 

l l. ibid . 
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( 11.42) C, = (k - m¡)( I - ,\)Y,+ aL, _ , - n,\L, - 2 + 'C /\ 1-1 + 11,, 

siendo 

y L = tenencia~ reales de activos líquidos al final del período p t 
tenemos que estimar cuatro parámetros a. ). k L . , d. or anto, 
restricciones es ' ' ' Y lJ . ª version e ( 11.42) sin 

(11.42a) C.= f3, Y, + f3,L, _, + flaL,-2 + f3,C,_, + u,. 

En ( l l .42a) hay cuatro coef;cientes sin , 
1 

. 
1 

restricciones, y la relación entre estos 
u tunos Y os parámetros de ( 11.42) es 

f1, = (k 0:17)(1 - ,\), 

1?2 = a, 

fla -ex,\, 

{3. ,\. 

A partir de ello, pod.:mc•s ver que 

y - ¡1.¡ 
/J ., 

" 
,,r ,., tT. . 

,\ f3 , o r ,\ 
{33 
"/½ . 

Po r tan to.' _a. y A es tán supe ridcntifi cados , e ro no .. 
Esto s,gn,hcn q ue e t . . d ,

1 
. , P existe solu c1on para k y l]. 

pli ca ción es que a. syu; , os du t11nos para me tros es tán subi<lcntific~dos. La im-
• ,>ue en es11marse por e l métod d 1 , . 

d rados no lin ea les , pero a artir d 1 . ' 
0 

e os m1111mos cua
ciones de k y TJ si no que ~ : .ª mucSt la no se pueden obtener estima
(k _ a.r¡) . • • como maximo, podemos obt e ner una est im ación de 

UFMPLO . Zellner Huan Ch . ,:e ( 11 4') r d ' d g y au han obtenido estimaciones de los parámetros 
" . - p oce ent_es e da tos trimestrale5 de los Estados 
' no es autorregres1va . El resultado de la . : Unidos. suponiendo que estimación n11n11nocuadrátil:a no lineal es 

C, = 0.475 Y, + 0.226L, _, 
(0.085) (0.045) 

0 .085L,_, + 0.378C,_ 1 + e,. 
(0.106) 

I' 
I' 
1 , 

! : 
1 

'' ¡1 

j 
: ; 
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Por tanto. 0.226, 

A 0.378, 

k - 0.22611 = o. 763. 

Se estimó tambi én esta ecuación r o r el mét odo de los mínimos c11adrad0s no lin ea · 
les añadiendo un término constante: 

e, -12.470 + 0.538 Y,+ 0.376L, _ , - 0.091L,_ 2 + 0.242C. - , + e,. 
(0.080) (0.050) (0.105) 

El resultado de la estimación minimocuadrática sin restricción de la ecuación an

terior es 

e, - 1.082 + 0.517Y, + 0 .560L, _ , - 0.296L, _2 + 0.273C, _, + e,. 
(3.606) (0.085) (0. 172) (0.1 8 1) (0.110) 

Obsérvese que las estimaciones sm re~tr icciones ,on numéricamente dist intas de las 
estimaciones con restricc iones, rero en al gu nos coeficiente, esta diferencia no es 

extraordinar ia. 

Efectos de I:is rcstrkcionc~ sohrc H' y la variancia del error del pronóstico 

En el caso en que los parámetros con res tri cciones están exacta m ent e ide n
tifi cados e n té rmin os de los coeficientes sin restri cciones , las ..: s timaci o nes de 
los primeros condu cen a la mism a ecuac ión d e regresión muestra! que las est i
maciones de los segundos. Esto s ignifi ca que el valor de R2 

y el pronós ti co del 
valor de la va ri abl e d epe ndi en te son los mi smos e n los d os conjuntos de es
timaciones. Sin emba rgo, si la esti mac ió n con res tri cciones se ckctúa en con
di ciones de superide ntificac ió n , la recta de regre sió n de la muestra basa da en 
las estimaciones con rest riccion es se rá di>t int a de la que está basa da en las 
estimacio nes si n restricci o nses. Las est im aciones minimocuadráticas sin res· 
tricciones minimi zan la suma de los cuadrados de los resi duos y, por tanto, 
prod ucen el valo r máximo pos ible de R 2

• Esto implica necesariamen te que el 
; valor d e R' correspondiente a la ecuación de regresión muestra! con restriccio

nes se rá meno r o igua l que e l valor de R' correspond iente a la ecuación sin 
rest ricciones. Este hecho se ha utilizado a veces como argumento a fav o r Je 
la idea de que los pronósticos del valor de la variable depe ndiente ba sa d o en 
las estimac iones sin restriccio nes son mejores que los basados en las es1im:1· 
cioncs con restriccio nes . Si interpretarnos el térmi no «mejores» en el ~cntid ,, 
de que «la variancia del e rror del pronóstico es menor (o igu :i l )» . el ;, q ·u · 
mento es cng:iñoso . Vamos a demostrarlo en el ca so en que c,i s tc':1 rc, tr i,, 1· ' 

nes lincaks y supcri dcntificación . pero la demostración se puede am¡, l i:i r .: , " r: 
fin de abarcar tamhi<:n a las restri cciones no line ales . (F.n tal e;, , ,,. J., ,!·: ···· ' 
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1r;i c ió n se ve cornplic.1da po r e l hecho de que los estimadores con restricci ones 
,u11 func 10~1cs no li nea les ele las perturbacio nes. pe ro, sin embargo . es perfecta
inc11tc pos1.bl c_ ~fectuar la demostrac ión e n términos de las variancias y cova
r1.J11c1a s as ,n to t, cas.) 

. _Cons id c rem_os. por ejemplo, la ecuac ión de reg res ió n ( J J .37 ), que se ha 
utilizado para ilustrar e l caso d e la su peridcntificaciór, con restricciones linea
les. La ecuación se presentó e n la forma 

Y, = ª1 + «2X,2 + (1 - « 2)X, 3 + ,,, 

y la versión sin res tricc iones se prese ntó en ( J J .3 7a) en la forma 

Supo_ngamos a hora que queremos pronosticar el valor de Y correspondiente a de
te:i:1111 a dos va lo res de las dos v,1riablcs explicativas, por ejemplo X01 y X03 . Si 
utilizamos la ecuación d e reg~esión s in n::stricciones, efectuaríamos un pronóst ico 
d el valor de Y. por ejemplo Y o. definido en la forma 

en la qu e: las 0 n:prcscnt;rn la s estimaciones min imocuadráticas sin restriccio
nes de las (3. r>kdiante 1~ fórnn: J¡¡ ( 10.49), podemos obtener la variancia del 
error del pronóstico de Yo segú n la expresió n 

<> ª2 
( l l .43) E( I o - Yo)" = 00 + u + (Xo2 - X 2)2Var(S2) + (X03 - X 3)2Var(fi3 ) 

+ 2(Xo2 - X2)(Xoa - Xa)Cov(S2,Sa) 

0
2[¡ + ! + (Xo2 - X2)2m a3 + (X03 - X3 )

0m 2 0 

n ,n22m a3 - m~a 

2(Xo2 - X 2)(X03 - .fi)m23] 
in22maa - n1~3 . 

r or otra parte, si efect,.iamos el pronóst1'co med1·ante J a ecuación de regresión 
' '· n restricciones, utilizaremos Yo definido como 

,_ __ ...,.,;s-.&osr...,.,_,~.,..,.,.,., ,~'fi"'·",.""'"'"'f4!"'*'"""""'"""'...,,,se"'e..-_.."'"""· "'tll'..,,.,r..._.w-_....~,...,~. 
.·.+ p .,fU'*".AMI -- ~lflf' MP.J$ 

e «4 uoa&(), ;;o;;: s ;...;;;:w.;w s . . e< . 
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en la que las&. representan las estimaciones minimoeuadráticas con restricciones 
de las a. . En este caso. la variancia d el error d e l pronóstico es 

(11.44) E( Y0 - Y0 ) 2 

1 (Xo, - X2 )
2 + ( Xoa X,)2 

+ ñ + 111 22 + 11133 - 211123 

2(X0 2 X2 )( Xo3 - X3)] 
11122 + 11133 - 2m2, 

Com paremos a hora (11 .43) con (11 44). La diferencia e ntre estas dos varian

cias es 

( l 1.45) 

E( 5\ - Y0 ) 2 
- E( Yo - Ya)2 

02 [( X 02 - X2)2111a3 + ( Xoa - X,)211122 - 2( Xo2 
/H22/J l ~3 - 111 ~3 

(Xo2 

X2)(11133 

(11122/1133 

ln22 + 11133 - 21112 3 

111 23) + ( Xo3 - X,)(111 22 

/11 ~3)(11122 -f- 111 33 - 2111 ,3) 

11121 )]
2
} · 

Esta expres1on es c laramen te pos1t1va o cero, lo que indica que la yariancia 
del error del pronós ti co correspondiente a l prcd icto r s in restricciones Yo es ma

yor, o en el mejor de los c.:isos igua l, que la del error del pronóstico correspon· 
.' di ente al prcdi c tor con rest riccio nes Yo. Esto significa que la ecuación de re

gres ión con res tri cc ioncs pe rmite efectuar mejo res pronós ticos que la ecuación 
sin res tri cc iones. 

Función de las restricciones previas en la estimación 

Podemos finalizar es ta sección e fectuando algunos comen tarios ,o bre l. , i::, 
p o rtancia de las res tricci o nes p revias cn la c stimación. !.;i s rcstric, i, •nc, ,, ,. , ,. 
los codicicntcs de l:i rcgres ió n rcprcscntan inform;1ciún ;1ccr,,1 d,· i., ,· , " ·' · 

... regres ión de la población y. si es ta in ío rm ::iciún es co rn:c ta. ¡,,,,km.' ·'· .. . 

--..Q,(7...__ ..... 
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•. , ,·lic· i,·nc ia de los csti111;idorcs in co rpo r;índ o l;i ;il prcccdi111icnto d e es t ima
, i-'·11 ·. 1-:1 ta:11ai10 d,: este: au111c11to ck eficiencia dq1cmlc d e l tipo ele i 11 i'onnac ión 
1,_·s dec ir, de lo e,pc:cílica que ,c;1) y ck l,1s 1·aria11c ia s de los es tim adores s in 
··,·s1 ri cc io11cs. s upo 11i e 11do que dich:1 s var iuncias exi sten y qui; los es t imadores 
si n rest ricciones posee n la propiedad de la con s istencia de l error al cuadrado. 
P<J r ejemplo. s upo ngamos que la restricció n toma la forma de la afirmación d e 
que un coeficiente de reg resió n determinado. por eje m plo (3. es p osi 1i vo. En este 
caso. si la variancia del esti mad o r si n rcstriccioncs d e p, es peq uciia. sólo obten 
dremos muestras con una es t imación di: 0 nega ti va en m uy r;,iras oc;,isiones. Por 
tanto. a lod os los efectos prácticos . la rest r icc ió n puede no ser en abso lut o " res
tri ct i1·;1». Ln t:il c:1so. c· I \'alur de l;1 i111',ir 111 ;1ciú n pre v ia pue de resul ta r in signi

íi c:llllc'. Es to pl.111tca 0 1ro de los :1 s pcct os acerca de la inforniac ió11 rr,'via. con
s is tent e c 11 el hecho de que s u valo r d isminuye a l aum e nl ar e l tamaiio de la 
mues tra. Es to se debe a que. en ge ne ral. la s vari:rncia, de los L'S ti111 adores s in 
res tric c io nes di sminu ye n cu;rndo el ta111ai10 ele la mu es tra ,1u111cn1a. y res ult a 
c ie rt o i11depc ndie1l!e111cnte de lo es pccifica qu e sea la res1ricciú n . Por ·ejemplo, 
inclu so unü restri cc ión tan específica como la qu e limita f3 a un ntí111e ro co ncre
to no ti ene mu cho v;i lo r s i. e n rca lid <1d. las cstim;ic ioncs de f3 cs t,ín muv con
ce ntr,1d as en l;i proxi111 id ad i11 111L'diata d,·I \·crúadc ro valor d e l par,irnct~o. En 
el límite (es d ec ir, cuando 11 - "" ). ILJ i11furn1:iciú11 JH,:1·ia no 1ic·11c· nin pín va
lo r. Sin v1nh;1 rgo . s i la, c·S1i111:ici, ,nc·s 1i,·11dc n ,, c' ~t., r 111 11,· crn1,·,·ntr;id:is en tor-
1:l• :1 un \ t1f....1r di '-f inl l) <.L.: ! l"'- /' L'l·il i...: :1do J' l• r l., n.: :- l ri l·l·il'> n . · u h iL' ll !;1 infu n11 ¡1c icJ 11 
J'r,·, i,'. ,·, f,.J , ;i_, , • hi ,· n_ L· I_ 111 ,, ,.L ·I" ,· , i;i ni; .J c-·, pcc ilic1du \' I;. ,dinnaciún ele que 
el r ~11nl ;1dl1r ~1n rl·'-f nc ... 1P 11t·, c .. c:llP· i"!1,.· 1111.: llP t' ~l ;Í juqifi cad<1. ()\.'~l! r <ic i 0 U;1-

~h:11 k·. l :1, 1nu l· '.1 .1, d ... : l!t ll' ~1.' di -. ¡il 1 n i.: L'll l'cu111..n11ía . so n t ípic;1rncnt~ peque· 
na , ,. l.1 r _. n,,·1 ;r ,1 ,>1 1 d e ,, h , n1:ici o nc·~ ndic io11:1 les se ve se ve ramente limitada 
de in.• , !., q1, ,· l: 1 i11f, ,r111:rci c>11 p rl'I ia re sult a mu_v va li osa . Por e s te m otivo . debe~ 
" ·' 1,·,·, •1J1.-11d ;i r,c: c·nc, rc c id arnL·n tc su utilización (o lvidada frecuentc

111
e nte e n 

lo , 1r:,h.1Jo, c·cu110 111 ~1 ricos npl icados) . 

11.3 i\fodclns no lincalc.~ 

Los m odel os que hemos considerado h as la aq uí se h a n carac te ri zado. con 
c,c::isas excepciones, por te ne r ec uaciones de regres ió n lin ea l. Sin c111b;irgo, e sto 
nu es tan res trictivo co 1110 puede parece r a pr im c ra \' is t<1 . po r varias ,'.azo nes . 
1.n pr_i111 e r lugar . tocios los res u lt ados co rrespondientes a los mo d e los d e reg re-
11, •n l1 11e_a les ~-ue he 111os ob te nido e n los capítulos ::interiores se pu ede n aplicar 
·,:, .mod1íi cac1o n alguna a Jos n1odel os <le regres ión no lin ea les respec to a las 
•r i.d,ks pe ro lin ea les respecto a , los parámetros que v;i m os a estimar. En se
, . .. lu lu~¡¡ r, los m ode los de regres ión no lineales respecto a las varia bles y 

' P•1_r;1111e tros a es t ima r pueden ana li zarse uti lizan do muc hos de los pr in
' r> .i ,icos Y de los resultados obtenidos en relación · con los modelos pura

l,ncalcs. As í pues, los modelos d e regres ión no linea les se pueden cla-

'1 

1, 

'l 
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s ifica r en dos grupns seg ún que sea n o no linc:il cs respecto a los parám c: tros 
a estimar. Denomin.i remos «modelos intrín secamente lineales» a l prime ro de 
es tos dos tipos. y «mode los intrín seca mente no lineales" a los del segundo tipo. 
estud iando cada grnpo po r sepa rado. Atkm{i s , estudiaremos tamb i<: n e l pro
blema de contrastar la ex iste nc ia de lin ea lidad en los casos en que la forma 
funci ona l de la ee u,1 c ión de regresión resulta dudosa . 

Modelos intrínsecamente lineales 

Los modelos no lineales pe ro intrín seca ment e lin e:il cs son. como hemos in
dicado , los que n;su lt an 110 linealC's res pec to a las vari a bl es , pero li11eales res
pecto a los paráme tros est im ar . La caracte rísti ca bá sica co1m'111 a es tos mo
delos consiste en que pueden conve rtirse en modelos lin ea les ordinarios me
diante una transformación adecuada de las var iables . Frecuentemente, es ta 
tran síormaci ón con s is te simp lemente en redefin ir una o m ás de las variables. 
Ya hemos utili zado a lgu no de estos modelos s in ni siqui e ra detenernos a consi
derar el hecho de que a lgun as de las variables aparecían en la ecuación ele re
gresión en forma no lin eal. En este apartado vamos a conside rar los modelos 
intrín secamente lin eales el e forma sistemát ica y prestando cierta atención a los 
detalles . -Como primer caso, tomaremos un modelo en e l que los regresares vie
nen rep resentados por un a serie potencial de X ,: 

(11.46) 

en la que X, es no estocá stica y está limitada, y E; cumple todo_s los supues
tos del modelo clás ico de regres ió n normal lin eal. Po r e jemplo, la especificación 
puede requerir en primer lugar un aumento y a continuación una disminución 
en E(Y,) a consecuencia de los aumentos en X, , como es el caso en la re
lación entre la renta y la edad de un individuo. En este caso, la serie potencial 
vendría expresada por una parábola 

_- representada en la figura 11-5. Pero, cualquiera que sea el grado del polino
mio en ( 11 .46), la ecuación puede escribirse nuevamente en la forma 

(11.46a) 

en la que Z,2 = X ,, Z ;J = Xr, , . . , Z ,K = x/-1. En este caso. si el número de 
observaciones es mayor que K , los estimadores minimocuat.l rá ti cos o rdi nar,,,, 
de los coeficientes de regresión de ( 11 .46a) posee rán la~ pro picd :n:c, J ,·,o 
bles . Sin embargo, las Z estarán a menudo muy corrcla.cionat.las. t.lc: ,rn,._1,, ,¡u 
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.. ,, '"riancias de los coefici entes de r.:gresión estimados pueden ser muy gran
,:,·, ." Una característica muy importa nte de la función potencial ( 11.46) o de 

y 

/ 
X 

Figura 11-5 

su equiva lente ( 11 .46a) es que pode mos contras tar fá c ilmente la hipótesis de 
que el g rado de l polinomio es menor que (K - 1 ). Por ejemp lo. podemos estar 
interesados en contrasi ~r la hipó tes is ele que la ecu ación ele regres ió n es lineal, 
respecto a la hipó tes is a lterna ti va d e qu e la ecuación de regres ión está repre
sentad a por un polinomio de grado (K - 1 ). La formulación sería 

ffo: /3:i = /3 , 0= · · · = /3K = O, 

1/ , : 1/,, ll l ' e~ c iert a. 

r:1 cc• rr,·, ¡,,>11-lic·11Jé 11n •n·di111i ,· 111 " ck c<' ntra>ta c iC,n se h a pre , cntado en la 
,ccc i,, n IU .2. , · el c· , 1:, dí~ti co de: pruc:ha c: s el de la fú rmul a ( 10 .45). 
La di sc usión :,nt c rior es impor1 :1 11t c no só lo para los m ode los de regres1on 
,·n que: la nr i:,hlc (o variables) cxpl ic:ativa entra e n forma de una función po
tc1Ki :, I. , i1 1c> para todos los model os de regresión no linea les en general. La 
razón de: cllo es que toda fun ción continua /(x) que posca p derivadas con
tinu as se puede escribir en la forma 

(11.47) f(x) = f(a) + (x - a)f"(a) + (x ;/)
2 

f"(a) + (x ;/)ª rea) 
(x - a)" + · · · + . f ' •>(a) + R p! ..... 1, 

t 2. Si los valores rnuescrales consecutivos de X 1 son cquidistances. podemos simplifi, 
' " los cálcu los de las estimaciones minimocuadráticas uc ilizando la llamada «transforma
'_ " roi,nómica ortogonal»; ver. por ejemplo. R. L. Andcrson y T . A. Bancroft, Statistical 

,. ., ,,. '" Rcscarch . Nueva York, McGraw-Hill. 1952, pp. 207-14. Naturalmente, esto no 
~ • 1~ :¡ las variancias de las estimaciones 1ninimocuadráticas de las ~-

. 
•, 
' 

; 

j · 
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en la que a es cualquier valor fij o en e l dominio de X y. adcm::ís , 

f(a) = f(x) 1 x• : 

f '(a) = d~(~x)lx •a ' 

f"(a) = c12J(x) 1 
dx 

,: "'a 

residuo. 

La ser ie p resentada en (11.47) se denominn expa11s1011 en serie de Taylor, de 
i( x) respecto a! valor x = a. Si p es sufic ientemente graiidc, el residuo R,,. , 
será pequeiio y, por tanto. prescindiendo de dicho residuo obtend remos una 
apro ximación de /(x) que puede ser tan exacta como queramos tom ando un 
valor adecuado de p. 

EJEMPLO l. Sea /(x) = /, 0 + b 1x + /, 2x2 + h ,x3• y p = 3. Supongamos que efec
tuamos la expansión de /(x) alrededor de x = O. En este caso . tenemos 

o sea, que 

/(O) = bo, 

/'(O) = (b, + 2h,x + 3b3 x 2 )x. 0 = b,, 

/'(O) = (2b2 + 6b, x)x . o = 2b2, 

/"(O) = 6b3 , 

(x - 0) 2 (x - 0)3 

f(x) = b0 + (x - O)b1 + --
2

- 2b, + --6-6b, 

= bo + b,x + b,x• + b3 x 3
, 

que es exactamente correcta. 
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1 ¡ r \ l l'LO 2. Sea f(x) = e"'. p = 3, y a = O. E n es te caso, tenemos 

o sea, que 

/(O)= 1, 

.f'(O) 

/"(O) 

/"(O) 

(he'·' ), • o = h , 

(h 2e'"·')x . o = 1,2 . 

(h"l'"")_, . o h'. 

[' 2] f(x) ~ 1 + hx + "'f x 2 + ["") b x 3 . 
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Si. por ejemplo. b = 1, los valores aproximadus de /(x) corrl'sp11ndientes a varios 
va I ores de x son 

X 

o 
0,5 
1 
2 

:i 

/(x) e .,acla 

1,0000 
1,6487 
2.718:l 
7 .. ,~<J 1 

2<1 .(JS1,() 

/(x) apro,imada 

1,0000 
1 ,r,4,s 
2.6(,(, 7 
6 .. , q¡ 

1 ~ ,{ i{ 1( ~ 1 

( ,ir111, p11nk \ t' í' L' , b a r,r1 • ,1111.1 1,,.H111 ' t:: li .1(L· c. :1da \t'7 111 ,'1, 1n1,: \ :1c t.i a 

ílP ·, .tl c ¡,, ri h• , di.: l \.Jll ·r c:n ~,, r n11 ,d l t1. d ,e ll :t t.: f cc tuJdl, la cxp.111,1ún . 
medida que 

1.:, ,·,¡ 1 .. mi(,11 ,· 11 ,t·• ic ,le 1 ;" lo r pt1<:dc :,n;pli:.11·sc con el fin de aplicarla a 
un:, í unLi, ·, " cv11 m.i, de· un:, ,·«ri;ibk . Cuncrctamcnre, la expansión correspon
Ji,:ilL' a,/, ,_, , :iri; ,hk, vic11c: J;iJa por 

( l l .4i'<J /(x.z) = f(a.b) + j ~(a,b)(x - a)+ f,_(a,b)(z - b) 

en la que 

+ ~ UxAa,b)(x - a) 2 + 2fx,(a,b)(x - a)(z - b) 

+ f,,(a,b)(z - b)2] + · · ·, 

.. 
fx(a,b) = of~:z)lx-.' 

Z=b 

~x a, óx2 ' f, ( b) = a2f(x,z)I 

x=a 
z•b 

f,(a,b) = óf(x,z) 
óz x, ª• óxóz ' f ( b) = a2J(x,z)I 

x•a 
z•b 

¡' 
¡: 

\ 

\ 
; 
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f,,(a,b) iJ2f(x, ::) 1 , 
oz2 

x == a 
Z ""' b 

etcétera . La fórmula ( 1 1.48) se ha utili zado para la obtención de aproximac!o· 
nes lineales de los productos y cocientes de dos variables, efec tuando expans10-
nes en serie respecto a las media s mu es tral es de la s dos variables y tomando 
sólo los tres primeros té rminos de la expansión. 13 De forma específica, 

(11.49) x,z, ::::: xz + Z(X, - X) + X(Z, - Z) ::::: Zx, + XZ, - XZ, 

( 11.50) X X 1 - [ X] -~ - = + = (X, - X) + - - 2 (Z, - Z) z, - z z z 

Consideremos ahora una ecuac1on de regres10n en la que e l cambio en 
E(Y,) correspondiente a un cambio unita rio en X ,; depende del valo~ de 
X,k- Formalmente, supongamos que e l valor medio de la variable dependiente 
es una función de las dos variabl es explicativas no estocásticas X,, Y XiJ 

tal que 

y 

E( Y,) = f( X 02 , X,3) 

oE( Y,) _ (X ) 
ó X,

2 
- g 03 

en las que g(X,3) y h (X,2) son funcio nes cuya forma maten: á tica se especifica 
previamente . Existen muchas situ ac iones en las que es te tipo de modelo re· 

: su lia adecuado . Por ejemplo, en las estimaciones de las curvas de Engel ª 
partir de los da tos de corte transve rsal, los gastos familiares en un producto 
determinado se consideran muy a menudo dependientes de la renta fam iliar 
y del tam año d e la familia. Puede ser razonable suponer que las ~amilias d.: 
di stinto tamaño respo nden <l e fo rma di stinta a un determinado cambio <l..: _ r..:nta 
y que las famili as en dis tintos grupos de renta responden de fo rma disonla J 

un cambio en el tam:iiio familiar. La formula ción más simple de este upo Je 
modelos se obtiene introduciendo en la ecuación lineal de regresión un tc 'r· 

.. . 13. Ver K\ein. op. cit .. pp. 120-2\. 

FORM 1 'LACION Y ESTIMACION DE MODELOS ESPECIALES 646 

_. ,,inu de interacción , definido como un múltiplo del producto de las dos va
ria bles explicativas : 

( 11.51 ) · 

En este modelo 

y 

óE( Y,) --- = /32 + fl,Xrn ax., 

óE( Y,) --- = {3 3 + {3,X, 2. cX, 3 

Las dos fun c io nes g(X ,, ) y h(X ,2) so n funci ones lin eal es de las vari~blc s res
pect iva s y ti e nen la m isma pendi ente P, ,. La ec uaci ón ( 11 .51 ) es inlrín seca
mente lin ea l, ya que podemos escribir X, ,X ,J = X ,,. 

La e xi stenc ia ele té rminos de int e racció n ..: 11 la s ccu:ic iu nc, d e ,q:re, iún tie 
ne una impli cación im porta nte parn la con11:r , t:,c i(,n de: J;r '1i¡ '<'., 1cs is el e que 
una va ri ab le expli cn ti va dcl c rr nin ada no rc·,u lt a rc·k1"; 1111 c en e l rn udclo de re
¡!rt· , ió n el e que se trata. es dcT ir. d e qu e 11,., c jnu: influ enc ia ,d p rna sob re E( Y,). 
Cu a ndo en una ecua ció n :,p;, r,Tc n lc: n1 ,in<>s ck i111 c ra cc ió 11. cada variable ex
p lica ti vu pued e c, ::ir rc ¡,rc"'·c·r11 ;r d.r 11 0 pu r u n rcg n:sor, s ino por varios. La hipó
tesis el e que e, 1a ,·a r i:,bk nu cjc rcc nin gun n influ e ncia sob re l:."( Y,) significa 
quc los co l"f ic ie n1 ,· s d..: tnclus los reg resa res en los que int erviene esta variable 
son ccro . l'o r 1an10 . la cun tras tac ió n aprop iada pa ra esta hipó tes is es la con
tr:1, 1;rc i,in de la F presentada en ( 10.45). Norma lm ente, nos imcrcsa también 
cont rasta r la hipótes is de que la variac ió n en E(Y,) correspondiente a un au
mento de una unidad en X,k es constante . Es to equivale a contrastar la hipó
tesis de que los coefic ien tes de las «va ri ables» de interacción son cero. 

EJEMPLO. La forma de utilizar el modelo de regresión múltiple de la sección 10. l 
se ilus tró estimando la demanda de naranjas como función lineal del precio y del 
>mporte gastado en publicidad . Modifiquemos ahora este ejemplo especificando que 
la ecuación de regresión debe incluir también un término de interacción . Es decir, 
,upongamos que 

Y, = fJ, + /3,X,. + f3,X03 + /3,X,.X,3 + e,, 
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en la que Y, = cantidad ve nd ida de narar,jas. X,2 = precio. y X, _; = gasto en pu h\1c; 
dad . Los detal les correspondi entes a las doce observaciones muestra les de que se d1, 
pone aparecen en el cuadro 10-1. Los resu lta dos de los cálculos básicos son 

m22 2250, 

1112J -54, lll 33 = 4.8573, 

m,. 10,237.5, m 3,i 15. 6854, 11144 66,503.85, 

my2 - 3550, llly 3 125.2500, my, - 13,542.50 , 

l11 y y 6300. 

(El subíndice «4» representa la <tva riable» de interacción X,2 X,3.)En este caso, la ecua
~ión de regresión estimada es 

Y, -93 .100 + 1.508X,2 + 43 .990X1J - 0.44GX,2X,J + e,, R2 = 0.984. 
(0.83 2) (9.803) (0 .11 9) 

Estos resultados pueden utili za rse para la contrastación de varias hipótesis interesa n
tes. En primer lugar, contras taremos la hipó tesis de queX., no ejerce ninguna in(luen· 
cia sobre E(Y.) . Formalmente, 

H a : f32 = f3, = O, 

1-JA : l-J0 no es cierta. 

Según la contrastación presentada en ( 10.45) , la región de aceptación correspondien
te a un nivel de significación del 5 9o , por ejemplo, es 

(SCR 0 - SCRK)/(Q - K) 

SCE0/(11 -Q) 
:5 F o-K. • ·O, o.os · 

En este problema tenemos 11 = 12. Q = 4, y K = 2, de modo que F1,8• o.os= 4,46 . 
como puede verse en la tab la de la di stribució n F. Además, a partir de la muestra 
tenemos 

SCR0 = 1.508 X ( -3550)+43,990 X l 25,25 + ( -0,446) X ( -13542,5) = 6198, 
SCL0 =630U -6198= 102. 

El valor de SC RK se obtiene a través de una regresión de Y, sobre X,3 únicamente . 
es decir, aplicando el método de estimación por mínimos cuadrados a 

Y, = M + 13; x,J + e~. 

Y. por tanto , 
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[ mn J --- l1ly 3 
111 3) 

125,252 

= ---- = 3228 . 
4,86 

(SCR 0 - SC R K)/(Q - K) 

SCI:0 / (11 - QJ 

(6198- 3228)/(4- 2) 

102/( 12 - 4) 
l 16,5, 
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que es consid crahkrnen le rnayor qu e el valor cr itico 4,-16 . Po r ta nto. rechazamos la 
hip,ítcsis de qu e X., no ejl' rce influ enc ia sobre E( Y,). aun4ue la ra1.ón I en e l coefi
cie nt e de X ,2 es menor que 2.0. A continua ción . contras taremos la misma hipótesis 
para X,,. La región de aceptación es exactamente igual a la de la primera contrasta
ción, Y lo mismo oc urre con todos los cálculos rest a ntes salvo los de SCRK. El valor 
de SCR" puede obtenerse por medio de una regresión de Y, sobre X,

2
, o sea estiman

do los coeficientes de 

En este caso, tenemos 

SC R,. 

(SCR 0 - SCRK)/(Q - K) 

SCE0 /(n - Q) 

(6198 - 5602)/(4 - 2) 

102/(12 - 4) 
= 23,4, 

y nuevamente es mayor que el valor crítico 4.46. Po r último, contrastaremos la hi
pótesis de que el coef1c1ente rnco rpo1 ado a la «vana ble» de interacci ón X X 
cero ; es decir, ,2 iJ es 

Ha: /3. = O, 

HA : /3. ,f. O. .. 
En las tablas, el valor de / para una contrastación con d os extremos a un nivel de 
,i¡:nificac ió n del 5 % Y ocho grados de libt:rtad es 2,306 . Por tanto, la región de 
,ccptación del 5 % es 

-2.306 s P. s 2.306. 
Sp• 

i . 
¡ 
¡ 
l 

! 
i 
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Como en nuestro caso tenemos 

b._ - 0.44G 748 
St , = ~ = - 3. ' 

tenemos que rechaz;,r la hipótesis nula. 

Otro modelo intrínsecamente li nea l es e l correspondiente a las ecuaciones 
de regresión que son li neales en términos de los logaritmos de las variables. 
Este tipo de modelos se conoce con e l nombre de modelos multiplicativos y 

pu eden describirse como 

(11.52) 

Una característica importante de estos modelos es e l hecho de que la elas
ticidad de E(Y,) respecto dc cada una de las variables expli cativas es cons tante, 

o sea que 

(k 2, 3, ... , K). 

Un ejemplo de este tipo de modelo es la fun ción de producción de Cobb
Douglas. Tornando logaritmos (en base 10) en los dos lados de la ecuación 

( 11.52), obtenernos 

(11.52a) 
log Y, = log a + /3

2 
log X, 2 + /3 3 log X,3 + · · · + f3K \og X11, + <1, 

que puede escribí rse en la forma 

(11.52b) 

en la que los símbolos co n asterisco rep resen tan los logaritmos ele los símbolos 
correspondientes sin asterisco. La ecuación ( 11.52b) es claramente una ecua
ción linea l ord i'l aria de regres ión múlti ple . y puede estim arse a través del pro
cedimiento h abitual. Sin embargo, es interesan te señalar dos puntos respecto a 
ella . En primer lugar, la ecuación ( 11.52b) es lineal en a.* y las {), pero no 
con respecto a a.. Por tanto, si se cumplen los supuestos del modelo clásico ck 
regresión normal lineal , los estimadores minirnocuadráticos ordinarios de a.•· 
()2, ~J •••• , ()1, posee rán las propiedades deseables . Como 

a• = log a, 

el estimador de a. vendrá dado por 

antilog ñ*. 
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J
,\_tdlll,qU~, a. :eci?e toc.Jas Jas propicdac.Je s as intóticas c.J eseables e.Je a• 

J es uc: esta ultima correspon<licntes a la . _ , las propie-

1
. . . . . 

1 
s muestras pequenas y en 1· 1 

~ in sesgac ez, no se tran s mite n a a. " d 1 . • par 1cu ar 

J
. . · en segun o uoa r 51 upo 1 

1s tr1buye normalme 11 te con media ce ro v , . . ~ · · º 
1 

emos que E; se - vanancia O' , podemos escrib ir 

(J 1.52c) 

Y suponer que e l logaritmo (en ba se lO) de . . .· 
media cero v var ianvia a2 L" d" s .b . , d TJ , se diSII ibu ye normalmente con 
. , · . · " 1 In uc1on C TJ rec"b" ' ·I b . . 

c1011 11on11al logarítmica S in emb· . 1 ' . ; ira e nom re de d1stnbu-
cn la forma . .irgo, s1 a cc11ac1on de regres ió n ~e especifica 

no ex is te nin g f , una tran s o rm aci ó n d " l·is var·1. b l _ . · , - • ,1 es que n 'rlll t b 
ec uac1o n de: r c:g rcsió n ¡ i nc:i I en I ·,•· n 1 , . , " 1 a o tener una ] ·r ' ·' ¡,. Ce; 111 0Jo LjllC: la ' C ' · 
C as1 1carse COlllO inlrÍllSCCa lllClltC 110 lineal. e U;:JCtOn tiene que 

Exi s ten otros muchos mocl e los no lin 'a les . 
les mediante una transformación adecua~a Cquc puede~ convert irse en linca-
general, se han seleccionado al . on e l fin u.:: ilu stra r el enfoque 
U 1 . gunos casos que prcscntam - . . 

na re ación no lineal que puedp 1• f . • os a cont111uac1ón. 
a la hipérbola, - ap icarse con r.::cucnc1a es la corrcsp0ndiente 

(11.53) 
1 

Y, = a + f]- + ,, 
X, 

(/3 < 0), 

que describe una situació n en la que 1 1 superior J e_ va or medio ele Y, ticnd·0 a un ¡,· m 1·te 
a aumentar X,. tal como 1 ~ se , ustra en la figura 11 -6 p . 1 . or e¡emp o, 

y 

Q - -- - - - -

X 

.. 
Figura 11-6 

<~ te mod I d · ·!e la e o Opue, e aplicarse al estudiar el consumo d renta. bservese que e alimentos como función 

\ 

l. 

i 
1 
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lo q ue ind ica q ue e l cambio en E(Y ,) corres po nd iente a una variacio11 de X, es 
inversamente p roporcional a l cuadrado d e X ,. La ecuación ( 11.53) se puede 

con vertir en un a funci ó n lineal hac iend o s implemente 

De esta forma, obtenemos 

(11.53a) 

Una relación s imil a r a la ( 11 .53) es la representada po r la fun ción semi

/ogarítmica. 

(11.54) 

Si la ba se de log X; es e 

Y, = a + f3 log X, + e, 

2.71 828 . . tenemos" 

dE( Y,) 
--;¡y:-

f3 
V ' 
A¡ 

(/3 > O). 

lo que indica qu e la var iacion en F(Y,) a co nsc.cuencia de 1111a vari acion en X; 
es inversamente pro po rciona l al va! or de X, . La principal diferenc ia entre las 

expresiones ( 11.53) y ( 11.54) es que , en la segunda , e l valo r ele E( Y ;) puede 
aumenta r sin límite . La ecuación ( 11 .54) puede convertirse en una relación 

lineal haciendo 

Una va ri ación de ( 11.54) está representada por la función en la que el operador 
logar ítmico aparece en la variable dependiente en lugar de en la explicativa. 

es decir 

(11.55) 
log Y, r, + f3X, + E¡. 

Si la base de log Y, es e, esta relación puede escribirse de nuevo en la fo rr.1
3 

(11 .55a) 

14. O bsé rvese que lo s logarit mo s en b ase 10 (logaritm os dcc irn ak :,, ) P\I C\k:i \ ' ... ~ · · 

tirsc e n lo~ari tmos en b ~sc e ( \o~aritm os naturales ) mu ltipli_c and u ll>" r:1 

\ :--

2.30258509)0 . PJ.ra co n v~rt ir los \o¡z.;tr itm o s n atu r;1lcs e n to~antm o ~ d e\ 
1
~n .i ,•: \ P 

multip\ic~rlos po r 0.4342CJ.;48 19. 
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_r:cibc e l '.1 om b re d é: /u 11ciú11 expo11e11cial. Un a carac te rístic , importante de 
. 1 l . 1 x 1 l consis te en qu e e l coc ien te cntre d os va lo res co nsecutivos <le E(Y;) 
, .11..-cspondi e ntcs a v.J lores de X , que ti enen igual separación entre ellos es una 
,,,nstant e . Por ejemplo , si 

X ,+ 1 - x, -- 1, 

E( Y, ., ) eª +nxi • 1E (e1:,• 1) 
t,· nurc 1nos eª . 

E( Y,) ,/(-+ ,1x ,E(c,. 1) 

La tran sfo rmació n 

log Y¡ = Y.* 

nos permite ex presa r ( 11.55) en fo rma de función lineal 

( 11.5 5b) Y * 
• = a+ f3 X, + e, . 

En todos los mode lo. de reg res ió n q uc aca ba mos de est ud iar, y en mu chos 
o tros, d p roblema de la es timac ió n <l e los paráme tros d e la regres ió n se s im
pli fica s '. pod em os red ucirl os :, un a fo rma line:d . El único :1 , pec to de la tra 11s
fo rnwc1o n qu<: mc rcc<: u na c uid :rdu,a atcr1ci ,í 11 ,·s el n· lat ivc, :1 ];1 r •: rt11 rl':ic i,í n 
~ ~l< 1L' ; i : 11c 1. Ln !,)~ c.:~1':-<''.', qu...: h;..'llH'~ r' r,: t... L' Tl l~1do. c ... 1.1 p ,; rr t,rb{iLiú n L'!'- tucí sti ca 
~:.: !);i l nln •l il '. ;,.'. i d ,. " iV P if ' r c.: t' ll 1.1 r ,·j¡1¡ ·i.'•ri cJ ~· Í\iflli: ! ljl!l' f"' ~id 1.:'-l lll( 1'-, c f..._·c tu¡¡r fa 

t !'" ., :,·. f\ :1 ~1.·~ i\'n !11;·. , : -i 11 ni 1, , .. ,· :, di! 1. : 11· ., , .1. ~ j •1. l l1 . '- Í ll t '!ll \· lt ft.. 1. l :1 ,: ~ f'l' l · i fi L J· 

u, :1 , ~. 1 1:,1 .! .. l , , 1 1• 1. i ·i\ \... r f · . : .• •1:1. 1 \ "ll 1 p :,· ~ .. · 111 1r ,~li 1.•L· i·I 1l· n11i1 11. 1 d ... · 11er-
tud•, 1t i. ,:1! n , · 1i.. · 1 1· : . i l ;1:l· · · : 1 • : , n . . : . : ,, . , .. ,!.1 r \.• r r.i; ,,n \.· .. ,le 1..l•P\ c 11i :: 11 c i ;.1 111 a -

t L· 1n .i !1\. , 1 \ ,!t· 1,. . : 1: · 1¡ ' : ' .,¡i l ~ . ' :::n." l f ') L \.1,.' íl{C t¡~).,: a J L' Í l.'1.. {tl,lr C!'J I\.: ti pO 
d ,: :· .. ' 1 • 1. : ,· · 1 \ ,., .. ' ' 1 1 1 • 1.. ,· . \.· :1 1. , ,t, , . 1:·111 ; 1 :111..:n1c 11 u1..·": tru co 11 oc i1niL nt o prev io 

\, : ·· . .r· . · ,' ;1... : ~ .: <!~ · !~1 _1\.· l.ll: i,·11 1 <¡li t.' qu crcn1us rcp rc ~~nt a r en el n10_ 

' '· I, t · :•. , l. , J',;; ;,i " ·' '· '"' ! c·, tol.r , tic:1 dctc:r m in'-1 la di stri buc ión d• 1 · bl 
d cp,·11di:n 1c p;_¡r,1 ,·:,d ;i cu 11 ju11t o d e v;_¡ lo res Je las var 1· ~bl c·s e. '1· al~' an a e ¡ .· · ¡ " xp 1ca ivas su 
unc iu n e n e nwdc lo de rcgrcs iú n resul ta c ruc ia l Ol · ' · . , ·. d ¡ . . . ' · >v1amcnt e, te nem os que ser 
~~~~~icnt~s ~-n as 1111pli cac 10 11cs de la cspcc ific .i ció n concreta que es tamos plan-

o . 1 o r CJ~m p lo , en e l caso de la funci ón de pruclu cci ó n de Co bb-D 1 
presentad a_ en ( 11.52), !.J fo rm a pa rticul.ir e n que se introdu ce el t . .oug as 
", rturb:ic1on c l· · · · . c rmmo <le '. . n a ccuac1on impli ca que la di s lribu c; ió n de l.i · d , . . · . 
. r~s pond1 ent c .i cada co njunto d e v·ilo res de los f l . p ro ucc1o n co-. ' ac ores es n0 rm a l Jogarírm·c 
) rn consec uenc ia, as im étri ca. Por tanto s i que . . .' . 

1 
a, · .. · · · remos 111 s1st1r en es t.J e pe -

.. ,, ion concre ta, nues tra vi sió n del el · . s ci-mun o tiene que ser de es ie tipo. 

\l ,,dd . . t , os m rmsecrunente no lineales 

, . ~1.1s ahora a los modelos intrínsecamente n /" I . 
·.,· ;,ks respecto a las . bl o mea es, es d ecir, los modelos 

vana es y respecto a los parámetros. Naturalmente, 

za , 

¡ · 
Ji 

i. 
l 
' , . 
l. 
1 

i ' 
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exi ste una gran v,iri cdaJ de este tipo de modelos, pero nos limitaremos a es
tudiar algunos casos interesa ntes . Cons ideremos la relación 

(11.56) 

que es, básicamente, el modelo multipli cat ivo ( 11 .52) salvo por el hecho de que 
la perturbación aparece aquí como un té rmino aditivo y no multiplicativo. Una 
relación de este tipo puede describir, por ejemplo, la función de demanda de 
algún producto, siendo Y, la cantidad demandada, X ,2 el prec io, y X,1 la renta. 

Como óE( Y,) X,2 _ /3 
óX, 2 E( Y,) - 2 

y óE( Y,) X, 3 = f3a, 
óX, 3 E( Y,) 

(3
2 

y (3 1 represe ntarán la s c las ti c idac.k~-prcc io, y renta, n.:s pcc tivam:nte . Como 
ya hemos señalado anteriormente, no ex iste nin guna tran sformae1on que nos 
permita convertir ( 11 .56) en una relaci ón lin eal respt.:cto a los p_arámctro~. Sin 
embargo, si X, 2 y X ,, so n no estocás ticas (o estodsticas , pero mdepcnd1entcs 
de E,) y E; cumple toJos los supu es tos del m odelo clá sico de regresión normal, 
podemos utilizar el mé todo de cs ti m:ic ión de la múxima veros imilitud . La fun

ció n de verosimilitud de una muestra de tamaiio n es 

n n 1 ~ ( y X º'Xº' )2 (11.57) L = - - log 2n -
2
- log a2 

- -2 2 L e - ª c2 13 • 2 a 
1

_ 1 

El paso siguiente con siste en de ri va r L re specto de a., f32, f31 y cr2. e i_gualar 3 
cero estas derivadas . Con ello obtenemos un sistema de cua tro ecuaciones no 
lineales con cuatro incógnit as . La so luci ó n al gt.: brai c;i de c~ tc sis tema es difícil, 
pero no hay nin guna dificultad para obte ne r una solu ción medi ante una calcu· 
!adora electrónica ya que exi sten programas para la es timación no lineal. Este,; 
programas se basa n fund amen talmente en un enfoque sistemático_ de «prucb3 '? 
error» es deci r la calcu l;:itlora obtiene el valo r de L correspondiente a un nu· 
mero de combi~aciones distintas de los valores d e los parámetros, hasta que se 
alcan za el valor m áx imo de L. Los valores de los parámetros correspondientes 
a este valor máximo de L son las estimaciones maximoverosímiles que pn:-
tendíamos obtener, y poseen las propiedades asintóticas deseables. .¡ 

. , ¡· 1 1 llamado mod, o Otro interesante modelo mtnnsecamente no mea es e 

logístico representado por 

(11.58) 
y 

Y,= 1 + e"+8X, + ., (y > O, f3 < O), 

d · · Je 1.1 r, t' 1 .; ... • • 
en la que e= 2.71 8 ~8 . .. En este caso. la linea e rcgrc,nin 
viene dada por una te Cu rva Je cn.:1..:imi~nt0 4 loií~ ti~a. t~il Cl)n1t' ~e r· ;"r: :~· · • Ji 

. --·-··--·---··----------
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·: i., fi gura 11-7 . Ohscn:ese que los valo res de E(Y,) quedan limitados al inter
.. ,1,, co mprendido entre O y y. Naturalmente, los valores de Y, no tienen 
n!flguna restricc ió n . f., este caso, podemos tambi é n obtener las estimaciones 
r 1:1\ imoverosímiles de los pa rámetros de ( 11 .58) por medio Je una calculadora. 
L1 problem.t ele la estimación resulta aparentemente más simple si la especifi
cac ión de la curva logística es 

( 1 1.59) y 

ya que, en este ca so. podemos escribir 

( 11 .59a) log ( f, - 1) = a + f3X, + •,. 

La aparente simplificación se debe a que, en este ca so, el umco parámetro que 
aparece en forma no lineal en la ecuación d-: regresión es y . Sin embargo, debe 

1 --- ·· . .. ·- '1 ·-·---- ·--- - - ·· ·--·-·- ··- - - - - ·-- -
,\' 

I· igura 11 - 7 

,rn.,l.11 · q11,· ,· ! 111 L' tk lo ( 1 1 .5 Y) es extremadamente di s tinto del presentado en 
( 11 .'i l<I. l'u n, 1,·t:.11ll c 11 t,·, e n e l m od el o (11.58) los valores de Y; correspond ien
tes a un valor de X, pu ede n es tar comprendidos entre - oo y + oo, mientras 
qu e e n ( 11.59) los valores de Y, quedan limitados al interva lo entre O y y. 
Esto impli ca que, e n dicho modelo, la variable dependiente Y; no puede tener 
una distribución no rmal. En la sección 11 .1, al considerar el caso de la varia
ble dependiente cualitativa, nos encontramos con el mismo problema. 

Como última ilustració n de los modelos intrínsecamente no lineales, consi
dera remos la llamada función de producción CES (de elasticidad de sustitución 
const:inte), representada por 

111 .60) 

Q, = y[oK,-P + (! - o)L,-PJ-•IPe•• 

(y > O; I > S > O; v > O; p ~ -1), 

! ' 

! i 
i ' ¡ 
¡ 

' 
1 
j ~-

·--------.. ·---~·..fa'"'·"'"'"'""''"'""""'"'"""''q"·':'l,@1?$"'·"''""'-·"'"b'"'"''~.-;t .. , ... ,,., ... ,w:::.,,.,."'· "'""'°'5"""E4ffe,itb,t. ~!l!*!!e=~.,:o. ,1"1,W-.=l!i'.'J'J.!'!11~"'lll'!IIIJ!ll!!!!'lltl .. __ ,. ___ _,.~ ,--...,.,· ..- ...,........,.--.- - u-~~..:;."'l'fYi'U(\1~-~"."r"'jffli(ff J 
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en la que Q, = cantidacJ producida, K, = c:intidad de cap ital , /, ,= cantidad 
de trabajo, y e= 2.71 828. El parámetro y rec ibe e l nombre de «paní me lro 
de efici encia», mientras que 8 se denomina «parámetro de di st ribución », v. 
«parámetro de los rendimi entos de escala», y p, « pará met ro de sus tituci ón ». Este 
tipo de función d e producci ó n ha obtenido gran popularidad, ya que cons ti
tuye un caso general e incluye varias funciones d e producción más especia li
zadas. Este grado ele generalidad lo consigue a través del «parámetro ele sus
titución» p, ya que cuando p = O. la fun ción de producción CES se reduce 
a la función de Cobb-Douglas, mientras que cuando p - 00 se convierte en la 
función de producción de «proporciones constantes» . Tomando logari tmos (en 
base e) en los dos lados de la ecuación (11.60), obtenemos 

( 11.60a) Jog Q, log y - ~ log [oK,-" + (1 - 8)L,-"] + ,,. 
p 

Si K; y L; son no estocast1cas (o estocústicas pero inclcpcn dicntcs de E,), pode
mos establecer la fun ción de verosimilitud en la fo rma habitual , ob teniendo 
las estimaciones maximoverosímiles de a., 8, v y p, con una calculadora. 

Es posible obtener una es tim.ición alternativa, y considerablemente más 
simple, de los parámetros de la función ele producción CES sustituyendo la 
ecuación ( 11.60a) por su aproximación, que es lineal respecto de p. Utilizando 
la fórmula (11.4 7) de la expansión en serie d e T aylor. podemos efectuar la 
expansión de log O, respecto de p = O, y eliminar los términos en los que 
p aparece con exponentes mayores que la unidad, obteniendo 15 

(11.60b) log Q, = log y + vo log K, + v(I - o) log L, 

- ½pvo(I - S)[log K, - log L,] 2 + ,, . 

1;. Todos Jo.., \of_J ritm os ~o n n,1tur.tlc~ S1 utd1z.l sc mo~ h..1t?.:iritrn '.\' ,! e, 1
~· ,.1' • . .. .. ' 

mosque multipl ic:lr d t~rm ino 1::1 el que :1p.11ccc {l o~ /\ : - J .. ,¡ I i ' t· ~ r • 
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Uh"c' n 'cse que e l lado derecho de ( 11 .60b) se puede dividir en dos partes, una 
de la s cua les corresponde a la función de producción de Cobb-Douglas . mien-
11·:, s qu e la otra representa una «corrección » para el ca so en que pes distinta 
de cero. Esta última parte, representada por el térm in o - fpv5 (1 - 8) / 2] 
f l,ig K; - log L,l ' , desapareced c uando p = O. La est imación de los pará
metros de ( 11 :60b) es igual que la estimación en el ca so en que existen res
tncc'.on_es no lineal es en condiciones de iden tificaci ón exacta. La versión «sin 
res tncc1oncs» de ( 11.60b) es 

(1 l .60e) log Q, = /31 + /32 log K, + /33 log L, + /l4[1og K, - log L,]2 + ,, , 

Y representa un modelo de regres ión intrínsecamente lineal. Si la estimación 
de r:, . · ·r¡ · 

,_,, no es s1g111 1cat1vamente distinta de cero, rechazaremos el modelo CES 
en _favor d~I mod elo de C.,bb-Do uglas. Los parámetros de la ecuación (11.60b) 
estan relac1onados con los de ( 11 .60c) en la forma siguiente: 

r, fl' 
,Ri + /?_, 

I' c. - 2;,,t il, + /3:,) 

/iz /33 

~or tant o, podemos utilizar las estimaciones minimocuadrátic d' · el 
,35 r, p·11--1 obt, . . · . as or manas e 

. , , . cne1 es t1111 ac1ones de los parámetros de ( J J .60b) Los 

~t~1;'rio~s)trmados se pue_~en c.a}cular utili zando la fórmula aproxi1~ada ( ~~~~~~~ 
· es una aprox1mac 1011 razonable de ( 1 ¡ 60a) y s 1 1 

; :i ,stos aderuados acere d K L . ·. ' ' e cump en os su
:, ft · . , d . ,ª e ,, . , y E;, las est1mac1ones de los parámetros de 
,, ·,m·~cn11oen fie. produce1on obtemdos por este procedimiento serán casi as1·ntó-
. , ' l e 1c1entes. " 

~. ~ '·:_:/ Z10 Para ilustrar. la estimación de la función de producción CES, utilizare
s correspondientes a la producción y los factores de las 25 empresas 

¡ 

' ,. 

i 
j. 

f 
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1 ¡ i 
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• ¡ 
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¡ ¡ 
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¡ 
i 



556 ELEMENTOS DE ECONOMETRIA 

El · d d la máx 'ma verosimilitud proporciona presentadas en el cuadro 11-4. ·· meto o e 1 . • 

las estimaciones siguientes de los parametros de la {uncwn de producción: 

Cuadro 11-4 

Empresa núm. K, L, Q, 

8 23 106.00 

2 9 14 81.08 

3 4 38 72.80 

4 2 97 57 .34 

5 6 11 66.79 

6 6 43 98.23 

7 3 93 82.68 

8 6 49 99.77 

9 8 36 110.00 

10 8 43 118.93 

11 4 61 95.05 

12 8 31 112.83 

13 3 57 64.54 

14 6 97 137,22 

15 4 93 86. 17 

16 2 72 56.25 

17 3 61 81.10 

18 3 97 65.23 

19 9 89 149.56 

20 3 25 65.43 

21 1 81 36.06 

22 4 11 56.92 

23 2 64 49,59 

24 3 10 43.21 

25 6 71 121.24 

. 
\ 

log y = 1.0564, 

$ = 0.4064, 

~ = 0.8222, 

¡, = 0.6042. 

. - -·-· --·-· -·- - -----·----...:.. 
,, ..... --------
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1 .,, c,timaciont:s de !os errores standa rd asint ó ticos de las estimaciones maximovero
,11n1k, no se han calculado. Utilizando la f 0rma aproximada de la función de pro
J u.:ción CES presentada en (11.60b), obtenemos 

log y 1.2371, 

8 0.4723, 
(0 .0291) 

íi = 0.8245, 
(0.0525) 

p = 0.4334. 
(0.1899) 

La 5 cifras entre paréntesis 5on las estimaciones de los errores ~tandard. asin.tóticos. 
Los resultados indican qu.: la muestra no proporcio na considerable ev1denc1a con

traria al modelo CES. 

En g.:nera l, los pai:: 'lletros tk lus lll l' J c· lus imrí11scc a111 c· 11tc· nv lineales se 
pw .. :d .... · 11 c q 111 ~~1 r ft...1nnu L1 111 .. k 1 L.t fu nc il,n tk , \.·1,y ,i 1n ili t:1 d ~· 1.il' t1..' i1icndu las l' S ti~ 

n ),! .: iun ~·'.'- n ;;.i,i111\.,\ \.:1 1·, : 111 1l ,:1,. ~i :- 1· ¡_; 1.!111pk n I. J\ :,. ¡:¡ ,: H·~1L1' , cL; -.. ¡,_- 11:~ ;1ct.::·La t.k: I 
t (r:i1 111" d i..· ¡ ' ·-· rt 11 1!· ,n. 1,.· n t.: · I, ... · '!•. : • ! 1. :-. \;1!1.d·k ·- l''-pl i1..;11i,.: 1:-- . 1.i ~ L' ~ti 111 ~u.:io
lll'. ~ r 1..: :-- ul1 ;:11:c ... )' '' ... c r .. n h :, !,1 , I·!:, p1 1. ·p1 ~d .1\l i..: !:- a - i1 ltl·>:ii.. ~1!:- Lk '.:-1,.' ~t bk '.=i . Nutura l
lllcllk' . l:i ,q,11, "1. :1 ,! ,·I :: ,e' :,., !" ¡'. ,, l.1 11 1,.,,i111:1 vnu,i 111ilituJ ¡.Jt:pcmk dd su
J)ll l" 1, , d ·: q :.l · r, ,l.. ~! ' ¡ : d·u:.t: n P : 111 .d111 l: J1h~. Si no qut.:r\.'.111 o s cl~rtuar e s te 

'" i ' :. ·: ,, . ¡ . ,1 "·· "· , ,h1c11c· • c· :- 1:111.1 ci c,ne , llli11i111iza nJo la suma de los cuadrados 
J e J. " ,L ,, 1.,, 1, >11 . . ,k 1,,, ,·;dures ¡,l.Js,· r vad os respc<.:t o de los val o res aju s tados 
d..: } .. o ,c :i pu r el n1 é1 ,_. do J .:: los m ínimos cuadrados. Co mo los par:í mctros a 
c,1 imar ap;irn:c 11 c·n fo r111a no lin ea l, este m0todo se de nomina normalmcnti: 
m,'todo Je los 111í11i111os c11adrados no lineales. La prin c ipal dikrcnc ia entre 
c, tc método y el de los mínimos cuadrados ordi1rnrios (lineal) comis te en que, 
en el caso lineal. las es timacio nes pueden expresarse en fo rm a de fun c iont.!s 
linc:ilcs de las perturbacio nes, mi en tras que esto no es gcnc ralm cn tc posible 
en d caso no lineal. Las estimacion es obtenida s po·r los mínimos cuadrados 
c . .., lineales son exactamente iguales a las estimaci ones maximovcrosímilcs 
i:c mp ri: qu e la maximización de la función de verosimilitud es efectúe mini
~: ; ;,ndo la suma de los cuadrados de la s desviaciones de los valores observados 
· ·. ·;'--: ,to de los valores ajustados de Y . Puede mostrarse que, aunque no se 
, . ·, :~,- d supuesto de normalidad, la distribución asintótica de las estimacio
•• • 

1 :::; ni :nocuadráticas no lineales resulta normal, y tiene la misma media y 
.. - · "" 3 variancia que la distribución asintótica de las estimaciones maximo-

. ~ - , 
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veros ímil cs.16 Po r t:111to . e l supu es to de no rm ;,lid,;d de L, pe rturbac ió n es to
cásti ca no resu lta crucia l en todos los casos . 

El aspec to m ás co mp lejo de la esti mación no linea l es e l d lculo prácti co 
de las estimac iones . Co mo hemos me nc io nado ant i.' ri o rm cnt c. dicha s c· s tinw cio
nes se o btiene n a tra\'\: s de un a caku l:.id o ra, med i:111t e un proced im ie nto de 
«pru eba y erro r » siste1rni1ico. Esenc ia lme nte. ta calculado ra in troduce di s tintos 
val o res el e los parümctros en la fun ción el e ve ros imilitud. o btiene e l valor de 
la fu nción y repi te este proceso hasta que no es pos ib le ob te ner nin gún in c re
mento ad ic ional en e l val o r de la función de verosimili tu d. Este procedimiento 
da buenos resultad os si la funci ón de veros imilitud só lo posee un m áx imo 
bien defi n ido , pero s i la fun c ió n tiene más de un máx imo es mu y ll a na en 
su parte supe rior, pued en present a rse proble mas. bias pos ibi lid ades se re
present a n grá fi ca me nt e en la fi gura 11 -8, en e l caso en qu e só lo se int e nt.i o b
tener el paráme tro 0. En la ligura 11 -8 a) la func ió n de veros imil itud posee 
un m áx imo bi e n defi n ido y no exi ste ning lln prúb lema para o bt e ne r O. Fn 
la fi gura J J.8 b), la func ió n de vcru, imil itud tien e dos ll1(1 xi111us , L' i rn c 11 o r 
de los cuales es de ti po local, mie nt rn s que e l segund o es e l má~ imo globa l 
de la func ió n. En es te ca so, la dificu ltad se p l.i nt e;_¡ debi do a q ue. s i la ca l
culado ra ini c ia e l proceso pa ra la o btención del valo r m;íxi 1110 de O en un 
punto pró~imo a O,. se deten drá en e l punto 01 y lo prcscn tnrá r.0 111 0 la es tima
ción max illlovc:ro, írnil de O. m ientras q ue e l v,il o r co rrecto de es ta es timac ió n 
es rcalmcntc O,. En ta l ca so . no di sponemos de mu c has posibilidcid es. y lo 1lllico 
que pode mos h ace r es ob li gar a la calcu lado ra a cx ::illl inar todos los val ores 
posibks de O. aunque si el recorrid o es infin ito esta ta rea n:sul ta impos ible. 
Sin embargo, en mu c has ocasio nes e l reco rrido de los val o res admi s ible s de 
los p::ir:ímetros es fini to, en cuyo ca so el prnb lcma de ob te ne r el má ximo global 
se hace posible . Un bu e n ej empl o de ello es e l de la p ropensión ma rgin ;i l al 
con sumo, que es t:í limitada a los val o res co mprendidos entre O y 1, o e l pará· 
me tro de aµt o rreg res ió n p, cuyo v::ilor de be ha ll arse entre - 1 y + 1. El caso 
de las funci o nes de verosimilitud re la ti va me nte ll anas, indicado en la figu· 
ra 11-8 e) pn:scnta o tro problema di stinto. En este caso, la función de vero-

L 

(a) 

_/T" / :- : 
1 1 
1 1 

(b) 

Fi¡:ura 11-8 

8 

( cJ 

16 . \'1.·r E . ~t:-i l in\auJ. St .. ..ri .u icu l \f , ·tÍIP\Js o/ l~conom .. ·tric>. C h1 ... =i(,). l-: .1~. l '·~ ~ ...,; .1 ·; 
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,i 1:1 :! iíu J es m uy se ns ibl e a los cambios e n los dato, mu cst ralcs . Esto sig nifica 
que i11 c lu so 1111 pequ e ño e r ro r de med ic ió n o un e rro r d e red o ndeo puede 
lk"p l:iz.1r e l va lo r m:ixi mo d e O de fo rm;i con s id era ble y. po r ta n to , la es ti-
111 :,• ;ió n res ult a nt e 11 0 p ro po rc iuna un elevad o g rado de confianza. 

Contra.staciorms de lincalicb:I 

En todo lo ant er ior. e l e~tuclio d e la es tim ;ic ió n de los par,ímc tros de ios 
mod e los no li nea les se ha b:1 sad o e n e l supu es to de que l.i íu rm a funci ona l de 
la ecuac ión d e reg res ión de l:1 pohl;i c ión ,e co noce (o se su p,ml'l ;1 pri ,1 ri . De 
no se r as í. pode mos cs t;i r intc res<1dos en con s ide ra r la es pecificac ión de la forma 
fun c io nal co mo un a hi pótesis co ntras ta b le y no como una hipó tes is sos te nida. 
En es te co nt ex to. la hipótes is mií s int e res;i ntc es la de Jin eal id;id. Es decir , 
frec uc n lcmc n tc qu ere mos co nt rns ta r la hipóte s is d e que la ec uac ió n de regre
s ió n el e l:1 pob laci ó n es line;il respect o a la s v:i ri ,1bks . contra nlg un :i hipó te s is 
al1n11:11iva. La hipótes is de linealid ad se pu ed e contra s tar de \'ari as fo rma s dis
tint as, pero, <l esg racindamente, nin gun::i de estas contra s t:icionc s es tá exe nta 
de inconveni entes . 

E l caso más s impl e de las co 11tras t:1e io ncs de lin ea li dad es aquel en que 
la hi pó tes is alte rnativ;i con s is te en que la ecu;ic ión d e rcg res iú 11 es un ¡¡ fun c ió n 
potc n~ia l ck gr.ido d c·_tnmin ado. Est;, cun:r:i , 1:1c i0 n se h :i pr,·, cntado y;i en 
rc· l:i c,u n C Ll ll l:i s L'('Jl:J CIO]l c'S ( 1 1.46) y ( 11 .·1(1 :i J. Sil in co n, ·c·nivnt c· L' S <jll l' , co mo 
;¡Ji lTll: :Jl\;] ;i J n_WJ,• Jo 'J i1: c·; ,I , m ,,: (c' ll L' lll l>S (¡UL' C1J1ir a Ull:l ÍllllC i(,n J)·J tCnCia ] 
de ¿.: i ¡i do l '~P l t._. lf k l 1

. l) r, ..., i..' 1 \ 1..' " 1.· q tll' l;i idi...::1 J,;; , ic: 1 <k l ·~t; 1 cu ntr;1 ... 1:1L ió n rad ica 
L'll c· I li c-c liu d : q 11,· l., •. Ítlllc i,, 11 ,, 1111 ,· ,,I,·,. ,u n l! ll C i.l'U c , ¡,cci:il de l;i , fu nciones 
po tc·n ,: i:, i,·, .. c·:1_ 1:: , q n,: ,·1 ¡:i :,d" e, l., u nidad. S i lus codicientes c u r respond ie n
t,". :i I, ._ krn 1111 ,, ·, d e· ¡:rad u , upe·, ic1r de la v;i ri .iblc explicat iva son cero ¡ r . 1 • as 
'"' ' ,, •11,·~ p ,• lc'11 ,,·1;1 e, _~e cc• 11 ,·intcn e n una regre sión lineal s imple . Esta idea 

p t1,· 1k .:1 d1z '.1r,,· c·, pcc if1cand o o tras fo rma s fun c io na les que incluyen también 
1~ rc l;ici (1

11 linea l co !llo un ca so especial. Una Je es tas especificaciones 11 es 

(11.61) Y/ - 1 (X/ - 1) --,\-- = a + f3 --,\-- + C¡. 

Examinemos es ta fun c ió n para alg unos valores determinados <le A. En primer 
lu ga r , cuando_ A= O, las . xpres iones (Y? - 1) / )._ y (X/ - 1)/). parecen inde
tcr m11~ adas . Sm embargo, obsérvese que todo número finito posi tivo z puede 
~scnb,rse en la forma 

z = elogz ' 

17
· ES la especificación ha sido propuesta por G. E. P. Box y D . R. Cox, «An Analysis 1 
r.in , forma tions», /auma/ a/ lhe Royal Statistical Sacie/y Serie ll vol 26 1964 

7-:- : 1 l-13. ' ' . ' ' 
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en la que la base del logaritmo es e, y e 10•' se puede desarrollar en la forma 

elogZ 

Por tanto, vemos que 

Y/ - 1 
-,\-

Cuando A. = O, 

y, del mismo modo, 

1 1 
1 + logZ + 2! (logZ)2 + TI (logZ)3 + · · . 

! [1 + A lo " ,\ e, 
Y, + ~ (A log Y,)2 + · · · - 1] 

log Y, + ~ (log Y,) 2 + ~ (log Y.)3 + · · · 

Y/ - 1 
-,\- log Y,, 

X/ - 1 --,\- = log X,. 

Esto significa que cuando A. 
gresión (11.61) se reduce a 

O (y X; e Y; son positivas) la ecúación de re· 

log Y, = a + {3 log X, + ,, . 

Además, cuando A. = 1, obtenemos 

o 

en la que 

(Y, - 1) = u.+ {3(X , - 1) + ,, 

Y, = a* + {3X1 + e,, 

a* = a - {3 + 1, 

que es un modelo de regresi ón lineal simple. 
En general, los distintos valores de},, en (11.61) producirán especificaciones 

funcionales di stintas de la ecuación de regresión.18 Esto nos permite contrnstar 
la hipótesis de linealidad respecto a la hipótesis alterna_tiva de que la ecuaci6r. 

18 . Hay que prestar cierta atención a las res tricciones sobre los val o re s de la' ,,r,.1 "-'. r 

depend iente. Segú n d su puesto de norm alida<l , el recorrido de ( 1 se cxtic ntl c l·n! rc · · ~ 
y+ 0Q y. por tanto. el rcc o rritl o de {Y /· - \ l / ). dl':bc ser el mismo . S in crnb .ir ; 

1

• r , 
puede no ser po ~ibk pa ra ¡¡\~un os , ·ala res de ) .. (po r e jemplo,). = 1 / '1. l en c i. ; , d 

1 
' · 

se puede c, i¡;!ir que la di s tri hució n sea a pro x11nadamcntc normal. L\l c p:¡ n1. • 1 
' ;" •• ' 

en primer lu¡¡ar J. ll . Ro m,q . 
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,q:1csión es al guna funci ón no lineal perteneciente a la familia de funciones 

,k li 11ida por ( 11 .61 ) . Formalmente, 

H 0 : A 1, 

HA: ,\ "F l. 

P:,ra efectuar esta co ntras tac ió n . neces itamos una es tim.-ic ión de A. y de su 
error standard. Evid entement e , podemos estimar A. junto a los dem ás parámetros 
de (11.61) por el mé todo de la máxima ve rosimilitud. Al establece r la fun ción 
de verosimilitud para Y,. Y z, . .. . Y ,. , tenemos que obtener la distribución de 
las Y a partir de la distribución de las E, que suponemos es normal. Según 

el teorema 18 de la s.:cciún 7 .3 (el teorema dd «cambio de variables»), tenemos 

Pero C¡ 

o sea. que 

1 

dr 1 ¡ /(Y,)= dY, f(c,). 

( Y,\- 1 ) _ " _ {3 ( X,\- 1) 
de1 

dY, 
Y , - 1 

j • 

Po r ta nw. l,1 fun c ión de vc rns i111 ilitud co rre spondiente a Y,, Y2, ••. , Y" es 

( 11 .1,21 
... - 11 11 1 , 

! " (,\ -- 11 .;_ In ¡: r, -·· 'i lo r(:'n) ·- l n ¡:: , 

1 , ,. , .,i, ,,., d,· , . . ,,. , ;i y~-' que 111C1 ., i1n iza n esta fun c ió n pu ed en obtene rse por 
m c· di u ck u 11 a c"ku l.i du ra c k ct ró n ica , y su s e rro res standard respecti vos pue
den csti1 n:1 rs~ a pa rtir de la m a tri z de info rmació n correspondiente. En las 
mucs tr:.i s g randes, las es timac ion es maxim ovcros ímiles se di s tribuir{; n normal
mcnl c , o po r lo menos d e forma aproximadame nte no rm al. 

La hi póte sis de qu e la ecuació n de regresión de la pob lac ió n es lineal res
í'CCto a las variables puede conlrus tarsc también s in ncces id .id de especificar 
la fo rma o fo rma s funci o nal es a ltern a tivas. Una m a nera de hacerlo consiste 
en con siderar de forma más gene ral a lgun as d e las implicacio nes de la linea
lidad. La más obvia de estas implicaciones es que la pendiente y la ordenada 
en el origen de la ecuación de reg resión deben permanece r constantes para 
rnJos los valores de la variable explicativa. Podemos, pues, dividir las observa
Ci,;ncs mucstrales en varias submuestras, correspondiendo cada una de ellas a 
~"· i.i tcrvalo distinto de los valores de la variable explicativa, sin que se pro
. :t , :in superposiciones, estimar la pendiente y la ordenada en el origen de cada 

i 
¡· 

i 

i 
! 
l: 

1 
'1 

/ ' 

·- .D;JJll), \ . ..J ~k > ;Hf.W 
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submuestra, y contra star s i exi ste n c.Jikn.:nc ias s ignili cu tivas e.Je una submues tr:1 a 
otra. En la figura 11-9 se represe nt a grálicame nte este procedimiento. Con el 

y 
X X 

X 

Figura 11-9 

fin de indicar la forma en que se lleva a cabo esta contrastac ión, consideremos 
una muestra de n observaciones ordenadas de tal forma que 

Supongamos que la muestra se divide en tres subm uestras, asignando los va
lores de la variable explicativa en la forma siguiente: 

Submues tra 1: X1, X2, . .. , X k, 

Submuestra 2: xk +I" x k+ 2 . .. , x.,, 

Submuestra 3: X,., , ¡, X.,,+ 2 , ••• , X" 

El modelo de regresión se puede represe ntar en la forma 

(11.63) 

en la que Z;i = 1 si i pertenece a la submuestra 1, 

= O si no pertenece a esta submuestra; 

Z,, = si i pertenece a la submucstra 2. 

O si no pertenece a esta submu cstr:i . 

~ ~ • .-9')'-P"-"· ....,.•-- ~ 
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;· . ·. i·: mos contrastar la hipó te s is de lin ealidad utilizando 

f-lo: y, = Y2 =Ya = Y , 0 

/1 .1: 11 0 no es cierta . 

l. :1 co111ras t;1 c1011 e.J e l;i r. presentada en ( 10.4 5 ). que es ,1lk cuad;:i en es te ca so , 
pr,:,e nta e l inconn· ni c111e Je que e l rc~ ul tado puede: d cpc nd c r ck la forma en 
que se ha d cc lu aJ o la Ji vis ión de· l.1 mu es tra. S i e l nú me ro de sub mu es tras es 
dcmn si;:ido pequdi o. l;i no lin c,tlid.id pued e q ue dar di sim u lada. mientra s que, 
si e l núm ero de: submues t1·:1s es grand e. se pi c: rden muchos g rndos ele libertad 
y. po r 1:1111 0 . di sminu ye la po tenc ia de la contra sta c iún . Como c0mpromiso se 
ha sugc rido que . en la s aplica c io ne s pr;'1 c ticas. trc.s o cuatro mues tras resultan 

suficient es. 19 

Otra de la s con trastacionc s de la lin ea lid;id qu e 11 0 se ba s;i en la espec ifi
caci ó n de la for ma funci o nal alternativa utili za e l di ag rama d e di spersió n de 
los residuos en to rno l;i línea de reg res ión de la 111ues1ra. L:1 id ea co ns is te en 
utili za r el hecho de que , si se cumplen los supuestos del 1110 ,klo c l:ísico de re
gres ión normal lin ea l. l;i s pcrturbacione·s se di s tribuven alcaturia111e11tl.' en to rno 
a la lín ea de n:g re·s ic", n ck la po hl;1ciLlll. Si es ta rq :n:,ié,n es nu li11 cal. el di ag ra
ma dc di spcr, iún dc la< pc rturh.iciun cs e·11 1,, rno a una línca rccla no se rá 
ak;,t ur io . En la fi ¡.:u ra 11 - 1 O J'l'•.knws , c r q ue·. dchidu a quc l.i rclació n no es 
lin e·; tl . l:i , dcS\·i;,.:i L• ne· , rc:,pct le> :i l., l inc:i rcc t:i tie·nJcn a sc r ncgativ;is al 
princip io . ,k , pué-, p, ,,i 1i, ;" ,. 11 11,, ;imc:111e· 11 q: ;1tivas. E~to su g iere que podemos 
co111ra,1:1 r la linc :1l idaJ :in ;ili1.:i 11d u , i la sccue·ncia de las desviaciones respecto 
Je la línc;i de rq: rc :, ión sc di st ribuyc al ea tori amente. 

y 

Figura 11-10 
.. 

Si efectuamos una contrastación de este tipo nos encontramos con la obvia 
difi cultad de que las desviaciones respecto de la línea de regresión de la po-

~lalinvaud , op. cit., p. 270. 

~~~·"'_,..,. ___ ,...,.,,..., . .,,,_..,'!,6.". ,.._,.,..,..,,,.., , ...... ~,,-as"'!""''- ·' Z_, ,,...,,.., ..,_,.., '"""- ·· "'""''""~il:!"''"'º ,.,,.,,..,-~ ... !J,.,.,O;.tf!"',_...,., ,_.,....,.. . ... ~ ... ,.,,,,.. . t #4!.Ny~ CfbW 4é+.! ; 
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blación (es decir. las perturbaciones ) no son obse rvables. Lo único que tene
mos son la s desvia ciones respecto de la línea de regresión de la muestra (o sea , 
los residuos), pero los resid uos no son independientes aunque las per turbacio
nes lo sean. Concretame nte , para i r! j, tenemos 

(11.64) Cov(e.,e1) E(y; - Sx;)(yí - Pxí) 

E({lx; + e; - ~x;)(f3xí + eí - Pxí) 

, , [ a
2 

] = -X,X¡ 2 x¡' 
ª2 

n 

que es c laramente ui slinta e.le cero. La contra s t:1c 1u n e.l e Durbin-Wlll son pre
sentada en la sección 8.2 , y di se 11 ad .J ori ginalmente para contras tar la hipó
tesis de que la s perturbaciones no están correlacio nadas a lo largo del tiempo, 
respec to a la hi pótcsis d e que sigue n un esquema autorrcgresivo de primer 
orden , tiene en cu enta esta diferencia entre las e y las E. Ordenando los resi
duos seg~ n los va lores c rcc icntcs de 13 variable explica tiva , en lugar de h ace rlo 
scgt'.111 el período de tiempo . pu ede utilizarse dicha contra stac ión para inves ti
gar s i las desviaci ones respecto a la línea de regres ió n de la población son 
aleatorias. Sin embargo, la contra stac ión de Durbin-Watson no carece de in
convenientes. Si la ordenaci ó n de los res idu os según e l período de tiempo es 
simi lar a la ordenaci ón según los valores crecientes de la vari.Jb le explicativa, 
estaremos util irnndo básicamente la m isma contras tación para la linea lidad que 
para la no ex istencia de autorrcgrcsión en las perturbaciones a lo largo del 
tiempo . Esta dilicu li ad se debe al hec ho de que, cuando las ordenaciones son 
simil ares, tanto la no lin ealidad como la auturreg rcsión de las perturbaciones 
poseen las mi sm as implicaciones respec to a los residuos . 

La con struc<.:i ó n de la contrastación de Durbin-\.Vatson se ha vis to moti
vada por el hecho de que los residuos minimocuadráticos no son independientes 
entre sí. aun en el caso de que las perturbaciones lo sean, como se ha mostrado 

: explícitamente en ( l 1.64 ). Sin embargo, cabe señala r que la expresión corres
pondiente a la covariancia entre e; y e; (i ,é j) tiende a cero cuando el tamaño 
mues tra! tiende a in fini to, de modo que , en las muesttas grandes . los residuos 
será n casi independientes si las perturbaciones lo son. Por tant o . en las mue s
tras grande~ podemos utilizar cualquier contrastación de tipo genera l de la 
«alcatoriecbcl» sin corre r el riesgo de cometer un er ro r muy gr;indc . Una de 
estas contrJstaciones consiste en exami nar los máx imos y mínimos de una ~~ri c 
p.'.lra , ·c r si se pueden considerar debi dos simplemente al azar. Podemos npli,.1r 
esta contra;taci0n a In secue ncia <l e los residuos ordenados ~-:~Cm los ' al , r~• 

FORMULACION Y ESTIMACION DE MODELOS ESPECIALES 565 

cTcc ient cs de la variable exp licat iva. Diremos que u1; residuo e; es un • máxi
i110» S I 

y 1111 «m ínimo» s i 

S i dos o más res iduos suces ivos tienen e l mismo valor, y este valor es superior 
al J e los residuos más próximos . consid e raremos que constituye n conjunta
mente 1111 má xim o, y lo m ismo en el caso de los mínimos. Podemos designar 
a los máximos y los mínimos con el nombre genérico ele «va lores extremos». 
Puede mostrarse 20 que en una serie J e 11 valores independientes el número 
total de valores extremos. p, cuando 11 es gra nde, se distribuye de forma aprox i
madamente normal con media 

(11.65) E(p) 
2(n - 2) 

3 

y variancia 

\'ar(p) = 16n - 29 
( 11.66) __ 9_0_, 

l.a e<>nlr;1q:iciC:i n d e la imkrc1v.knci:i impli c,1, ruc- s. contar el número de valo
res ntrcrn os en la Sl'rie de In, rl",id•.ios (olik n :-, da seg¡jn los valores crecientes 
de X) y co mpro1'ar , i c , 1e n :'1111ero es significa1iv;,mcnte di stinto de E(p). Es 
dec ir. la hirótc , i, de indcprn<lcncia (y . po r tanto, probabklllentc la de Jinea
lid ~d) l'S 

E(p) = 2(n - 2) 
3 

con una H A de dos extremos. En las muestras grandes, el estadístico de prueba 
adecuado sería 

( 11.67) p - 2(n - 2)/ 3 

v'( 16n - 29)/90 
N(O, 1). 

Esta con tras tación no requ ie re e l supuesto de que las pert urbaciones se distri
buyen normalmen te. S11 inconveniente, igua l que en el caso de la contrastación 

e! lO. G . Udny. Yule Y M . G. Kendall, An lntroduction to tl,e Thcory o/ Statistics. Lon
'"· Charles Griffin , 1950, p . 638. 
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d e: Durb in- \V ar,011. e , q ci e si J;1 o rd ,'nac iú n ck los resid uos ~,q: ún los va lores 
c rec ien tes de X L' S s im iL1 r a la u rdcnac ión tempo ral. no podremos di stin guir 
entre la no lin ea lidad y la i:xi stcnc ia de aut o rrcgrcsión en las pe rturbac io nes 
a lo largo del ti c 11 1po . 

Junt o a los di st int os in co nveni ent es que so n especí fi cos de cada una de 
ellas , todas las cont rn stac ioncs dc la li nea lid ad po,crn un i1 1Co1·cni e ntc común 
que reduce su ut ;Iid ad : los datos mu estra k s no p ropo rc io nan info r111 ;1c ió n a l
guna acerca de la for ma de la lin ea de regres ió n e n el exter io r de l intervalo 
abarcado por los valo re s obse rvad os de la va riab le explicativa . Si la reg res ión 
de la población es a proxim adamente lineal dc11 tro de es te intervnlo, pe ro no 
linea l fu era de él, ninguna de las contrastnciones es capaz de detectar la 11 0 li
nealidad de la regresión de la población. En la figura 11 -11 se representa grá-

Y 

X 

Figura I J.J l 

ficamcnte es ta s ituac1o n . ;\ par tir d e: los datos muestral es de que se di spo ne, 
no es posibl e hacer na da pa rn so lucio nar este problema. La única fo rm a posi
ble de resolver esta difi cu ltad co nsiste en aum entar la muestra y a mpliar e l in
te rvalo abarcado po r los valores o bse rvados d e la var iah le expli ca tiva. En rea
li dad, s i a pr iori se sos pecha la lin ea lidad el e l:i rcgn:sicí n el e la población , éste 
seria cie rtamente el procedimi ento recomendado. En e l pasado, la mayor parte 
del trabajo econométrico np licaclo se ha efec tuado úni cam ente e n base a mo
delos li11ca lcs , principalmente po r mo tivos de simplicidad de cálcu lo. Sin em
bargo. con la d ifusión de las ca lcul adora s e lectrón icas esta ruzón ha perdido 
parte de su fu erza . y exis ten pocos motivos que justifiquen la no util izacicín 

• de mode los no li neales cuando la teo ría sugiere su adopción, o la no contras
,' tación de la presencia de linealidad cuando resulta dudoso suponer su ex is-

tencia. 

11.4 Modelos con retardos distribuidos 

Para explica r las varia ciones a lo largo del tiempo en el valor medio d.: una 
variable dependiente pod,mos utili za r la ecuación de regres ión s imple 

Y, = a + {3X1 + E 1 , 

_:::,., «----·-
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, 11 J; 1 q ue E, es una l'ar iab lc aleat o ria con media ce ro (y qu e sa ti sfa ce los demás 
,upucs tos especifi cado, ). y X , es no es tocá stica o. en ca so de q ue sea estoeást i
,· a . es inde pc ndi c ntc el e E, . A l cs tabkccr la ecuac ió n de reg re s ión de esta fo rma. 
,·, 1;1 mos supo ni cncl u en rc ,did ad qu e el va lo r actual de \' depende del valor 
:ic tua l de X. pero 11 0 de ninguno de los va lo res previ cs d e X . Una formulación 
111,i s ge ne ral . e n la que e l va lo r de }' d epend e del valo r actua l y de los valores 
pn.: vio s de X . pued e cscrihir:;e C11 la forma 

( 1 l .6S) Y, = a + f3 0 X, + f31X, _, + f32 X,- 2 + · · · + f3mX,_'" + <,. 

b t.1 cc uac irí n com titu,·c l:1 h;, sc para e l a n;íli s is el e es ta sccc1on. Por razones 
d e s implicidad nos li mitare mos al caso e n qu e X es no es tocás ti ca . pero e l 
a11 ,íli s is puccl e mod ificarse fácilm e nt e para co nside rar e l caso en que X es es to
cá s ti ca e in ckpcndi e ntc de E. 

La ecu ació n d e regres ió n ( 11 .68) . unida a los supuestos relevantes acerca 
de la conducta de X y E. se deno mina m oddo con retardos distribuidos. ya que 
la inílue ncia de la variable explicat iva so b re EíY,) se di s tribu ye a lo largo de 
un núm e ro de va lo res previ os de X . Este nüm r: ro d e valores . m . puede ser 
fini to o infinito , pero, si n embargo . supon emos que la su ma de l;is f3 es finita; 
es decir. 

~ 

>' r,, < ,z, . 
,::-'o 

r: ~rc , ul' 11c·, t<' r-: , u l1.1 11 ,: (c' ' '" i" r ,: r;, cl imin ;,r J;, r u , ih ilid ad (k que aparc:zcan 
,·;,lor,·, ,·, pl," i" " d ,: / . t i · . 1. il , 11 ,•111i 11;,rc· 111< 1s rl' tard o m edio n la media ponde
rad ;, de I,» rcl :ird , ,_ q u,· "i 'a r,-c\' 11 en l:1 cc u ;1c: ió n , u t ili zando co mo poncle racio
nc·s l, ,._ 1:1111 :11·:. .- r,, J.,1, 1<" ,k lus coe fi c ie nt es f3 res pec ti vos. rormalmente, 

retardo m edio = l:, rj; 
I: f3 ; • 

.:n 1:, qu e los su ma tor ios se ex ti e nde n e ntre i = O e i = m. En principio, la 
ec ua c ió n ( 1 1.68 ) podría es tim a rse po r el mé todo ele los mínimos cuadrados o 
po r cu alq ui e r otro mé todo qu e produ zca es timacion es que posean a lgun as de 
las propiedades desea bl es de acue rdo con J;is es pec ifi cac io nes cfcc tuad ;1s p;i ra E. 

Naturalm ente, s i 111 es grande , es posib le que no di spon gamos de una cantidad 
suíi c iente de obse rvnc iones para estimar todos los pa rám etros . Si n embargo, 
aun en e l ca so de qu e di sponga mos d e sufi c ientes obse rvaciones , es probable 
que nos encontre mos con un el e vado grnd o ele mu lticolincnlid :id. lo cual pro
d,:cirá un cfcc to perjt1dici a l en los errores s tandard de los coefic ientes es ti
mados . En realidad , ·los mod elos con retardos di s tribuidos se ha n pl an teado 
'. estimado en muy pocas ocasiones en un a forma tan ge neral como la especi
l:cada en ( 11.68) . Frecuentemente, se ha n efectuado restricciones acerca de los 
,. ,: li cicntes de regresión f3o , (3 1, ... , f3 m, de modo que el número de los pará
- ,,· tros de la regresión ha quedado sustancialmente reducido. En las aplicacio-

. ;;;:.9J.- w.e a:s .pp ; 

¡, 

1 
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nes prácticas , estas res tri cciones h an tomado dos formas, consistiendo una de 
ellas en el requi sito de que las (3 deben disminuir en progresión geom étrica, y la 
segunda en e l requisito de que las (3 deben aumentar en primer lugar, dismi-

nuyendo posterionnente. 

Retardos geométricos 

La forma más utilizada de los retardos distribuidos es si n duda la distribución 

con retardos geomét ricos, representada por la ecuación 

( 11.69) Y, = a + f3o(X, +>.X,_, + >. 2 X, _2 + · · ·) + ,,, 

en la que 

En este caso, e l efecto de X sob re E(Y,) se extiende indefinidam e nte en e l 
pasado (es dec ir, m - = ). pero los coeficient es di sminuyen en una pro porción 
con stante y , por tanto, el efecto de los va lo res de X muy di stan tes en el pasado 
se hace in significante. Este modelo se ha racionali zado de dos formas dist in tas, 
cada una de las cuales da como resultado la mi sma descr ipción de la ecuación 
de regresión de la pob laci ón, pero posee implicac iones di stintas acerca del 
comportamien to del té rmin o d e pe rturbación d e la regres ión. La primera de 
estas rac iona lizaciones se conoce con el nombre de modelo de expectativas 
adaptables, y se b asa en e l razonamiento siguiente . Suponga mos que se modi
fica un modelo de regresión simple, de forma que E(Y,) no es función de X,, 
sino del va lor «esperado» o «pe rm anen te» de X en el momento /, al que lla
maremos x ,•. Un ejemplo de ell o sería la relación de demanda en la que la 
cantidad demandada es función de l precio espe rado, o una función de consumo 
en la que la variable explica ti va fuese la «renta permanente». En este caso, 

(11.70) Y, = « + f3 X,* + ,, , 

en la que E, es , como en e l caso anterior, una variable aleatoria con media cero. 
Como x,• no es direc tame n te observable, tenemos que especificar cómo se 

: dete rmina . Para ello, postularemos que 
' 

(11.71) 
X,* - X,*_ 1 = (1 - >.)(X, - X,*_ 1), 

o, de forma equivalente, 

(11.71a) 
X,* = (1 - >.)X, + AX,*-,, 

en la que o $;,.< 1 . 

A W , , 4) U .,ec:9. Pi\4 .¡ ..:. ;z. 
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Ls to pres upone qu e el v,do r esperad o o permane nt e de X en el mo mento t está 
rep rese nt ado po r UI'.ª media ~ondcr::i <l a de l va lo r ac tual de X y el v::ilor espe
t :i<lo de X en ~I pcn oclo a ntcnor. Es te proceso de fo rmación de las expectativas 
s~ _ba sa en la idea d.:. que las expec tativas d e l mo mento actua l se obtienen mo-
d ifi cando las cxpec tat·v· · · · 1 · • • 1 as previas segu n a experienc ia de l momento presente. 
:ºr ~J-~mplo, en e_l caso de una función de d emanda , X, puede ser el prec io 
a l 1111c1 a rse e l periodo actua l. y x•, _, e l precio m ed io que se esperaba rig iera 
durante e l pe ri odo ante rio r. O en e l caso de la fun c ió n de consumo, la ren ta 
«pc r~11,mcnte» ac~ual puede determinarse revi sando e l nive l de la ren ta ,,per
manente» <le_l pe riodo ,111tcr1or en base a la experiencia de la ren ta en e l período 
actua l. Obse rvese qul.'. la ec ua c iún (11 .7 1a) pu l.'.<le escribirse también en la 
forma 

( 11.71b) X,*= (1 - >.)(X,+ >.X,_,+ >. 2 x, _2 + .. ·). 

La equivalencia entre las ecua c io nes ( 1 1 71 a) y ( 11 71 b) p e] d . . . uc e cmostrarse 
por med_1? de la llamada «tra nsformac ión de Koyck».21 Retardando un período 
la ecuac1o n ( 11.71 b). y multipli ca ndo ambos lados por).., obtenemos 

AX,*_ 1 = (1 - >.)(>.X, _,+ >.'X,_ 2 +., ·) . 

Si restarnos es ta ecuación d e ( 1 1. 71 b). tenemos 

X,* - ,\X,* , = ( 1 - A)X,, 

~uc _~s igua,l .a( 1L71a) Por ta 1_1to , (11 .71 a) y (11.71b) so n equiva lentes. Sus
tituye ndo ,\, por su va lo r . segun ( 11 .71 b). en la ecuac ión (11.70), obtenemos 

( 11.72) Y, = re + ,8( 1 - ,\)(X,+ >.X, _, + >. 2 X1 _ 2 + ... ) + ~, , 

que represe nt a el m odelo con retardos geométricos ( J 1.69) cuando (3o = 
(3( 1 - A). En este caso, e l valor del retardo medio es 

{3(1 - >.)(O + >. + 2>.2 + 3,i.3 + . . . ) = ,8(1 - >. )[ >./ ( 1 _ ,\)2] ,i. 
,8( 1 - A)(I + >. + t. 2 + A3 + · · · ) ,8( 1 - >.)[1 /(1 - >.) ] = ~ -

E_vide~temente.' la -~cuación (11.72) resulta inconveniente desde el pu,to de 
YlSta e la _est1~1ac10n, debido a l núme ro infinito d e regresares. Sin cmbar 0 

podemos s1mpl1fica rla aplicando la transformación de Koyck . Si toma;0 ; 

1
, 21. L. M. Koyck , Distributed Lags d ¡ 
,oll and Publishing Company, 1954. an nvestment Ana/ysis. Amsterdam, North-

i . 
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EviJcntcmcnlc , cu1110 X, es no c>l oc ,i sti ca, constituye una va ri :1hk in , trurnc· nt.,I 
perfecta para sí mi sma . ya qu e sat isface las co nJi c ic ncs neccsa ri,1 s y cstú ••pc·r· 
fectamentc correlacionad a» consigo mi sma. La segunda variable instrumcnt,il 
satisface tambifo las condiciones necesarias y es probable que esté correlacio
nada con Y, _

1
• Las ecuaciones normal es correspondientes a las estimaciones 

por variables instrumentales son, pues, 

¿ Y, = al,(n - 1) + {3Í, ¿ X, + >. t ¿ Y, - 1 , 

' ' 
¿ x, Y, = "'il ¿ x, + 13¡, ¿ x,2 + >. t ¿ x, Y, - , , . ' ' 

¿ x,_, Y, 

' 
a/, L x,_, + {3l, L x,x,_, + >,t L x,_, Y,_,, 

' 
o, en notación matricial, 

Z'Y (Z'X)bt, 

en la que 

Nótese que la primera observación correspondiente a Y, es Y1 y, por tanto, 
los sumatorios se extienden entre t = 2 y t = n . La solución de las ecuaciones 

normales es 

(11.86) bt = (Z'X)- 1(Z'Y) . 

La matriz de variancia y covari ancias asintóticas de bt puede estimarse de 

la forma siguiente: 

( 11.87) Est. asintótica Yar-Cov(b1) = s* 2(Z'X)- 1 (Z' AZ)(X'Z)- 1
, 

s*' = _I_ ~ (Y, - a/, - {3l,X, - >.tY,-,)
2 

en la que n _ 4 
1
~

2 

y A es una matriz n x m con al/ = 1, al - 1, / = al, t + 1 = zt (1 + Zt2) Y 

ceros en el resto. 
A partir de las estimaciones consistentes de <Xo, ~o. y.). p.odem?s o~tener fácil
mente estimaciones consistentes de a. y ~. y sus vanancias asmtótlcas pueden 

,_. estimarse utilizando (11.40) junto a (11.87). 
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l.os coefic ient es de ( 11.73) pueden estimarse a través de un enfoque al
::rn;itivo basado en el p rincipio de la máxima verosimilitud. En este caso, los 
estimadores pueden obtenerse de la forma siguiente.23 Podernos escribir la ecua
ción (11.73) en la forma 

o 

(Y, - ,,) = a( l - >.) + #(1 - >.)X,+ >.(Y,_, - ,,_,), 

E(Y,) = a0 + f30 X, + >.E(Y,_,) . 

Sin embargo, como 

E(Y, _,) = a 0 + ¡10 X, _, + >.E(Y,-2), 

E( Y, _ 2' = ªº + f3oX, - 2 + >.E( Y, - 3), 

también podemos escribir 

(11.88) E(Y,) = a 0(1 + >. + ,\2 +- .. +>.<- 1
) 

+ f3 0(X, + >.X, _1 + >. 2 X, _2 + · · · + >.<- 1 X1) + >.'E(Yo)-

Utilizando la fórmuh de la suma de los términos de una progresión geomé
trica, y el hecho de que <Xo = a. (1--).), podemos reformular la ecuaci(;n (11.88) 
en la forma 

( 1 1.88a) 

en la que 

y 

X, + AX,_ 1 + >. 0 X, _ 2 + .. · + ,\'- 1 X, 

E( Y0). 

E l va lo r de E(Yo) es el va lor medio inici.11 de Y, y puede consid erarse como 
un parámetro . Obsérvese que, si conociésemos el valor de )., la ecuación 
( 11.88a ) se convert iría en una ecunc ión lin eal ele regresió n múltiple con dos 
varinbl es explicativas. H'/J-> y).', y podría es timarse por el mé todo dt: los míni
mos cuadrados ordinarios. Naturalmente, el valor de ), no sue le conocerse y 

23 . Estos estimadores se han obtenido en el apéndice del artículo de L. R. Klein. ,The 
Estimation o f Dis tributccl Lags» . Econot11ctrica. vol. 26. octubre 19j8, pp. SjJ.65. v se han 
desa rrollado de forma operacional en P. J. Dhrymes, , Efficicnt Esitmation of Distributed 
Lags with Autocorr~lated Error T erms• , lnt ernational Economic Re,·iew, vol. 10. febrero 
1969, pp. 47-67 , y en A. Zellner y M. S. Geiscl, •Analysis of Distributcd Lag J\fodcls with 
Applications to Consumption Function Estimation». manuscrito, Universidad de Chicago 
(enero 1968), pendieme de publicación en Economctrica. La presentación efectuada aquí 
sigue estrechamente la de Zeltner y Geiscl. 

1 
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d ebe es timarse ju nto a los va lores de a., 0o, y 0o. La función log:.irítrnica <le vero
similitud corres pondie nte a Y,. Y1 •. ... Y,. es 

( 11.89) L = - ~ log (21w2 ) - -
2
1 

2 I ( Y, - a. - Po W¡'> 
2 a t : 1 

(00 - a)A'J2 . 

La maxirnización de L respec to <l e a. , 0o. A, y 80 equivale a minimizar 

S "> i [ Y, - a - f3 0 W,(A) - (00 - a)A'] 2 

t == 1 

respecto a los mi smos paráme tros. Co mo sab emos que O ~ ).. < 1, podemos 
calcul ar fá c ilm e nt e lo; va lo r~s <l e a., 0n. y 00 que min imi zan es ta ex pres ión, y 
e l va lo r de S0

· ' , co rrespo ndi e ntes a di stintos va lo res <l e ). comprendidos e ntre 
O y 0.95 ó 0 .99. to rn a ndo e ntonces lo s va lo res el e a , 0o, 00 , y ).. que producen 
el val or mínimo d e Sº·' . Es tos valo res será n las es timaci ones m ax imoveros ím i
les de los paráme tros respec tivos . S i no te nemos más info rm ac ió n acerca d e X 
que los valores muestrales <le X ,. X 2, . ... X ,. , las estimacion es maximoveros í
miles d e a., 0o.' y ). o bten id as por es te procedim ie nto serán asintóticamente 
eficientes y sus varian c ias a sintóticas pueden estimarse utili zando la m at riz de 
info rmación co rrespo nd iente . 

EJEMPLO . El método ante rior se ha utilizado para estimar los parámetros de un 
modelo de la fu nción ele consumo con o bservaciones trimestrales correspondientes 

a los Estados Unidos. desde 1947(1) a 1960(1V) 2' . La función de consumo se obtiene 
a través de un modelo de expectativas ada ptables y puede describirse en la forma 

C,=f3Yt+,,, 

Y,• - Y.*- ,= (1 - .>.)(Y, - Y.'-,), 

en la que C = consumo rea l observado, y• = renta real «normal» o «perma nente:,,, 
e Y = renta real observada . . Combinando las dos ecuaciones y eliminando Y*, obte
nemos 

e,= f3C l - .>.)Y,+ .>.e,+ , , - .>.,,_,, 

, Los coeficientes se han estimado a partir de 

C, = {J(l - .>.)W,"> + 00 .>.' + ,,, 

en la que W,"> =Y,+ .>.Y, . 1 + .. ·+ .>,t-•y, 

y 00 = E( Yo), 

24. Ver Zellner y Gc iscl. o¡,. cit. Los datos sobre gastos persona les de consu mo y 
renta personal dispon ible. ambas series dcscstacionn li zadas y divididas por el indice ele 
precios, aparecen en Z. G:iliches et a/., «Notes on Estimatcd Aggrcga1c Qu artcly Con
,sumption Function•, Eco11omctrica, vol. 30, julio 1962, pp. 49 1-500. 

~ • ,.. .)'~ _. _r~ • 

FORMULA CI ON Y ESTIM ACION DE MODELOS ESPECIALES 579 

'" ' c2 k11 la do la suma de los cuadrados ele los residuos (di vidida por e l número 
,l e" ,,i"c rvac iones) correspondiente a di stin tos va lores de ). compre nd id L,s entre O y 1. 
rcrrc,cntantl o gráfica mente los result.ados en la fi gura 11 - 12. La cu rva t:e ne un mi
n ,flHJ loca l en el punto ). = 0.45 . y u n mínimo glo ba l en ),_ = 0.96J . Este último 
r unto cs. pues. la estimació n maximove ro, ími l de ),. Las estimaci o nes de 0 y 80 

pa ra este punto son 6 6 

0 = 1.1 29, y Ou = 191.53 
Como se supo ne que 0 representa la propensión marginal a l consum o respecto a la 
renta «normal ». los va lores superiores a la unidad no resultan aceptables a priori 
y. por tan to . no pod emos acepta r e~tos resultados. (Zellner y Gei sel señalan que este 
resultatlo pu ede ser debido a las insuficiencias del modelo concreto y/ o de los datos. 
Si se considera que tanto uno como o tros son adec uados , d ebemos incorporar la res· 
tricc ión O < 0 < 1 a l proce.: ;,n iento de estimació n .) 

16 

15 

1 
1 

1 4 L__j_ ...J.._....1...._..,__.___.__,.__ ....... · _ _ _l_L_'._L __ 
0 .1 0 .2 0.3 0.4 0 .5 O.o 0 .7 0.8 0 .9 1.0 X 

Fi¡.:ura 11 - 12 

l'o c.kmos utili 7.M otro e nfoque d is tinto para es tim ar los coeficientes de 
( l 1.73) o bservando qu e 

( Y, - ,,) = a (l - .>.) + {3(1 - A)X, +.>.(Y, _ , - ,,_,) 

res u lta formalme n te s im il ar al modelo d e lo s «er ro res en las varia bles» e stu
diado e n la secci ó n 9. 1. Es decit , podemo s considerar E, como un «erro r » e n 
e l que hemos in curr ido a l medir E(Y,), y E, _, como un «error» e n la medición 
de E(Y,_,) , Como suponemos que E es homosccdás tica, la variancia de E, será 
igual a la d e E,_,, Por tanto, podemos u tilizar el método de la regresión pon
derada asignando ponderaciones iguales a todos los errores . Concre tamente, 
podemos minimizar 

(11.90) S = ¿ ,; + ¿ •t-1 =¿[Y, - a( I - .>.) - {3(1 - .>.)X, - .>.e,_iJ2 
' t t 

+ ¿ [Y,-1 - 0, _¡)2, 
t 

~-------..,,~-"'"'"""_"""'_,,,,_""_,,,,.....,-~--.\il!Sl ... _______ _ ..., i!WM ;3P§i!Fffi..;e& ... *¾ ~.., Q.p.w;wc,. ;ce::; - ~ *« *4 '½1,t< 4 , ~ ; .... e u tSU!;:; ; 

\ 

\ 
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en la que 0, _, = E( Y,_ 1), 

respecto de u., (3, A, y cada un a de las 0. Como el primero de los valores co
nocidos de Y es Y,, los suinatorios se ext ienden en tre t = 2 y t = n. Las con
diciones de primer grado para la minimización son 

en las que 

¿(Y, - a0 -{J0 X1 - X0, _1 ) = O, 

' 
¿ X,( Y, - éi0 - ÍioX, - XB,_ 1 ) = O, 

' 
¿ B,_ 1( Y, - éi0 - P0 X, - XB,_,) = O, 

' 

ªo = «(! - Á), 

Po= /J( 1 - Á), 

/ = 2,3, .. . ,n. 

Según la primera condición, tenemos 

. 
\ 

Sustituyendo este resu ltado en las restantes condiciones de primer grado, po
demos eliminar a,¡, y expresar todas las variables en términos de desviaciones 
respecto de sus com:spondientes medias muestrales. Una vez hecho esto, po
demos expresar la última condición en la forma 

en la que 

0; - 1 
A(y; - P0x;) + y;_ , 

1 + x2 

B;_, = B,_ 1 - n ~ 
1 
¿ B,_,, 
' 

y; Y, - Y, 

x; = x, - x, 
= Y,_, - _l_ > Y,_,. 

n-1, 

FORML'' ".C ION Y ESTIMACION DE MODELOS éSPECIALES 681 

Sustituyendo é,_, por_ su valo r en la segu nda y tercera condiciones de primer 
grado, y eliminando '3o, obtenemos 

( 11. 91) 

', ,, , , ] 
[

-.;;' , , ,__ x ,y, ..:...x,y, _ , _ 0 + ¿ Y,Y, - 1 - ¿x;2 - · 

De entre las de s so luci ones d .: ( 11.91) eligiremos el valor de A que minimiza 
S, y tras obtener la soluc ión del podemos calcula r fácilmente los valores es_ti
mados de a, B. y las O. Estas es timac iones son consistentes, pero no necesana
mente as intóticamen te eficien tes.25 

Alteremos ahora la especificación del modelo de las expectativas adap
tables eliminando el supuesto de independencia entre las E indicado por (l l.85) 
e introduciendo a r.ambio 

(11.92) e1 = pe, _ 1 + U 1 , 

con E(,,. ,u,) = O, 

u, ... l\ 't {) , ,,~ ) . 

y 

~ . , . ,: · ,: ¡," ,·n ¡'r i1 nn lu;::, r c.¡u c , en e l C.JSO especial en que p = A, el pro
blrn 1. 1 ,k l;i csii rn :,c i<'.,n de los cocíicicntes de (11.73) se sim pli fica cxtraordina
ri :1mc111 ·~- La ra zL, n de e ll o es que, en este caso, la perturba ción «transforma
cfa» TJ, es igual a u,, o sea que no es autorregn:siva y no está corn: lac ionada con 
Y, _,, En estas circunstancias, la aplicación del método de los mínimos cuadra
dos ordi nar ios a (11.73) produce estimaciones que poseen todas las propieda
des asintó ti cas deseables. Naturalmente , el supuesto eje que las TJ son indepen
dientes entre sí resu lta muy res tri ctivo y, lamenta blemente, no podemos con-

25. El método de la regresión ponderada para la estimac ión de los parámetros de los 
,-,.,,!dos con ret ardos di stribuidos fue propuesto y desarrollado por Klcin ( 1958), op. cit. 
l~ relación entre este método y el de la máxima verosimilitud aparece en el apéndice 
~ , •rticulo. Ver también , T. Amemiya y W . A. Fullcr, «A Comparative Study of J\lter-
• . .:.,c Estimators in a Distributed Lag Model», Econometrica, vol. 35, julio-octubre 1967, 
;,; ',J<)-29. 
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t ra starlo mcdi a 11 1c la co ntra stac ió :1 de Dmbi11- \\lat 50 11 , y:i qu e es ta t'!ltinrn no es 
apli c:1b le a este ca so. T eórica mente. la afirmac ión de qu e p = \ es difíc il ck 
justifi ca r. 

Cuando ). ?" ::;. e l probl ema de la c:s timac10 11 ele los codici en tes de ( 11.73) 
baj o el supu eslo ( 11 .92) rcsu l1;1 más comp li cado. Como suced ía tambié n e n 
el caso en que: las E era n in depc nc.li cnl es , las es tim ac iones m inimocuadr;í tic;i s 
ordinari as son in con siste n tes y tenemos que utili za r mé1odos de es timación 
a lte rn a ti vos. De nuevo. e l p roced im iento mús sencillo para o bt ener es timacio
nes consis tentes es el métoJo de las rnriables instrumentales. Alt ern a ti vam ente, 
podemos utilizar e l p r inci pio d e la máx im a veros imili tud obteniendo estimado
res maximoverosímiles d e los pa rámet ros d e ( 1 J .73) y ( 1 1.92), en cuyo caso 
escribiremos de nu evo la ecuación ( J J .73) en la forma 

y 

E( Y,) = a( l 

pE(Y,_,) = a(l 

.\) + {3(1 - A)X, + AE( Y, _1 ) 

A)p + {3( 1 - A)pX, _1 + .\pE(Y,_ 2). 

Restando la segunda expresión d e la primera, obtenemos 

(11.93) E(Y,) - pE(Y,_ 1 ) = a(I - A)( I - p) + {3(1 - A)(X, - pX,_,) 

+ .\[E(Y,_,) - pE(Y, _2)] 

a(I - ,\)(1 - p)(I + ,\ + .\ 2 + ··· + A'- 1
) 

+ {3(1 - A)((X, - pX, _1 ) + A(X,_ 1 - pX,-2) 

+ .. . + N - 1(X1 - pX0)] 

+ .\'[E(Y0 ) - pE(L,)]. 

Utilizando ahora ( J J .92) e introduciendo una notación abreviada, podemos es
cri bi r (l 1.93) en la forma 

( 11.93a) (Y, - pY,_,) =a*+ f3 0 W,<' · P> + 80 .\' + u,, 

en la que 

W.c' ·º> = (X, - pX, _1) + .\(X,_ 1 - pX, _2) + · · · + N - 2(X2 - pX¡) + N - 'X ,. 

a* = a(I 

/3 0 = f3( 1 

p), 

,\). 

S0 = E(Y0 ) - p/:'( Y _,) a • 
fl nPXn 
- .-\- · 
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J. 11 <a so de co noce r lus v.i lo rcs de A. y p. la ecuac1o n ( l l .9 la) se ría una ecua
ción lineal de reg res iún m úl ti p le con dos vari a bl es expl ica tivas, iv,r>. P> y ).,,1 , 

,\ or111a l111 cnte, 110 conoce r..: mos es tos va1o res y, en ta l caso , pod..: m os es ta
bkce r la fun c ió n e.l e veros i111ilitud para r',, Y.1, ... , Y,, (condi c io nada a Y1) en 
la forma 

(11.94) L 
n - 1 

- -
2
- log {2rta~) 

- ')' [Y Y a * 2,,.~ ,7':i ' - p t - ¡ -

La ma ximi zació n de L respct: to de a.• , P,o. 6,, , A. y p, cqui rn le a minimizar 

S ' ' · o> 

respecto a los mi smos p,1rúm..:1ros . Co 1110 sabe mos que OS ),< 1 y - 1 < p < l. 
podc 111 os tom a r d is1in to' pares ele va lo n:s A. y p y calc ular las cs 1i111acioncs de 
a ''' , P,0 • y 60 t:o rrcspL1n d1 c ntes a cada un o de ..: s tos pa res. De entre tocios estos 
resul tados elig in: mos el conjunto de val o res de los pa r,i mct ros que produzcan 
el valor más peq ueño de se '>-. P1. Las est imaciones de a, P,. A, y p obtcnic.las e.le 
esta fo rma se rán as intó ti ca mentc e fic ientes y sus variancias .Jsintóticas pueden 
ca lcularse med ia nte la corres pond icn1 c matriz de info rm.i ci..Sn. 

[ JE ~1PLO Zl'lln cr y G t:i,t· I :,, h ~111 apl 1,::u..fn L"'1f n-11.:_. llh,ln al n1l,dt.: ll, <le con,uino 
pre~cntado en el \:¡.:n 1p ltl Jlll t: ril ,r. ut il1/ .;., n d 1..., <:I n1 i,n1n c0n1unto de oh"ervaci ones. 
Lo"' n.·,ulf.1J, ,,, ohtcn1dl , , q ,n 

¡1 "' 1) 94. 
(0.46) 

X = o.66, 
(0.085) 

~ = 0.69. 
(0.076) 

Lis cifras entre pa réntesis son los e rrores sta nda rd as iht ó ticos estimados . 
tados muestran que la es timac ión de ).,_ es muy parecida a Ja de P- ¡0 que 
<n este caso el. supuesto de que A. = p puede resultar bastante adec ua do . 

Los resul 
indica que 

Pa_sc1~os ahora a la es timación de los parámetros de una rel ac ión con retar
' <l1strtbu1dos en forma geométrica , generada por µn mecanismo de aiuste 

~6 . Op. cit. 

.Q@( * cuw.;:;;.c ew es,:;:, . .., pe e:::: 

1 
1 

l ¡: 

' '. 
¡ ' 

¡ 
: ' 

i' 

~ . 

- · :"'11: 
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purciul (o (k ¡1cr.,i.\1c1ic' i<1 de li,i/1itm ). l:.stc tipo de rcla c iún se pn:,c ntó en J;¡ 

ecuación ( 11. 78) c11 la for111a 

Y, =«y+ f3yX, + (1 - y) Y, .. 1 + [,. 

en la que s, es una variable aleator ia que se di s tribuye no rma lm ente con me
di:1 cero y va ri anc ia O''. La espec ifi cac ió n de l mode lo de :1jus te parc ia l no intro
duce ni nguna otra 1e,tricciún acerca de ~, . lo qu e hace que la es timac ión sea 
mucho más fácil que en e l caso del mode lo de las expectativas adaptab les. Si 
podemos suponer que E(s,, ~.) = O para todos los valores de t ""' s, podemos 
ut ili za r e l mé todo de los mínimos cuadrados ordinarios obtenie ndo est ima
ciones cons istentes y asintót ica rncntc e fi cientes de los parámetros de ( 11.78). 
Por otra parte, s i s, sigue un esquema autorregresivo de primer orden, es 
deci r . si 

(11.95) t, = pf,-1 + u,, 

en la que O, 

11, N(O,rJ~), 

y 

la aplicación de l método de los mínim os cuadrados o rdin ar ios a la ecuac1on 
( 11 .78) produciría estimaciones incon siste ntes. En es te caso, pod emos ut ilizar 
una tran sformaci ó n de ( 11.78) que e limina s, y toma la forma 

(11.96) (Y, - pY, _1 ) = ay(I - p) + f3y(X, - pX,_ 1) 

+ ( 1 - y)( Y, _ 1 - p Y, _ 2 ) + u, . 

La s es timaciones maximovcrosímiles de rJ., (3, y, y p (condicionadas a Y1) se 
pueden obtener ma ~imi zando 

(11.97) L _n; 1 log(2Tta~) - - :i [(Y, - pY,-1) - ay(! - p) 
2aet:::2 

respecto a los parámetros d esco nocid os. Las estimaciones resultantes poseer.in 
todas las propiedades asintóticas dcscables .27 

27. Ver ;'.1alinvaud. op. cit .. p. 46'L P:ira la contras tac ió n de la h ir,úlc!.!' ~ ! ~ qco: ~ 
nocs :1utorrcprc~iv:1. ver l . Our hin. «Tc "' tinp fo r Se ri al CorrcL:ttion in Lc.1q "-. ,p:.ire , ~"ó' "

1 

!.ion \\'h~n Sum e of 1h.: R. q.- rrs,;ors Ar:.: l. ;ir~cd D cpcnJcn t \ '~1 r1 :1Hc, • . / • 1'"1
· · - · , : · - ~ 

vol. 3~. m=.'io ¡q:- o. rr - -' I0-~1 . 
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Retardos de l':iscal 

En a lgu nos casos. los mode los co n retardos di stribuidos en los que b s po nde
rnc iDncs d ec recen gco mc't ri G1mc 11 tc a p:,rti r de l períudu ;il'lua l pueden 11 0 se r 
to talm ente adec uados. Por ejemp lo , c 11 los mode lo s que rc lnc io1wn los gas tos 
cor ri e ntes el e c:1p it:1 l con las con , ignacionc, de capita l recib id :1 s en e l período 
actual y en los periodos an ter iores , es mu c ho m:'1 s razonable supu ne r c¡uc las 
pondcr::ei oncs correspo ndi ent es a las cons ig11,1<.:i o nes de lo pe ríodo 1, 1 - 1, 
t - 2 , . ... crecerían en primer l11 g:1r. di sminu\·e 1Hlu dc ,pu0s. en IL1 g:1r de dis
minuir desde e l p ri ncipio. E:, ta forma de di stribución de los retardos puede 
deno minarse distrib11ciú1 , de lo s retardos en fonw de V i111 ·enida y puede for
mul a rse mediante va ri os procedimientos distintos. Una posibilidad consiste en 
utili za r la lla mad a distribución de retardos de !'asca/, que pue de definirse de 
la forma s igui ente: en primer lu ga r, escribiremos de nuevo ( 11.68) como 

(11.68a) Y, a+ f3(w 0 X, + w,X,_, + w 2 X,_ 2 + .. ,)+e,. 

en la que E, es una per tu rbac i,í n que se di s tribuv,· no rmalme nt e co n rncJia cero 
y variancia a-2 . Lis rc)lldcraciones cc, rr c, pnnd icntcs al modc·lu de los retardos 
d e Pa scal se cxprcs :1n ...:nton..:c " e n la fu rrna 

( 1 • r ( i ·•· r -· 1 ) ' - ---- --- ( 1 - .\)' ,I' 
t '( r -- 1) 1 

(i º· 1, 2, ... ), 

en la que r cs un n t', mcro c ntcro pos1t1vo, y ). es un parámetro que debemos 
estimar. La ccu.ició11 de rcg rc sión se convierte en 

( 11.98) Y, a + /3( 1 ,\)'[X ,\X r(r + 1) ,\2 , + r , - 1 + --
2
- 1 - X,_ 2 + · · · J + e,. 

' < 

Uhsávese que cuando r = 1 tenemos w, = ( 1 - ).)).', lo que significa que 
l., Ji:,trib ución de Pascal se reduce a la distribución con retardos geom étricos. 
l' ·.1.rndo los valores de r. son mayores que la unidad, podemos obtener las 

i; 
' 

¡ 
. ' 

•,. 

\ 

\ 



. 
' 

586 ELEMENTOS DE ECONOMETRIA 

distribuciones con reta rdos en forma de Y in ver tida. La figu ra 11-13 presenta 
la di stribución de la s ponderaciones para distintos valor..:s de r cuando). = 0 ,6 . 

o 2 3 4 6 7 8 9 i Retard o 

Figura 11-U 

En el caso del mode lo d e los retardos de Pascal. la es1imac ión de los pará
met ros resulta más com pli cada que en el modelo con re ta rd os geoml5tricos. Por 
ejemplo, consideremos el caso en que r = 2. La relac ión co n retardos de 
Pasca l es 

(11.99) Y,= a+ ,B( I - A) 2(X, + 2,\X, _1 + 3A2 X,_ 2 + · · ·) + ,,. 

Pode mos simplificar esta ecuación efec tuando la transformación siguiente: retar
demos (11.99) un periodo y multipliquemos ambos lados por - 2A, con lo que 
obtendremos 

(11.99a) -2A Y,_ 1 -2aA + ,B( I - A) 2(-2AX,_ 1 - 4A2 X,_ 2 

- 6A3 X,_ 3 - • • · ) - 2A,, _ 1 • 

A continuación, retardemos ( 11 .99) dos períodos y multipliquemos por )_:_ El 
resultado es 

(11.99b) 

+ 3,\ 'Y,_ , + .. -) + ,\ 2 , , . , . 
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:-," 111 ;1 11d o ahora (11.99 ), (1 1.99a) y (11 .99 b) . obtendremos 

1
11 . lllU) Y,= a( I - ,\) 2 + ¡'l( I - A) 2 X, + 2,\Y, _ , - .\2 Y, _ 2 + r¡, . 

en la 4ue r¡, = ,, - 2Ac ,_ 1 + A2
,,_ 2 . 

La cs ti111 ac ió n d..: ( 11.100) po r el método dc los minimos cu:idr:idos o rdin arios 
p roduce est imac io nes inconsi s te nt es y;,i qu e 11, es a u torrcg r..: siv:i. Para obtener 
cs 1i111:i c io11..:s con s is t..:nt ..:s. pod..: mos utili zar e l 111 ,;/0,/u de las 1·,1riablc~ i11s/ru-
111 e11 tales. Como la ecuación ( 11 . 100) es tá supc rid cntificada , la esc ribiremos 

de nu evo e n la fo rm a 

( 11. I OOa) 

en la que 

r,* ªo + ,Bo X, + Yo Y,*_ 1 + r¡,, 

Y,* Y, - .\Y, _1 • 

Y,*_ 1 Y, - 1 - ,\ Y, - 2 • 

a 0 = a ( I 

,B0 = ,B( 1 

Yo= A. 

,\)2' 

,\)2' 

¡\ continuació n, uti!iz¡¡rc mos co1110 va riable s in s1ru111cnt :d.: s p;i,-a X, e }'",-1, 

Z, , '" \" , ,. /. ,, -- .\ , ,. 

v l ,, !,: t:!.: : , -r, :,, ,. l.1 , .__ . . 1i 1n .1L i, •n t.:' Lk r, '~ : ~:' n ·n l' , pt •rHl il.·nt:...:s u los di s tintos 
·, .1 .,· · ,·- 1 . :..:n1; .: Ll .. ! . l h· i...ntri..· tt 1d1•:,. i...· :- \u" rL' '- l1 lt :._1<l u~ elc g. ir~n1os el conjunto 
! ,· ., .1 :1 : l 1 : ,,· !. --. p .i1 .tt11;.: t r;,,.,, 1..· 11 ,.,_.¡ cu, t! ~;' n ¡.; ~ igu~l. o apn.Jxiinadamcntc igual, a A. 

I .;, ,·, u. ,, i(- 11 , 1 1 . 1 UU) pud ria cs l i 111 a rsc tam bil5n por el método de la máxima 
1-cro ,i111iliwcl. Ohs<: r •; cs ..: qu e la podemos esc ribir en la forma 

(Y, - ,,) = «(I - .\) 2 + ,B( I - .\)2 X, + 2.\(Y,_, - e1 _ 1 ) - A2(Y,_ 2 - ,, _ 2), 

o 

E(Y,) = a 0 + ,B0 X, + 2AE(Y, _1 ) - A2 E(Y1 _ 2}. 

Sin embargo, como 

E(Y,_,) = a 0 + ,B0 X, _1 + 2,\E(Y, _2 ) - .\
2 E(Y,_ 3), 

E(Y, _2 ) = a 0 + ,B0 X, _2 + 2>-E(Y,_ 3 ) 

'. 
¡ 
¡ 

f . 

í 

I 1 

i 

; ,e:-~~ ·'"· .,., ...,.,"!!S<""'*"'""'" ........ ~.lb"'·"'" "'®"'º""*-Pl"" ... -""~""."'··."'·""'""''*""""'""'·"'!}il! .. _..,_k..,& .... 6/',.,-
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podemos esc ribir ta m bi én 

(I 1.101) 

Además, 

E( Y,) = a 0 (1 + 2A + 3,\2 + ... + r ,V - ' ) 

+ /30(X, + 2,\X, _, + 3A2X,_ 2 + · · · + 1N - 1 X1 ) 

+ (t + l )A'E( Y0 ) - tN + ' E( Y_, ) . 

a0(1 + 2,\ + 3A 2 + · · · + 1,V - 1
) ~(I + ,\ + A2 +· · ·+ N - 1 

- tN) 
1 - ,\ 

= a( I - N) - a( I - ,\)/,\'. 

Por tanto, podemos esc ri b ir la ecuación (11.101) en fa form a 

( 11.1 01 a) 

en la que 

Y, = a + /30 W!,? + S0 ,\
1 + rf, 0 1,\' + ,, 

W4t> = X,+ 2AX,_, + 3A2 X, _2 +· ·· + 1N -- 1 X 1 , 

/30 = /3( 1 - ,\ )2, 

Óo E(Y0) - a, 

fo E(Yo) - ,\E(Y _,) - a( I - ,\). 

En ca so de conocer A, la ec uación ( 11 . 1 O 1 a) se ría una ecuac1on de regres10n 
linea l con tres rcgn.:son:s: IV,,'u. ).' y IA'. Naturalmente , la m ayor pa rte de 
los veces no se conoce e l valo r de A. Si suponemos que las E son independientes 
entre sí, podemos obtene r b s esti maciones maximovcrosímiles Je los pa ráme
tros desconoc id os m inimi zando 

S ( A) = i ( Y, - O: - /3o w;t' - ºº"' - fo l N)
2 

! :::e l 

respecto de rx. (3o. o0 y ef, 0 para di sti ntos valores <l e A comprend idos entre O y 1. 
, La s es ti maciones maximov.: ros ímiles de los parümctros serán los va lores que 

: prod uzc:rn e l valor más pequciio de Sº·'. y segím los supues tos e fectu ados. ]¡i s 
estimaciones de a. P, y A poseerá n todas las propiedades asintóticas desi.:abks . 
En e l caso en que las E siguen un esq uema autorregresivo de primer 0rJ , n. 
podemos transforma r ( 11.1 00) en 

E(Y,) - pE(Y, _ ,) = a 0( I - r) + /30(X, - pX, _1) 

+2.\[E(Y, _,)- pE(Y, . 2 ) ]-,\2 [{."(Y, _,)-rl:(f, ,1J • "• 

y proccd~ r a ,cH11inu :...: iiin C'-'llh> h,mo~ h,dic, ,: n (1 1 'l Jl , . 1tl ,i 1.1 l 
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f " ro rm.i J e rcsol,•c r e l problema de la cs ti111 ,1c ión de lus parámctnJs en 
t:11 muJ c lo de reta rd os de Pasca l C' n i.:I que r = 3 , 4, etc., se r ía s imilar a l caso 
en que r = 2. N,1turalmc11tc, a l Jurnentar es te va lo r au m en ta tambié n el g rado 
Je co mplcjidaJ J e la es timac ión. S i e l va lo r de r no se puede supo ner a priori, 
ic ncmos que ca lcu lJ r el valor dti la func ió n ele ve rosim ilitud para cada valor 
de r y eleg ir clcspués de entre es tos va lo res e l que produzca un m .íx imo en 
la fu nc ión Je verosim ilitud . ;\unquc en p rin c ipio no ex is te ninguna dificultad 
i.:11 cstc pruccdi111i c11to. su rL:ali zación pr,ic tic a es mu y complicada y puede no 
se r po, iblc. 

Podc mos a111pliar la transformac ión de la relación de los re ta re.l os de Pascal 
p rcsi.:r.ta<la en la ecuac ión ( 11 .1 00) para e l caso e n que r = 2, a todos los 
va lores de r enteros y no n~gat ivos en la fo rma s igui e nte: 

(11.102) Y,+ (~) (- ,\) 1 Y,_ 1 + (;)( -A)2 Y,_ 2 + ·· ·+ ()- .\)' Y,_, 
= o:( 1 - ,\)' + ¡.3( 1 - A)'X, +Et+ (~)(- ,\)'e, _1 + · · · + C)(-A)'r, _,. 

Obsé r vese que en la ceuae1on ( 1 1.102) todos los codic ien tes de los valores ac
tu a les y ret ard ados Je Y (y E) presentan la res tricci ó n de ~cr funciones concre
tas de A. Si genera lizamos la forma J e ( 11 . 102) climi n:rndo csia rc~ tricción, 
ob tenemos 

l ., ,, :;.,, ;,., , 1 1 1 . l l) l ¡ ¡q,·- ,·n1 ;, e l llam:idu 11 10</el o con re tardos di stribuiJos 
r.:, ·,, ·,; .,i,·, i,1 , .-, ,, fu c· idu r' u r lu r,:cn , 0 11 .' · Este moJclo podría es timarse de fo rma 
~illli lar ;, l;i u1ili1.,,Ja en e l ca so Jel modelo con retardos J e Pascal. 

l..i compkj iJ.iJ ckl problema de la estimación en el caso ge nera l de los 
mode los con re tardos en forma de V invertida h a llegado a la búsqueda <le 
formulaciones más s impl es. Podemos obte ner un a de estas s implificaciones s i 
suponemos que las po nderacion.::s asignad as a los valores de X,, X, _,, . .. . al
canzan un máximo en uno de los (h - 1) períodos anteriores declinando des-

28 . D. W. Jorgcnson , ~Rational Distributcd Lag Functions• , Economctrica, vol. 34, 
'. S •;ro 1966, pp. 135-49. 
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(11.72) con un ret a rd o de un pe ríodo, multiplicamos ambos la cios de la ecua 
ci ón po ~ ). y res tarnos el rcsulta c.l o de la ecuación o ri gin ..1 1 ( 1 1.72) , obtenemos 

(11.73) Y,= «( l - A)+ /3( 1 - A)X, +A Y,_,+ r¡, 

en la que 

En a lgunas ocas iones, el moc.lelo de las ex pectativas ada pt;ibles se fo rmula 
de fo rma algo di sti nta. En este caso , se mant iene la fo rma de la relaci ón indi
cada en ( 11 .70), pero el proceso de formación de las expectativas se postula 

en la forma 

(11.74) 
X,* - X,*.

1 
= (l - A)(X,_ 1 - X;"_1), 

en la que, nuevamente, 

La ecuación (11.74) se c.li sti ngue de la (11.71) por el hecho de que X, se sus
tituye por X, - 1. Este tipo de formulación sería el adecuado en el caso de que 
X, no se conozca por adelantado, de form a que las expectativas tienen que 
revisarse comparando x•, - 1 con X, .. 1 que constituye la información más re
ciente que di sponemos acerca de X. La ecuación (11.74) puede escribirse tam

bién en la forma 

(11 .74a) X,*= (1 - ,\)X, _ 1 + AX,*_, , 

lo que, a su vez, implica que 

(11.74b) X,*= (l - A)(X,_ 1 + AX,_ 2 + A2 X, _3 + · · ·). 

Sustituyendo x,• por su valor según la ecuación (11.74) en (11.70), y aplicando 
la transformación de Koyck a este resultado, obtenemos 

(11.75) Y, = a( l - A)+ ,8(1 - A)X, _ , +AY, _,+ r¡,, 

en la que r¡, = ,, - A,,_,. 

La única dife rencia entre (11.73) y (11.75) es que en esta últim 3 ccu:1c i6 n ~e 
ha sus tituido X, por X, _,, y este cambio no a fecta pa ra nada al prob km3 de 

la es timac ión de los parámetros de b regresión. 
Una racionali zación alternativa de los retardos geométricos es la corr, , 1"

1
n· 

diente a los modelos de ajuste parcial o de persistencia d e húbitos. Suf"' n,:., · 
mos que el nivel deseado dc Y en el momento l . al que llam arcmo5 r. ·. ,·icnc-

.. ·---·---------· --··--------'""--
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· ._¡,, ¡,o r una func ió n lin eal de un:1 var iable c:-- pli ca ti v::i X, y un térm in o de 
;·,·:·tu rba c iún E,,: es decir: 

( 11.76) Y,* = a + /3 X, + ,11 • 

l'u r ej L' n1pl o. e l nive l med io de cx is tc nc i:i s d..: scado por un:1 empresa puede se r 
1111:1 !unció n li nea l d,: las vcntils ( recué rdese e l «mode lo de ajus te de inven
tarios» de la secc ión 11.2). o e l ni ve l m edio deseado de co ns.umo p uede se r 
función linea l e.le la r iqueza. Los vaiorcs de Y " no son direc tame nte observa
bles , pero supon emos que se intenta igu alar e l ni ve l rea l de Y a es te ni vel 
deseado y que este illlcnto sólo cons igue un éxito parcial en ca da período. Los 
motivos por los cua les no se a lcanza un aj uste completo de Y a Y " en un solo 
período pueden ser muy distintos y pueden inc luir limitaciones de carácte r 
tecno lógico , rig ideces in s titu c io nales, persistencia de h áb itos . etc . . . 22 La rela
c ió n en tre el nive l rea l y e l nive l deseado d e Y puede especificarse en la forma 
s iguiente: 

(11.77) Y, - Y,_ 1 = y( Y,* - Y, 

en la que 

Y E,, es una perturbación aleatoria. El coeficiente y se d enomina «coeficiente 
de ajuste», ya que indi ca e l porcentaje dd a juste e.le Y a Y•. De spejando Y,• 
en la ecuación ( 11 . 77), obtenemos 

( 11 .77':J) 
1 y - 1 Y,* = - )-', + --- >"r - 1 - - lr'l, y . y y 

S11 ~titu,·,·ndo Y ,• por su valor sc1'ÚI'. la ecuación (11 .77 a) e n (11.76) , obtenemos 

( 11 . 78) }', =«y+ f3yX, + (1 - y)Y, _1 + f,, 

en la que f, = Y'11 + •12· 

La ecuación ( 11 . 78 ) es formalm ente igual a la ec uación (11 .73) que representa 
el model_~ de las expectativas a daptables ¡presen t¿i do en (11 .75), sa lvo por lo 
perturbacton d e ( 11 .73) está generado por acontecimientos correspondientes al 

• 22 - Puede verse una explicación formulad a con mayor precisió n en un contexto con· 
'- «o en Z G ·¡· h o· ·b d L P ,;. · n 1c es, • 1stn ute ags : A Survcy•, Econometrica, vol. 35, enero ¡ 967 , 
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per íodo presente y al ;.1111crio r . Obsé rvese también (]lle ( 11 .78) describe un 
re ta rdo geométri co de la forma 

(11.78a) Y, = a+ Jly [ X , + (l - y)X, _1 + ( l - y)2 X, - 2 + · · ·] + (,, 

en la que ,, = t, + ( ! - y)t,-1 + ( 1 - y)2f,- 2 +· . . 

Com o ocurría en el c;iso de l modelo de las expec tativa s ad:ipt ab lcs. e l 
modelo el e ajuste parcial se formula a veres dL: forma que el re tardo geométrico 
empieza a part ir de l término X, . 1 en lu ga r de X,. Esta formulnción se ob tie ne 
especificando el proceso de aju ste en la mi sma fo rma que ( 11.77), pero expre
sando la ob tención del nivel deseado de Y en la for ma 

( 11.79) Y,*= a+ JlX, _, + •,1, 

En esta fo rmul ac ión. el nivel deseado de Y en el pe ríodo ac tual depend e del 
ni vel de X en el período precedente. Sustitu ye ndo Y,* por su va lor según la 
ecuación (11.77a) en ( 11.79), y reo rdenando los térmi nos, obtenemos 

( 11.80) Y,= ay+ f3yX,_ 1 + ( 1 - y)Y, _ , + f, 

en la que 

Nucvamt:'n te , la ecuac1on ( 11 .80) es fo rm almente igual a la vers1un a lterna tiva 
del model o de las expec lativa s adaptables presentado en (11.75). sa lvo por lo 
que se refiere a la especificació n de l término de per turbación. Desde el punto 
de vista de la estimación de los parámetros de la reg resión, la ecuación ( 11 .80) 
presenta las mi smas carac terísticas que la ( 11.78) . 

Como nota de interés. seiial emos que el modelo d.: las expectat ivas adapta
bles y el modelo cid aju ste parcia l pu¡;Jen combinarse e n un modelo con retar
dos geométricos compuestos . Si comparamos la ecuación (11.70? del mod_e!o 
de las expec ta ti vas adaptables con la ( 11 .76) del modelo de a¡uste pa rcial , 
podemos ver que cada una ele e ll as rep resenta una modificación inmediata del 

:modelo de regresión simple 

Y, = a + JlX, + E1 • 

En el modelo de expectativas adaptables, sustituimos X, por su valor «espera · 
do» x,•, y en el modelo del ajus te parcial, sustituimos Y, por su valo r .dc so · 
do» y,•. Combinando las dos especificaciones, tenemos 

( 11.8 Ii y 1• = a + f3X ,* + •11 • 
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- 1,1 ; ig,11fica qu.: e l val o r medio deseado de \' es fun ción li nea l de l valor espe
r.,,10 de X . Para COlllplctar el mode lo tenemos que espec ificar la fo rma en que 
sup" ncmos qu e se determ in an los va lores nu o bserva bl es X,• e Y,' . Suponemos 
qu e: X,* se de te rm in a por medi o ele la ec uac ió n ( 11 .7 1 b) del modelo de ex
pec ta tiva s adaptabl es , P1i entras que Y /· se determina por ( 11 .77a) del mode lo 
del ajus te p.:,rcial. Efectuan do las sustituc iones adecuad.is en la ecuac ión ( 11 .8 1 ), 
obtenemos 

( 11 82) Y, ay+ Jly( 1 - A)(X, +A X, _, + A2 X, _ 2 + · · ·) + ( 1 - y) Y,_ 1 + f,, 

e n la que f, = YE¡¡ + ' 12• 

l'ode lll os s implifi car la ecu ac ió n ( 11 ,82) uti li za ndo la t ra nsformac ión d e Koyck, 
de modo que 

( 11.83) Y, = ay(I - ,\) +Jly(I -,\)X, + [(1 -y)+,\] Y, _, -( 1 -y),\ Y,_, +w,, 

en la que w 1 = t, - Af,_,. 

Obsérvese que, por analogía con ( 1 1. 78a). la ecuació n ( 11 .83 ) puede esc rib irse 
en la forma 

( 11.83a) 

en In que 

Y, ce+ fiy [ X,"' + (1 - ,,)x,•_, + (1 -y) 1 X,*_, + .. ·] + {,, 

{, º <, ..i. ( 1 -·· ¡,)!, . , + (1 - ¡,) ' ( , _, ., .... 

f) ,: ;1 . 111 i q11t· e! 111 , 1\k l., ,.__: d ·~'lll •fl 1ir 1..: n~, 1 d1.:lo cc• n n.:L1r du.:, ft 'l, rn é tr ico c:; co n,pucs~ 
' •

1
••• lt, ' 1..

1·1.: l i._-i 1· n1._ .. , ,l l' r1 'f ! l"-.. i1j1~ d ,: (11 .~_\a) ~igucn una prog re sión gcorn é tr ica , 
r11 i 1...· ;lfr. :·- q11 c ,.: .i d .1 unu d\..' L.1!'> \ ·a!P1t· ~ ,\ l' , . A ... , 1. ~V*, 2, • •• , ~~ un ::1 n1edia pan
de:, :id~ Je: lus ,·,,l u rc , p rc:v i,is , !,:: X. e n la qu e las po nde racio nes sig:.ien tamb ién 
un a pru¡: rc: s i,i 11 geométr ica. Cuando y = 1, e l modelo se reduce al caso puro 
de e~pec tauvas aJaptablc s, mientras qu e , s i A= O, nos encontramos con cJ 
modelo puro de aju ste parcial. S i y = 1 y además A = O, nos ha llarnos de nue
vo en e l caso del mode lo de regresión silllple . 

Antes d e pasa r a l prL , lema de la est imac ió n de los coefi cien tes de regresión 
de los mode los con re ta rdos geométricos. deberíamos considera r la formulación 
de los modcl?s ~n los qu e los re tardos di s trib uidos aparecen en má s de una 
1
·ari ab le explicativa. Concretamente, conside remos un modelo con dós varia
bles ,explicativas, X y Z, cada una de la s cuales ejerce su efec to sobre E(Y,) a 
tr:,vcs de una estructura de retardos dis tribuidos en forma geométrica : 

<11 .84) Y,= a+ /30(X1 + AX,_ 1 + A2 X,-2 + · · ·) 

+ S0(Z, + µ.Z,_ 1 + µ. 2Z,_ 2 + · · ·) + ~,. 

µse 4#MI ; ~ .o ! A 

s-

t . 
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en la que y 

Po r ejemp lo . la ckmanda d e din ero puede depe nder de la re nta <<pcrnrnnentc ». 
y de un tipo d e interés «es perad o» . La ec.:uaci ó n ( J 1.84) pu ede red ucirse a un a 
forma m,ís ma nejab le opl ic,rndo la tr,m s rül'ma c ió n d e Koyck d os veces conse
cutiv as. En p ri mer luga r. rct;1rd;,mos un período ( 1 J .84) , 111ul1ip lic;rndo des pués 
ambos lados po r A y dc:dt1 c ic:ndo la ecuac ió n resu lt a nte de la ( J J .84) en su 
forma original. Con es to ob tene mos 

( 11 .84a) Y,= a(I - ,\) + ,\ Y1_ 1 + 8o[Z 1 + (¡L - ,\)Z, _, + ¡,(¡, - A)Z1 _ 2 

+ µ 2 (¡1, - ,\ )Z, - a + · · · ] + f3o X, + ,, - A,, - 1 • 

A eontinu;ieión. retardamos ( 11 .84a) un período . multip lica mos ambos lados 
porµ y restamos la ec.:uac ión resu lta nte de la ( 11 .84a). E l resultado es 

(11.84b) Y, = a(I - t\)( J - µ) + (,\ + f<)Y, _1 - Af,Y, _2 

en la que 

que es una ec u ,,ción el e rcgrc, ,on con se is reg resares (adem ás del té rmin o cons
tan te). Como pu ede \·c rse. podríam os m;in cjar modelos con cua lquier núme ro 
de retard os di stri buidos, med iant e un p rocedimi e nto s imil a r. 

Cons ide remos ahora la esti m ació n de los parámet ros d e u n modelo con 
reta rdos di s tri buidos geom.:tricamcntc. 

Y,= a+ f3o(X, + AX, _ 1 + t\ 2 X, _ 2 + . . ·) + ,, , 

en e l que E, es un a variable ale.:ito ria no rnwl con media cero y varia nc ia rr. 
Supongamus. ackmá s . qu e la re lac ión ha sido ge ne rada po r un m eca ni smo de 
expectati l'as adaptables como e l descr ito por las ec uaciones ( 11 .70) y ( 1 !.7 J) . 

La estimación de los pa r[imctros ele este mcdcio depend e d e si suponemos que 
.' las E son mutuamente in d e pendientes o d.:: s i no efectuamos dicho supuesto. 
' Considcraretnos en prin1er iuga r el caso en que las perturbaciones son indcpc n· 

dientes e ntre sí, es decir, suponemos que dichas perturbac io nes se di stribuyen 
norma lmente y que 

( I 1.85) E(c1c,) = O (t 'F s). 

Evidentemente. el modelo con retardos di st ri buidos no res ulta nd .:..:u :,du i' ·"·' 
la .: stimac ió n en su forma origi nal. ya 4uc inco rpo ra un númno ini in:11 • J.: " 

"z ., l A& t 
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¡· ,.: , ,, re s . Sin embargo . aplicando la transformació n de Koyck, pode mos escribir 

Y, u( I. - ,\) + {3( 1 - ,\ )X, + ,\ Y,- 1 + 7/t , 

Y, ªº + f3o X, + ,\}', _ ¡ + .,,,, 

c·n la que ªº a( I ,\), 

f3o /3( 1 ,\), 

y .,,, =cr-Act - 1· 

Es ta ccu.ici <,11 es la p r,:se nt:,Ja ;m t,:rionn c ntc e n ( 11 .73) . Su for ma es re lat iva
mente s im p le . pcw esta s irnplifi c .ición no se ha con seguido s in nin g ún cos te. 
E l incon veni.::nte de la ecuación ( 11 .73) es que e l « nue vo » t.: rmi no de pertur
bac ió n T), cs tú corn: laci o nado co n }1, .. 1, que es aho ra u na de las variables ex

plicativas. Concre ta mente . 

E(71 1 Y, _ 1 ) E (c, - Ac1 _ 1)[a + f3(X, _ , + t\X,-2 + · · ·) + c,_,J 

-Aa 2
• 

Es to s ig nifica q ue las es tim ac io nes minimocuadr,íticas o rdin :i ri as de los coe
fici e nt es d e ( l 1.7 3) so n incon sistentes (véase J:i secc ión 8. >) y , po r tanto, te

nemos que acudir a otros métodos de e s tima c ión. 
C ua ndo e fec tu amos e l supu es to c ~pccilic:,do en ( 11 .85). po d e mos obtener 

cst im as io nes cons i'1 cnt cs d.: le>s coc· lic ic:nlcs ck ( 11 .731 por vuri os p roced im ien
tos di s ti111 0, . U 111 :ís s,· 11 L·il lu c· s q ui1,i , ,: J 111<:tudo ele /, ,., 1·uriuhles in .\/rumen
tales. ,·,puc., I<> ya p rn i:imcntc· c·n r,:1:,c iún c 1J11 k •s m udc lus Je «crro n:s e n la s 
Y:11·i:i bl,· , .. d,· l:i , ..: cc:i i• n '1. I . C u 1110 la c:c u :i c iú n ( 1 1.7> ) inc luye cl <.1s v:iriab les 
<.:'. p li,·.,r i ., " ' · kn ,: 11 1c·,, que h:,11: , r dos , .i r i:i bks in st rume nta les , z, y Z, . Es tas 
\.1ri .1hk· '.'l dL-bL' ll 1.. u 11 1pl ir l:1 .... l ünd ic iuncs siguicn lcs: 

l. 
2. 

li111 p ru b l: ,(Z11 - · Z,J T) ,/ 11 = O 
Jim prob L ,(.Z,, - Z,) X,/ 11 
so n valur(:s fin itos di s tint os de cero. 

y lim prob l:,(Z2, - Z,) TJ ,/ n O. 
y lim pro b :E,(Z,, - Z,) }' ,_1/ n 

Una condi c ió n ad ici ona l, no necesaria para la cons ist e ncia pero que ayuda a 
reducir la variancia asintótica del estimado r po r' variables ins trumen ta les, es 
que estas últimas d e ben es tar muy correlacionadas con los regresares respecti
vos. Se ha sugerido que deben usarse las variables in strume ntales siguientes: 

2 11 = X, , y Z11 = X, - 1. 

r' deci r, la variable ins trumental para el primer regresar, X, , ser:í esta· mi sma 
· . . , ,ic,b l.:, y la variab le instrume ntal para el segundo regresor, Y,_ 1, será X, _1, 

za 

: : 
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pu és e n fo rm a gcorné tri c;i. En este caso. In re lac ió n de los rc tan.Jos di stribuidos 
puede fo rmul arse como 

( 11.104) Y,= a+ f3 0 X, + f3 ,X, _1 + · · · + f3 1,_ 1X, _1t , 1 

+ f3,, (X, _" -l ,\X, _,, .. 1 + ,\ 2
X, - h - 2 + · · ·)+e,. 

Aplicando la tran sform ac ió n de Koyck. cs to se con vie rte en 

( 1 1.104a) 

en la que 

Y, = ªo + f3o X, + /3i X, _ 1 + f,'j_ X,_ 2 

+ · · · + f3: X, _ h + ,\ Y, - , + -r¡, . 

a0 = u(I - ,\), 

f37 = /3, - f3o .\, 

13; = f32 - /3,,\, 

La estimac ió n de la expres ión ( 11 . 104a) p uede efectuarse por e l mismo proce
di m iento que la del mode lo convenc ional con reta rdos geométri cos qu e hemos 
es tudi ado previ ::i mente. 

Retardos en fonn a de polinomio 

Podemos efectuar una formulaci ón di stinta del modelo con retardos en forma 
de V invertida en el caso e n que podemos suponer que las ponderaciones w de 

sigue n un polinom io de grado dc t.::rminado. En ta l caso, hablamos de modelos 
,con retardo en forma de polinomio, y para fo rmularl os tenemos que esp~cifi

:car el grado del pol inomio y el número de períodos que debemos considcrar 
antes de suponer que las ponderaciones tienen un valor cero . En el ejemp lo 
de los gas tos y consignac iones de capita l, suponemos que los gastos corricnll.:s 
de capital no se ven influidos por las consignaciones correspondi<:ntes a perío
dos ante riores a los últimos m pe ríodos, ni por las que se efec tuar.i n e n el 
fut uro. Por tanto, queremos ajustar un polinomio de grado p, por ejemplo , a 
las pondnacioncs w _,, wo. w,, . .. , Wn,, w,.,, 1 de forma que 

w ,=O y w ~ . , =0 
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l .:i , ponderaciones w _2 , w _3 .•. , y las w ,,, , 2 , w,,, , ,, . . .. no se ha llan sobre 

,· I poli no mio, s ino que se su ¡,o nc que son cero. E l problema de la estimación re
, ulta senci llo. Supo ngamos que e l po linomio elegido es de cuarto 1:1rado. En 
este caso, p a ra que las ponderaciones w _,. 1v0, w,, . . . , w "' . , se ha ll en so

bre la curva d e un polinomi o de cuarto grado , especificamos 

( 11 . 105) w, = .\0 +.\ 1i +,\2 i2 + .\ 3i 3 +.\, i4, (i = - 1,0.1. 2 . ... , m,m + 1). 

El mode lo con reta rdos en form a de polin o mio se convie rt e, pues, en 

(11. 10(,) Y, = a+ /3 (,\ oX, + (,\o + A1 + .\2 + ,\ 3 + .\,)X, _ , 

+ (,\o+ 2,\, + 22
,\2 + 2°.\ 3 + 21 .\,)X, _ 2 

+ · · · + (.\o + 111 >., + m2
.\ 2 + 111

3
,\3 + m',\ 4)X,_,..J + e,, 

q ue se puede concentrar en la forma 

(11.106a) 

en la que 

Y, = a + f3A 0 2,o + f3>. 1 2 11 + · · · + f3,\, 2,. + e1 

2m = x, + X, - 1 + · · · + X,_ m, 

2,1 = X,_ 1 + 2X,_ 2 + · · · + mX, _,.., 

7,. ~0 X, _ 1 + 2' X, _ 2 + · · · + m' X, _,.. . 

La ecuac ió n ( 1 1. 106;, l t i,:n,: e n t, •t:t l si,·k p:,r,im c tro~. pc r o ,·s tc n ümero puede 
reduc irse impo nie ndo la s rc~t rice io ne s de qu e w 1 =: O y 11• ~. , =: O. es decir, que 

( t l 10 7) 

1 1 1 11" l 

.\ ., 

\ , .. ( !ti : 

1 · ., , + >.,=O, 

1).1, ¡ 1111 + J )"' .12 +· (111 .¡. l )\ \ 3 + (111 + 1)',\, = o. 

En es ta s ecu ac io nes pod e mo~ despeja r. por ejemplo, A.o y )...
1

, obteniendo 

,\o= -(m + l ),\2 - 111(111 + 1),\ 3 - (m + l)(m 2 + m + 1).\
4 

y - m ,\2 - (m 2 + m + 1).\3 - 111(111 2 + 2m + 2),\
4

• 

Su st ituyendo estos resui,Jdos en la ecuación (11.104a) tenemos 

(l l. 109) Y, = a + f3>. 2 W, 2 + /3,\ 3 W, 3 + f3,\ 4 W14 + ., , 
en la que 

W, 2 -(m + 1)2,0 - 111211 + 2 ,2 , 

W,a = -m(m 4 1)210 - (;n 2 + m + 1)211 + 2 13 , 

W,. = -(m + l)(m2 + m + 1)2rn - m(m• + 2m + 2)211 + z,.. 

i . 
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Si, por ejemplo, decidimos que m tome el valor 7, las W se definen como 

W., - 8Zw - 7Z, 1 + Z, 2 

-8X, - 14X,_ , - l 8X, _2 - 2ox,_3 - 20X, _, - l8X,_5 

- 14X, _6 - 8X,_ 7 , 

W," - 562,0 - 57211 + Z,3 

- 56X, - l 12 X, _, - 162X, _2 - 200X, _3 - 220X, _ 4 

-216X, _5 - 182X,_ 6 - 112X,_ 7 , 

w,. - 4562,o - 455211 + 2,. 

- 456X, - 910X, _ , - 1350X, _2 - 1740X, _3 - 202ox,_. 

- 2106X,_ 5 - 1890X, _6 - 1240X,_ 7 . 

Obsérvese que el par.ímetro P sigue si n id enti fic ar y, en la práctica , genera l
mente se consid era que su valo r es la unidad. Los par::í mctros a , Az, A.3 y 
)., de la ecuación ( 1 1.109) puede n estimarse por el método de los mínimos 
cuad rados ordinarios. Si E, cumple todos los supuestos del modelo clásico de 
regresión norm al. la s es tim ac ion es resu lt antes poseerán toda las p ropi edades 
deseables. Si ex iste autocorrclación, podemos utiliza r uno de los métodos de 
estimaci ón presentados en la sección 8 .2 . Para obtener estimaciones de las 
pondera ciones ivo, iv,, . .. , iv,,. , podemos sustituir las }. por sus valores esti
mados en la ecuación ( 11.105) 29 y, si queremos que la suma de las pondera
ciones sea la unidad. estableceremos una restricción adicional sobre las )., 
haciendo que 

Ao(m + 1) + >., ¿ i + >. 2 ¿ i 2 + .\3 ¿ i 3 + >., L ¡• 1 · 
j j • 1 

En este caso , la ecuación ( 11 .109) quedaría aún más reducid a, incluyendo sólo 
dos regresares en lugar de tres. 

.' EJEMPLO. Almon 30 utili zó el modelo con retardos en forma de polinomio ¡,:ira 
estimar la relación entre los gastos corrientes de capital y las consignaciones de e> · 

pital recibidas en el mismo período y en los anteriores, en las industrias de ¡.,, 

29 . En S. Almon. «Thc Distributcd Lag 13etwee n Capit al Appropriat ion< ., .,d ,' :~~:~. 
dit urcs1t1 , [conomctrica . vol. 33 . e ne ro 1G65. pp. 178-96 . se estiman les par. 1~ 1rir ... , • ·· . . . 

1 
.. 

ddo co n 1a ayuda de la 11.:imac..!;1 "i n tc:r r obción de LnyrJnp.c .. . Sin cr:ü .. :i. r,: 0 . ¡,,, rr, ·. • ·· :, 
th:hi.: ri.'.ln ~cr los mi sm os c¡ui.: k ,~ oh t~ ~n.l o '.) mi.:<l 1a ntc l.1 ~rl n: :i c il1r~ :i. 1n~~k d e '. r v · 
los m ini~u :> cu 1d raJ o~ o :-J inariu> c.:n la fo rm.1 que !JC h:i J ,.: o, ...: nt d 4 .¡•.; ¡ 

10. / b:J 

1 1 ·--~ .... - - --·--
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1 ;,ta dos Unidos. En todos los ca sos se ut ilizó un polin omi o de cuarto 
long,tud del retardo se consideró distinta para la d " t · t . d . grado, pero la 

1 d . . . . . ' s ,s in as m ust rias. Los datos em-
p ea os para la est1mac1on cons1st1 eron en observaciones trimestra les a ra 

1 
· -

1953 - 196 1. E l modelo se especificó en la fo rma . p os anos 

en la que Y representa los gastos d · J J 
tac ionak, 1 . X · · e car'.ta · as S rerrese ntan va riables fic ticias es-

·f· · . . dy as representan las cons :gnac1ones de carita!. El rar·í metro se 
es pec , 1co e forma que fu ese i~ua l ( ) ' a. 
t . . , d · 0 ª -a, -a, -a, · Las rond eraciones incluía n la res-
ricc1on e que w - O y w - o 1 

1 , d -. t - m • , - .• pero no la e" que sumasen la un idad. El re-
su ta o corresr ond1ente a «todas las industria s manufactureras» fue el siguiente: 

- 283S .. .¡.. lJS,2 - 50S,3 + 320SM + 0.048 x, o + .099X, _ 1 + 0.141X, _
2 

(0. 023) (0.0 16) (0.01 3) 

Y, 

+(~·~i;¡X, _:i + (~·~i~7X, _• + 0 . 146X, _s + 0.l05X, _o + 0.053X, . 7 + e,. 
. . . ) (0.0 13) (0.016) (0.024) 

Como puede _verse, la longitud del reta rdo el egido en este caso fue de 7 períodos. 
Las ponderaciones suman 0_,922, y la diferencia entre este valor y la unidad puede 
quedar casi !~talmente explicada por las anulaciones . En Ja figura 11-14 se han re
presentado graf1camente las ponderaciones estimadas . 

fl ,' , 

,.,:~ 
r_L_l , 1~ 

o 1 2 3 4 ,- ó" -:;7,--'8".---:-- -
i (retardo) 

Figura 11-14 

Uno de los problemas existentes en e l d '¡ 
fwrma de polin omio es que te . uso e mode lo con re tardos en 

. ncmos que espec ificar a p · · ¡ d 
r. v:1110 y la longit ud del retardo . b n on e g ra o dt:! poli-
iJr :dguna ayuda por 1 ' pero, sin em argo, los datos nos pueden pres-

0 que respecta a es ta últ" U 
, ~ c,1 cnder la longitud del retard h ima .. na -~osibilidad consiste 
- '' _. , J la suma de los cuad d od ª1 sta que _la contnbuc1on de las X adicio-
' -- r._ · ra os e a regresión deJ·a d d ' . . ' ,., a11va. Pero 5¡ las X ,, . e ser esta 1st1camente 
· - . • estan muy correlacionad t · . 

. . , nar correctamente Otra "bTd d . as, es e cnteno puede no 
. pos1 i i a consiste en elegir la longitud del re-

\ 
\ 
1 

' '. 
' 

1: 
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tardo que proporc ion:i el mayor va lor de R', es decir, del coeficiente de deter
minación corregido según el «n úmero de grados de li bertad,,. Sin embargo, 
e.~te método pue<le fa lla r tamb ién en a lgunos casos, puesto que las diferencias 
entre di sti ntos valo res de R' pueden se r muy pequeñas . No obstante, alguno 
de estos <l os cr iterios, v o tras consideraciones adicional es (por ejemplo, que 
todas las ponderacionc; deben ser positi vas) nos pueden ayudar a elegir el 
retardo «ópt imo» para el problema que nos ocupa. 

EJERCICIOS: 

11-1. Tres vendedores empleados por una cierta empresa obtuvieron durante cinco 
días consecu tivos los sigu ientes ingresos semanales : 

11-2. 

ll-3. 

ll-4. 

Vendedor : 
Ingresos semanales (d ólares) : 

A 
928 

B 
924 

c 
793 

Se ha efectuado una co ntra,tación de l a náli s is de la variancia, para la hi
pótesis nula de que los ing resos medios de los · tres vendedores son iguales, 
obteniendo un valor 5,00 para e l estadístico F. Considérese este problema desde 
el punto de vista del aná lisi s de regres ión, con una ecuación de regresión 
expresada por 

en la que X a == \ si i corresponde a B, 
== O en caso contrario; 

X;¡ == \ si i corresponde a C, 
== O en caso contrario; 

i = l, 2, . . . , 5; 

g = 1, 2 , 3. 

Obtener los estimadores mimmocuadráticos de los coeficientes de la regresión 
y sus errores standard estimados. Ca lcula r también el valor de R 2

• 

D emostrar la equivalencia en tre el modelo de regresión ( 11 ._8) Y un modelo 
del <análisis de la variancia para dos variables» con interacc10nes. 
Las estimaciones minimocuadrá ticas de un modelo ele regresión son 

Y, 10 + 5X, + e, . 
(1) (v'o.5) 

La variable explica tiva X, es una variable binaria . Supónga, c c.¡ ue, al c,'.mrro · 
bar los resultados, se descubre que, por error , se han efec tuado lo< c.dcul<" 
a.signand o a X, los valo res O y 2 en luga r de O y l . E fectuar las cnr rcc- ,,, nc , 
adccuad:> s. 
Lo\ rc.:.··, ul LHlo, de un:\ t:n~uc, ta rc a lu;l<. b en un:i n 1t 1c , tr ;, de 
indican l.:i'\ rrr.::..i y .:. ~1, tl'X Je c o n , un1 ~) , c nun,,lc, r rc"C" n t.,d , 

l!, ·,: c f ' ~ . . ' A'· 

e n d \. :1 : - .· 

--------·--'!......,. ~-
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11-5 . Las familias cu ya ren ta apa rece señalada po r medio de un asterisco (*) 
han indicado que su ren ta es mayor que en e l aiio anterior. Contrastar la 
validez de l modelo de respues ta asimétrica en es te caso. 

Cuadro Il-5 

Fami lia núm. Renta Gastos de consumo 

80 70 
2 95 • 76 
3 105 91 
4 11 5 100 
5 12s• 105 
6 ! JS * 113 
7 145 122 
8 155 120 
9 165 * 146 

IC 175* 135 
11 185 * 147 
12 200· 155 

--- ·----

11-5. C onsidérese el m ode lo siguiente ele la fun ción de consumo: 

11-<i. 

en e l q!IC (' :-.: C t' ll', Uni., . } ' ::-: í l.'flt:l, } Z 1 :. - 1 e n tic rn po de guerra , y a Ü f. 0 

Jn, 1.k :n,,, ... . 1, ,,~. I) ,: 1t ;1'1: .\r q 11i.: b , c, r1;n .,:.:io ra· ,; r11in irnoc uadrf1t icas de lo s 
c 1v·f a. ·c n lc-\ dl' rq •r t , H.,n J'{1 d: 1. tn hJ hc r..,i.: 1.>bh:niJo tambié n a part i r de dos 
rq:rcs ,,,nc, d " 1i r11 ." de C, ,o bre }',. una de ellas es tima da a partir de las 
utJ , cr , :c , io rn-, cnr,c , po n :.J icn t~, a! periodo de paz y la otra con las observa
c,ones del p<.·rí odo de gu erra . 
Se ha e.spccificado un m odelo de la función de producci ón en la forma 

}', = /31 + f32X,2 + /3, X, 3 + e,, 

en el que Y; = log de la ca ntida d producida, X a == log de la cantidad de tra
bajo, Y Xn == log de la cantidad de capital. E l so bínd ice i indica la emprt.-sa . 
En la mu es tra aparecen 23 observaciones y las ma trices de los momentos (en 
términos de desviaciones respecto de las medias muestrales) son 

L 

[
12 

(~ '~) = 8 OD'l = [
1
~]. O'. 'Xl 10 . 

Obtener las estimaciones minimocuadráticas de los coeficientes de regre
sión '32 Y '33, Y sus errores standard estimados. Calcular el valor de R2• 

\ 

1: 
1 

' ¡. 

1: 
1' 

' 1' 

l 

' ! ' 

¡. 

¡ 
¡_ 
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h. Efectuar la con t rastaciún de la existencia de rendimien tos cons tan tes de 
esca la (es decir, contrastar la hipótesis de que (32 + (33 = 1). 

c. Supóngase que q uerernos imponer a pri o ri la restr icción de que (3 1 + (3 2 = 
= 1, y es tima r la fu nc ión de producciún de esta forma. ¿Cuál es a ho ra la 
estimación rninirn ocuadr:ítica de (3 2 y su error s tandard estimado? ¿Cuál 
es e l va lor de R 2 con esta espt'Cificac ión? 

11-7. Comiderar e l mode lo de «a juste de inventa r ios» 

Y, = «y+ f3yX, + ( 1 - y) Y, _,+ e,. 

I ndica r la fó rmula del estimador mi nimocuad rático no lineal de a. , a_. Obtener 
la fórmu la de la variancia estimada de a. utili zando 

a. La fó rmul a a proximada (11.40). 
h. La matriz de información maximoverosími l. 

11-8. Lo~ resultados de la regresión minim ocuadrática ordinaria de Y so bre X, y 
X 2 son 

Y, 10 + 12X" + 4X,. + e,. 
(2) ( 1) 

Además, e l coefic iente de cor relación muestra! entre X , y X 2 es 0,5 . Suponga
mos ahora que se sugiere q ue huhiese sido preferible especificar el modelo de 
forma que se efectuase una regresió n de Y sobre una media ponderada de 
X, y X 2, o sea, que la ecuación de regresión sería 

Y, = f3, + /32(,.,,x" + w2X2,) + ,,, 

en la que w2 = 1-w1• Obtener las estimac iones minimocuadráticas no lineales 
de (3 2 y w 1 y sus errores standard es timados. 

11-9. Utilizando los datos de consumo, renta y tenencias de activos líquidos en los 
Estados Unidos, presentados en el cuadro 11 -6, estimar la función a gregada 
de consumo 

C, = /3 1 + /32 Y, + f3aL, + e,, 

sujeta a la restricción de qu e 

½ :$ /32 :$ 1 . 

11-10. Supóngase que la función agregada de consumo se especifica en la fo rma 

C, = /3, + /3, Y, + f3a L, + /3, Y,L, + ,, . 

Utilizando los datos del cuadro 11 -6: 

L O btene r b, c,t im.icinnc , minimocuadr:i tica , de lo \ coc! ici cntc\ Je rc; rc · 
i ió n y , u, crr o rc.., i !;1:1J.ud c\t 1rr,.l.Jo , . 
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b. Calc ul a r el valor de R 2 y co nt ra~tar la existencia de relaci ón ent re la va
riab le depend ien te y las explicativas. 

c. Contrastar la hipótes is de q ue (3, = O. 

11-11 . Sea Y; = Q) L,. y X; = K. J l .,, s ie ndo Q; = cantidad p roduci da, L, = canti
dad de trabajo , y K ; = cantidad de capita l, y el subíndice i indica la empre
sa. Con los datos presen tados en el cuadro 11 -4, est ima r la siguiente relació n : 

Y/ - 1 ( X,' - 1) 
--,1- = a + /3 --A-

Co ntrasta r la hipótesis de que ).,_ = O. 

11-12. Considerar el siguiente modelo con retardos distribuidos: 

Y, = a+ f3(w 0 X, + w,X, _, + 1112X, - 2 + waX, _3) + e, . 

Suponemos que las ponderaciones w , (i = 0, 1,2,3 ) se hallan sob;e un po lino
mio de segundo grado y queremos que cumplan las res tricciones siguientes : 

w _ 1 O, 

w,. O. 

Indíquese cómo se pueden estimar los cod i~ic ntc, de este modelo utilizando 
la cstimaci cín po r mínimos cuadradüs ord ina rio,. 

' . 
l 

~-
i 
\ 

e A , 94;g::;;; 

~ /"" 
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Cuadro IJ - 6• 

1955 I 
ll 
111 
IV 

1956 I 
11 
111 
IV 

1957 
11 
llI 
IV 

1958 I 
11 
IIl 
IV 

1959 J 
11 
IIl 
IV 

1960 I 
11 
III 
]V 

1961 I 
11 

248.7 
25.U 
259. 9 
2(,1 .8 

263. 2 
263.7 
263.4 
266.9 
268.9 
270.4 
273.4 
272.1 
268. 9 
270.9 
274 .4 
278.7 
283.8 
289.7 
290.8 
292.8 
295.4 
299.5 
298.6 
299.6 
297.0 
301.6 

Y, 

263.0 
27 1.5 
27 6.5 
28 1.4 
232.0 
286. 2 
287.7 
291.0 
291. 1 
294.6 
296. 1 
293. 3 
291 .3 
292.6 
299. 9 
302. 1 
305. 9 
312.5 
311 .3 
313.2 
315.4 
320.3 
321.0 
320.1 
318.4 
324.8 

L, 

207.6 
209.4 
21 1.1 
213 .2 
2 14 .1 
216.5 
2 17.3 
2 17. 3 
218.2 
21 8. 5 
219 .8 
219.5 
220. 5 
222. 7 
225.0 
229 .4 
232.2 
235.2 
237.2 
237 .7 
2JR.O 
238.4 
240.1 
243.3 
246.1 
250.0 

Fuente : Z. Griliches et al. , ,Notes on Estimated Aggregatc Quarterly 
Consumption Functions,. E co 11ometrica, vol. Jú, julio 1962, p. 500. 
• Todos los valo res (en miles de millones de dólares) están desesta· 
cionaliz.ados y se han dividido por el índice de precios corres
pondiente. 

,. _¡"..J )",1.,/'""' l.-_n""_.. ,_ ._, _ _ .... ~ __ ,_, __ ,._" ·---., .. .. ___ ,.. ____ ~ -- ~---~--- -···----···"·- ·«~--.-..... -... .:. ... . 

El modelo generalizado 
de regresión lineal 
y sus aplicaciones 

Capítulo 

12 

E l moJ clo c lás ico Je reg res ión se basa en un os supu estos ba stan te restricti vos 
acerca d e l comportam ie nlo del 1é r111i11 0 J e p.::r turb:1c ión de b reg res ió n, pe ro 
ex is te un mode lo alte rnalivo co noci do co n e l nomb re d e «rnocklo generali za do 
de rcgrcs i(ln lin ea l» bas tante m enos rcs tri c ti Yo en este scntiJo. En la secci ón 
12 .1 cst udiarc111os cs lc m ode lo y sus im p li caciones pa ra la estimaci ó n de los 
coclic icntes de regres ión. En la secc ión 12.2 se presentad una inte resante apli
caci ó n de este m odel o al caso c n qu e la s obse n ·aci o ncs proceden de un nú
mero de unid ades de co rte tra nsve rsal a lo larr:o d e l ti,'mro. Co1 n0 este tipo de 
obse rvaciones es cada vez m :·1s abundante . ..:1 d l'sarrol lo de proccdimientas 
de es tim ación adec u,1dos tic·nc ¡: ran utilid :, d . 1:1 mod elo r,·nnali ,:aJo d e regrc
siún lineal ti ene: 1:1rnbi<: 11 01r.1 a¡,licaci ém !lluy in fc' ni os :.i en la es timaci ón de 
un co njunt o de cc u.icio ncs d e: rq: rL'si,-,n cuya s ¡, c: rt u rb::ici oncs es tán corrclac io
n:1d:1, . Fn 1:, sccc i,i11 12.:1 ;,11:d iza rc 111 ,-'' est a ap!ic:,cié,n , que proporciona, aJc
rn :i., . 1111 1W\<l d e un icin e n tre h1s lll l'< kl os u ni n: ua c io nalcs y los modelos de 
,· c11.1c il' 1lc, ,i11 1ult,i11ca , q ue , e cs tuJiarán en el capí tulo 1). 

12.1 El modelo gencrafü;ado de regresi.-m lineal 

El modelo c lás ico de regres ión normal lineal se caracteriza por un número de 
supues tos acerca de la pe rturbació n estocás tica de la ecuación de regresiún, 
que incluyen los de homosccdasticid ad y no exi stencia de autocorrelación. De 
modo específico, se supone que el térm ino de p~turbación E; de la expresión 

cumple los requisitos siguientes: 

E(E/) = ri2 para todo i, 

E(E; E;) = O para todo i ~ j . 

599 
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Estos supuestos se han presentado en (10.4) y (10.5), y pueden describirse en 
notación matricial , como en (10.4a-10.5a) , en la forma 

en la que 

Y In es una matriz identidad de orden (11 X n) . Si no efectu amos estos dos 
supuestos, pero mantene mos todos los supuestos res tan tes del modelo clás ico 
de regresión normal linea l, tenemos el ll amado modelo generalizado de regre
sión lineal (algunos au to res eli m inan también el supuesto de normalidad de E;) . 
La descripción completa de este modelo es 

(12.1 ) 

(12 .2) 

(12 .3) 

(12.4) 

(12 .S) 

~12 .6) . 
\ 

(12.7) 

La distribución conjunta de E1, E2, •• . , En es una normal multivariante, 

E(,,) = O, i = 1, 2, . .. , n. 

E(,,,;) = a,,, i , j = 1, 2, . . .• 11. 

Todas las vari ables ex plica tivas son no estocásticas, y tales que, para 
todos los tam años mues trales, 

1 " - ¿ (X, k - Xk)2 
n ,"" 1 

es un número finito di stinto de cero para todo k = 2, 3, .. . , k. 

El flÚm ero de observaciones es mayor que el número de variabl es 
explica ti vas más uno, es decir, n > K. 

No existe ni nguna relación lineal exac ta entre las variables expli
ca tivas . 

O bsé rvese que , según (12.3) y (12.4), rf;, es la variancia de E; , y rf;; (i ~ j) es 
la covariancia entre E; y E;. Si utilizamos la notación matricial , podemos pre
sentar (12 .1) en la forma 

(12. Ia) y= X¡3 + t:, 

1 -[4 , 1,11:·,, ., .......... ... ·--~- - ----- -- -- - . 
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, .. ':, au c Y es e l vector (,z X 1) de los valores muestrales de Y, X es la 
. ::; ; ·( 11 x K) de los va lo res mues tra les de X ;i , X ;i , . . . , X ;,- (en la que 

·'. , == ¡ pa ra todo i), (3 es el vector (K X 1) de los coeficientes de regresión, y 
, 0 el vector (n X 1) de los va lores mues tralcs de E. El supuesto (12.4) puede 
r ,-: rib irse en la forma 

( 12.4a ) E (u.') = Q , 

f º" 
ª 12 

o,. l 
º = ª21 ª22 <12n 

en la que 

'-ª" 1 ª "2 ª"" 

Este modelo se ll ama «genera lizado» po rq ue incluye a o tros modelos como 
casos especiales. El modelo clásico de regresión norm al lineal es un o de es
tos casos especiales, en -l que n es una matriz diagonal con rf' en todos los 
elementos de la diagonal p r inc ipal. Otro caso especial es el modelo heteros
cedástico , en el que n es también diagon;i l , pero los elementos de la diagonal 
principal no son necesari amente iguales . En el modelo en que las pertu rbacio
nes siguen un esquema autorregresivo de primer orden , la matriz n se con-
vierte en 

p p2 r'l º "{ p p p"' -2 

p"' - 1 p" - 2 p" - .'.1 

Pase mos aho ra al problema de la esti mación de los pa ráme tros del mod elo 
generalizado de regresión lineal. De momento, supondremos que se conocen 
las variancias y covar iancias de lils pe rturbaciones (es decir, los elementos de 
la matriz 11) . En p rimer lugar, vemos que los estimadores minimocuadráticos 
ordinarios de los coeficientes de regresión se obtienen minimizando 

<. 

i ( Y, - /31 - f32X,2 - · ' • - /3KX,K)2, 
1 - 1 

y, por tanto, son iguales a los estimadores minimocuadráticos del modelo clá
sico de regresión normal lineal; es decir, 

~ = (X'X) - 1(X'Y) . 

,, 

: • 

1. 
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Obsérvese que 

E(p) = E(X'X) - 1X'[Xf, + 1o] 

y lim prob p ¡,. 

Esto indica que los es ti madores mi nimocuadrát icos ordinarios de ~ en el 
modelo generali zado de regres ión lineal son insesgados y consistentes . 

A continuación obtendremos los est imadores lineales insesgados óptimos 
(ELIO) de los coeficientes de regresión. Para obtener el ELIO de ~,. haremos 

en la que a,, a~, .. . , a,. son unas constantes que debemos calcular. En notación 
matricial escribiremos 

P, = Y 'a, 

en la que 

La esperanza matemática de (3 1 es 

Según la condición de insesgadez de !3,. es necesario que 

¿a,= 1, 

o, en notación matricial, 

¡ 

¿ a,X, 2 = O, 
! 

¿a,X,K = O, 

' 

X'a = 11 , 

•.' :J JELO GENERALIZADO DE REGRESION LINEAL Y SUS APLICACIONES 

r:i ::i qu e ,2 es un vector (K X 1) definido en la forma 

La variancia de !31 es 

Var(P,) = E[¿ a, Y, E(¿ a, Y,)]2 = E(¿ a,c.)° 
¡ ¡ ¡ 

o Va r(/3 1 ) = a 'Qa. 

603 

Por tanto, tenemos que obtener los valores de a,, a2, .. . , a. que m1111m1zan 
Var((31) sujeta a la condición de que X'a = ,1 · Utilizando el método de los 
multiplicadores de Lagrange, formamos 

H = I I a,a;a,1 - ,\ 1(:i a, - 1) - A2 i a,X,2 - .. · - A,; I a,X,K. 
1 c lJ=l (=1 1 ., 1 ¡ ,.. ¡ 

Derivando H respecto de a,, ai, . . . , a., A.1, A2, ... , A.K, e igualando a ceros 
estas derivadas, obtenemos 

2(a 1a 11 + a 2a 12 + · · ·+ ª•ª1.)- A1 - ,\2X12 _,, _ _ ,\",\''" = O, 

:2(a1a 01 + a,a,. +·, · +a.a,.) - A1 - A2X2 2 - · · · - ,\KX2K = O, 

- (¿ a, - 1) = O, 
¡ 

- ¿a,x,~ = º· 
' 

En notación matricial podemos escribirlo en la forma 

(12.8) 

(12.9) 

2Qa - x:,. = O 

X'a = 11 , 

~-
f 
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en la que 
).. = r::1 

)..K 

y O es un vector (n X 1) de ceros. A partir de (12.8) obtenemos 

(12.8a) 

Sustituyendo a por su valor según esta expresión en (12 .9), tenemos 

(12. 10) 

o 

(12.IOa) 

Sustituyendo)., por su valor seg1ín (12.!0a), en (12 .8a), obtenemos 

(l 2.1 )) 

y, por tanto, 

(12.12) /J1 = Y 'a = (Y'.Q - 1X)(X'.Q- 1X)- 1l1 

= li(X '.Q- 1X)- 1(X'.Q-1Y). 

Este es pues el ELIO de (3, .1 Además, como 

Var(/J1 ) = a'.Qa, 

podemos utilizar (12 .11) para obtener 

(12.13) 

l. LJ dcmostr:ición de que es:e resultado corresponde J un:i vJrianc ia mínim a ~ r.c• 
m áxima puede verse en J. Johnston , Econometric Methods. :-.ucvJ York, McGr.w,·- H:: l. 
1963 , pp. 181-3~. 
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;·:,•.:,Jirnicnto utili za do para obt ener e l ELIO d e (3, y su variancia pue
. . , ; 11 , 11 , , también con los demás coefic ient es de regresión . Los resulta-

... vn 

/JK ,~ (X '.Q - IX) - l(X'.Q - lY), 

Yar(/3,.) = ,;_(X '.Q - 1X) - 1l¡.. . 

En ge neral, 

(k = 1,2, ... ,K), 

en al que l" es un vector (K X l) en e l que el elemento k-ésimo es igual a la 
uni d..i d, y todos los d emás elemento~ son cero. Estos resultados pueden resu

mirse escribiendo 

(12.14) 

(12. 15) 

, · 11 la que 

~ = (X'.Q - 1X) - 1(X'.Q- 1Y), 

E(/3- '3)(~ - '3)' = (X 'Q - 1X)- 1
, 

El estim ador ~ se J r rwmin.i gc nc r.:ilrn cnte csti11wdor mi11imocuarlrático generali
zado ele Aitkcn. 2 Represe ntand o lus elem e nt os Je la inversa de n mediante 
los suprai ndi c..: s corn: spo11Jic:11 tc, . en la forma 

.Q - 1 l
o" 

ª2 1 

o"1 

0 22 o'"-J o'" 

a"" 

2. A. C. Aitken, «On Leas t Squares and Linear Combination of Observations», Pr~ 
rr,•ding, o/ the Royal Society o/ Edinburgh, vol. 55, 1934-1935, pp. 42-48. 

Stp iP ~ F S: . J< 

¡ 

t 
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podernos representar los elemen tos de(X'n - 'X) y (X'.o. - 'Y) y escr ibir 

r ¿¿n,1 2 2 a•1x,,X;2 
¿¿« r 2 2 a'I X y _ _ a X, 1X1" 11 ! 

j / / 1 1 j 1 

~ 
¿ ¿ a11 X, 2X;¡ ¿ L a fi X 1~ 2 2 a'I X ,2X1x 2 2 a<I X,2 y1 

1 / i j ' j 

lnn«X« 2 2 a'I X,x X;2 2 L a'IX,t 
f / / 

Además, ddiniendo 

~{] [(X,, - X2) (X1a - j \ ) 

X = 
(X22 - X2l (X2, - Xa) 

(X.2 X2) (X., - i,> 

[

Y1 - ~] 
Y2 - Y 

Y. - y 

y 

donde X,2= 2 , 2 1 ª '' X12 / ¿, ¿ 
1 
ª 11

, etc., entonces 

cumo en el caso anterior, se puede mostrar que 

(12 . 16) 

y 

(12.17) 

J 2 2 a• rx,K Y; 
j 1 

(X1" - i,)] 
(X2K - X,) 

(X.K ~ Xx) ' 

Los estimadores 111aximo11erosímilcs de los coeficientes de regresión pueden 
obtenerse obse rvando que, segú n los supuestos del modelo, la distribución con

.junta de E1 , E2, ... , E,. vi;::ne dada por 3 . 
' 

j _ Ver /\ . S. G olcl bcr~cr, Fconamctric Thcory. Nueva Yo rk. \Viky, Jq64. p . 10-1. Si 
lls E de la muestra no son in c.kpcndic.: nti:s di: tod::is ll s E fuer;:;; de la muestra. la cJi~t rib u· 
ción conj11 nt l cq ~·, conc.li ciünJd;i a estas últimas . 

.. , • • • , ... S:: \t#'J+c o,)I'" " 

·1 "'";' .... ~------ ·--
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., ,:x H represe nta al determinante de la matriz D.. La fun c ión logarítmica 

. _ :·,, , in1ilitud para Y,, Y 2, .. . , \',, viene dada por• 

' : IS) 
11 1 1 

L = - 2 log (h) - 2 log 1º 1 - 2 (Y - X¡3)'.Q - 1(Y - X¡3) 

-~log(2n-) - ~log l.Q I 

-~(Y'.Q - 1Y - 2Y'.Q -- 1x¡3 + ¡3'X '.Q - 1X¡3). 

Derivando L respec to el e f3 e igualando a cero el rcsul 1ado, ob tenemos 

-1(-2X '.Q - 1Y + 2X'.Q - 1X~) = O, 

en la que O es un vector (K X 1) de ceros. En esta expresión podemos des
pej a r 

que es igua l a la expre,10n del estimador minimocu:icJrático genera lizado de 
Aitken indi cado en (12.14) para f3. Pu ccJc mostrarse que, cn cundiciom::s muy 
generales, dicho estimador poscc l.,s propiedadcs de consistcncia, eficiencia 
asintóti ca y normalidad asintótica.5 

Consideremos :ihora al gunos casos especiales. En primer lugar, si 

cs cJccir, cuantlo el modelo generalizado se reduce al modelo clásico, tenemos 

.Q - 1 - 1 I 
- ~ u, 

4 .. Acerca del teorema ele la transformación que permite pasar de las E a las Y, 
véase ,bu/., P- 106 . 
. 5. Ve r A. Zcllner, «An Efficient Methocl of Estimating Scemingly Unrelated Regres

•·,,n, and Tests for Aggrcga tion Bias», fournal o/ the American Statistical Assaciation, 
·,ol. 57, junio 1962, pp, 348-68. 

h ;;::¡g~ ; - ··-.- -

' ' ~ ,i 
l 
' ) 
• 
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12.2 Considcraciún conjunta de da tos de seri es tem pora les y el e scni ,., 
tra nsversal 

El prob lema de la s restr icc io nes adecuada s acc rcJ d e n t ie ne un c,pcL i · 
in terés y s ig n ili ca c ió 11 e n rc l.iciún co n l:,s uhsen :aciunes ~·011 i1111 ta s de s,•r:· 
tempurt1les v secciú11 tra11s 1·er.wil. co m o es e l caso nw ndo se dc:c tú:rn ob,cn·:, 

cionc s d e va ri as ccono mia s d o nll'>1 ic:1s (o F , 1:1d ns. país,· s . cte. ) a lo l: 11).:u d, 
v,1ri os pe rím los d e ti c mpo . L:11 1:,I ca sll . es proh:1hk qu e e l compl> rtami c 111 u 

de las pcrturh:1 c io 11 \.'. s re sp ect o n las unidades de secc ión o co rt e tra n sve rsal 
(econoillÍa s d o,né s ti cas . Ls t:idus . p;iíscs , et<.:.) sea d is tint o al cCl111po1· t:i 1nic n tu J~ 
las pe rturbac iones d e una unida d dct c rminad a a Jo largu d e l ti empo . len co n
creto. la relac ión entre las pc rturh;1c iu ncs d e d os cumumí;i s d u m és ticas e n un 

m ome nto d ete rmin ad o puede se r di s tinta de J,1 re lac ió n cnt,·c las pcrturbacioncs 
de una economía d o m éstica en d os período s de ti empo d is t inl o s . Evid e nte m e n
te. los di s t in tos ti pos de e, pcc ifi cac io ncs pn; , ·ias acerca de las pe r turbacion es 

producirá n di s t intos ti pos d e rest ri cc iones sobre n. En genera l. la cc ua c i6n 
d e n:grc, ió n para cs t.: tipo d e datos puede escribirse e n la forma 

Y11 = /3,X., , 1 +/32X., , 2 + · · · + f3KXu, ,< + <11 (i = 1, 2, . .. , N ; 1 = 1, 2, ... , T). 

E s dec ir. lo s da tos mu es traks e s t.ín compu es tos por o b se rvacion es de N uni
dades de co rte tr :1n s , ·crsa l durant e T pe río dos de ti e mpo. En tota l, ex is ten 
11 = ,V X T obsc rvoc io nes. Supon e mos que las va ri ab les exp li ca ti vas y e l 
té rmino de perturbación de la regres ión cumpl en los supuestos del modelo 
generalizado de regres ión lineal. En la mayo ría de los casos (pero no nece
sariamente siempre) tendremos X,, ,, = 1 para todo i y todo l. Utilizando la 
notación m a tricial, la ecuación de regresión p uede escribirse en la forma 

y = Xf3 + E , 

en la que 

Y11 X11.1 x,, .2 X11 ,K C¡ 1 

Y, 2 X,2, 1 X,2,2 X1 2,K <1 2 

YIT X1r . 1 X1r.2 X,r.K r, T 

Y= X E = 
Y21 X21 . 1 X21.2 X 21.K r ..; 1 

Y,, X22.1 X 22 .2 Xn,K r-:. 2 

Y ,-r X,H,l X.v r. 2 X .,·r . K _ l :,; j 

'.' G fl El O GEN ERAL!""'. \DO DE REG RES ION LINEAL Y SUS APLICAC IONES 

l'o r tan to , 

(12 .2 1) .Q 

- !cúT, ) L(c , 1'1 2l 

f:'( r ¡ 2'11) Lkf2) 

E(, 1r'11 ) E(,,r,,2) 

E(c21'11l i:(<,n<12) 

E(,,2,11) E(e22c, J 

E(csrc 1.) E(c.vr<, 2) 

~ _ 1::1 
l/3J 

1: (, , ,,,.,.) / :'(,, ¡r,i ) 

l'(,,, , , r) E(r 1 c,rn ) 

E(cfT) E(<n<2il 

E(c 21 cl'I' ) E('ª ') 

E(e22'1r) E(,22'21) 

E(<sr<i r ) E (,.,·1'21 ) 

/:'( r , i' cc, ) /:'(,,,, .n r 
/:·(,, 2' aa l /:'(,,a,.-, ) 

E(c, r<2, ) E(,1r<sr ) 

E(<21 <22) E(c2 1c,vr ) 

E(,~2) E(c 22cn) 

F.(r sr<22 ) /:'(,:',r) 

6 1 1 

Esta especificación propo rc ic na un nw rco ¡;c nc-r:,J r:ir:1 e l :111 ,i li ,i., ,k los Ji , 
lin tos m o <l c los qu e ,e L' t'u p;,in de l,1, ·J b ,cr \';i c i,· n c: ~ <:ll n junr:" de· ,c r ic· s t.:111¡,o
raks y corte tr,111s1 c·r , :i l. 

i\ Jo, ldo1 l1dl' r11,n~ l;i, t i r 11 <' n ,t·11 t id11 fr ;111s\(,rsa l y a ut nrrcgn's i , 0 en sen fido 
l e1111~ ,r;d 

l 'i_i:. f, ., :11 :, d ..: ,'' l't.: c·ifi c;1r el co111po rt a mi C'n to d e las pcr tu rb:ic ioncs cuando 
u1il11.i11" '' d,1 tus <le co rt e tran sversa l y de se r ies te m po rales co ns is te e n com
binar los sup uc ,; tus que se efec tú a n a m e n udo al utili za r cada un o d e e s tos 
tipos de d atos por sepa rado . En e l caso de las obse rvaciones ele co rt e t rans
versa l (por eje mpl o, obse r vaciones de la s eco no mías d o més ticas indi v idu a les 

C'.1 un punto, o per í~do, de _t ie mpo ) se supo ne con frecuencia que !:i s pcrturba
c,oncs d e la rcg res10 11 son independientes en tre s í pero h ctc ro sccdás t icas.7 Por 
lo que respec ta a los datos d e la s ser ies te m pora les . ge ncr;ilmcnte se sos pec ha 
que_ las perturbac io nes son :wtorreg rcsivas , pero no ncccs.iriamc nte hctcros
c~c.las trcas. A l utiliza r o bservaci o n es conjuntas , de corte transve rsa l y d e se ries 

C, ~Í,,¡:c r, por ej~mplo. S. J. ~rais.y H . S. Hou1hakkcr, Thc Ana/ysis o/ Family Budgcts. 
, J ge, /nglakrra, The Univers11y Prcss, 1955 . Más adelan te se el iminará el supues to 
" ,n cpcnc enc,a entre las un idades de corle transversal. 

. 4.úJ -0..WfJ , l '1*"* ;,e l() ,: •~ ~ )J H)«s! 3 q;¡ , x.:,w;: ;: i4# S ? ~~·· · v • ..,~ 

*' e9, o . ;¡:¡¡;;¿.p,; .pnes,,c .. 

1, 
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t O les Podemos combinar estos supuestos y adoptar un modelo hcteri, .. 
cmp ra . . 'd ¡ p d 

d , · 1 ·,¡0 triinsversal y autorregrestvo en sen/1 o tempora , o cmos ce asttco en sen 1,, 

caracterizar el modelo de la forma siguiente : 

( 12 .22) E(E}) = o-/ (he te roscc<las t ici<lad) 

(12.23) E(E;, E¡,) = O (i ~ j) (independenc ia en se ntido transve rsa l) 

(autorrcgrcsión) (12 .24) E;, = P; <;,,_ 1 + U;, 

siendo N(O, a~,). 

''° - N ( O, l ~' Pí) , 

y 
E(E,., _

1 
u ,,) = o para todo i, i-

1 d 1 Parámetro p puede vari ar de un a 
Ob , que en este modelo el va or e_ d d 

sc rvcse de es tas especificaciones se e u-
unidad de corte tra sversal a otra. A partir 

ce que : 

E(,;ie,,) = O 

(1 ::?. s), 

(i #- j). 

Efectuando la sustitución adecuada en (12 .21) vemos que, en este modelo, 

(12.25) )J 
siendo 

p~::J p, 

' 

y cada O represent a una matriz (T X T) de ceros. d· (l" , 51 ¡x-!c 
. · .· t, t de \os elementos " - ·- · Pan ob tener es11m:1c1oncs con~1s u1 es . . 1 n- -' :, .~ : 

' . , E 'mer lu¡:ar a'.')\icarcm,,~ e ... 
mos pro(cJ.:r en b forma s,¡:1111.:ntc. : n pn .. · 1 

. • • , ,, , , , . 
. T b ,... ·c,n ·s l ·1\ c , t.~ 1. .,,. i . -

de \os mínimos orJinarios a las N X o, serva-i e · ·· 

.,...., .;:e ~ . , "' J ;oq ( . & . 

·-:1~ ., .::au- ., 
··r:~ :,~•, .... -~ - - -

- . ,.,,._ ..... __ ,_,.______,,_, ,,_,. -
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.!..: los cocfic ic·ntcs de reg res ión son in scsgadas y consistentes, y pu eden 
.: ::,1 .,rse para calcul ar los res iduos de la regresión e,,. A pa rti r de estos residuos 
:·· .,Jc-111os obtene r es tim aciones de p,, a las que ll ama remos p;, mediante 

L e ¡1ei .t - 1 

2: e(,_, 
J ~.26) (t = 2, 3, ... , T), 

l ·0 1110 se ha indicado e n la secc ión 8.2, p; es un es timador consistente de 
; .. i\ continuación , utilizaremos los valores de p; para transforma r las observa
ciones de acuerdo co n (8.52); es dec ir, formaremos la expresión 

( 12 .27) 

en la que 

Y//' = f31 x,r., + f32Xi"(. 2 + ·'' + f3xX/':, K + 11,¡, 

Yu - /!, Y,. , - 1 , 

X,i.k x".k - ¡;.x,.,-,.k (k l, 2, ... , K), 

2, 3, ... , T, 

i = 1, 2, ... , N. 

Ah o ra tenemos qu e e,,i mar o} a par tir de obse rv ac iones que ~can no auto
rregresivas, al menos asintó ticamcn1c . í';ira i:l lo , pmkmus ap licar el m<:t odo 
de los mínimos cuadrados ordi11;1rio, ;i la ernación ( 12.27), pa ra la cual dis
ponemos d e NCT - 1) ohsc·rv;, cio ncs. Lo s n:~ iduos de la regresión, a los que 
ll ama remos ,; ,, • . pucd,:n utiJi 7;1r!,c para estimar las variancias de U¡, (o sea 
,::- ., /) :1 tr ;1,·l:-.; J:~ 

t I .' ,', 1 

T 

"'"' "' * 2 L Ua . 
T-K-1, =, 

Como a~, = af( l - Pt), 

pod emos estimar o} a través de 

(12.29) s¡ 

Como p; es un es tim ador con sistente d e p;, y Su, 2 es un estimado r consistente 
de au.2, s,' será ta mbi én un es tim ador consistente de a/. 

L:na vez obtenidos los est imadores consi s tentes de p; y c;,2, hemos finalizado 
:. t;,_rca de obtener estimadores consi s tentes de los c lemcn los de n. Sustituvcn
lv !l por estos valores en la ecuación ( l 2 .19), y ñ por n en ( 12 .20), ob.tcn
l·s rnos la s estimaciones que deseamos de los coeficientes de rcgresión y de 

'.uiJ ncias. La sol ución de las ecuaciones (12 . 19) y (12 .20) es muv laborio
" e:, l~rminos de los cá lculos, pero podemos utilizar un procedimien-to ligera-
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Se supone que el valor ini.:ia l de E posee las propieJades siguientes: 

E(c;o<;o) = __ cf,_,, _ _ 
1 - p¡p¡ 

Obsérvese que en este modelo las variancias de las u se representan por el 
símbolo el> en lugar de por e}, como hacíamos en el modelo anterior. En este 
caso, la matriz n es 

(12.36) 

r,Pu a,2P12 •,-P,-J 
º= ª2, P21 ª 22P22 ª2.v P2,. 

ª"l~"l ªN2P1'2 a NN~1'N ' 

en la que 

P1 p'f ,~,] P1 

p, P1 p¡ -• 
Pu [r p, pj: ' . 

p'[ - 2 PT - 3 p, 

Para ob tener estimaciones consistentes de los e!ementos de n, apl icamos 
en primer lugar el método de los mínimos cuad rados ordinarios a todas las 
observaciones origi nales y cal culamos los correspondientes residuos e,-,. Estos 
resi duos se ut iliza n para calcul ar p, aplicando la fó rmul a (12.26). Por medio 
de p, transformados las variables y formamos la ecuación (12.27). A continua· 
ción. se aplica de nuevo el método de los mínimos cuadrados ordinarios a esta 
ecuación y se calculan los residuos u"•. Las variancias y covariancias de las' 
(es deci r, las O',;) se pueden estimar a partir de 

(12.37) 

en la que 

Por este procedimiento obtenemos estimaciones consisten tes de P, Y O'.,, Y, í' r 
tanto, de n. Esto nos pamitc utilizar las f..Srmub s ( 12 . 1 CJ) y ( 12 2U) .ihcrncn· 
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.; ,, a,í estimaciones asintóticame nt e eficientes de íos coeficientes de regresión 

" de sus var iancias. 
· Podemos simplifi ca r este procedimiento aplicando las fórmulas de estima-
ción de Aitken modificaJas, (12.19) y (12.20), a las variables transformadas, es 

,kci r, utiliza ndo un est imador de ~ 

( 12 .38) 

con 

( 12 .39) Var-Cov asintó ticas(~) = (X* '<\> · 1x•) - 1
-

En es te caso y• es el vector N(T - l) X l de las observ aciones transforma
das de Y;,* ~ Y,, - p, Y , ,_

1 
y X* es la matriz de orJen N(T - 1) X K de las 

observaciones transformadas x"• . ,X" k = - p;X,. ,-1. k (t = 2, 3, · · ·• T; 
i = J, 2, . .. , N; k = 1, 2, ... , K). La.matriz el> es la matriz de variancias Y 
covariancias estimadas de las u, y es de orden N(T - 1) X N(T - 1 ). Su ex

presión completa es 

( 12.40) l
$11 IT - l 

~ = ~ 2 1,T · l 

d· .-., 1 r - 1 

J,2IT - l 

i22 ,T - 1 

<$,sfT-11 
~,, Ir 1 

• 

1'~ .,.1., - 1 

en 1:i q•.,: !:,:. ,r,, ~,, 11 1~, ddi nid as en ( 12 .37). e Ir . 1 _es una matriz ~dentid~d ?e 
orden (1 11 / <F ·- 1). J::i ¡:c: ncral , el valor del est imador de (12 . .,8) sera d1s-
1in: u d-: 1 0 1,1c: n iJo u1ili2an do (12 . 19), pero las propiedades asintóticas de am· 
bus L' '- ti nl ~h.lurcs so n las misn1as. 

Modelo de los componentes de error 

O tro de los enfoqu es en la especificación del comportamien to de las per
turbaciones al combinar los datos de corte tran sve rsal y de seri.:s temporales 
es el adoptado por los ,;roponenles del ll amado inodelo de los componen tes 
de error. En este caso . el supuesto básico es el de que el término de per turbación 
de la regresión es tá formado por tres componentes independientes, uno de 
los cuales está asociado al tiempo, mientras que el segundo corresponde a 
las unidades de corte transversal y el tercero varía en las dos dimensiones. 
Concretamente, 

( 1 ~-~l) €" = u, + v, + w .. (i = I , 2, ... , N; t = 1, 2, ... , T), 

s . H -D es - . ~ r .Ji&/IZ :¡;,s..; .•. 9 ;_ ™ 

¡ 

¡. 

¡. 

' ' ~ 
¡ 

t 
\ 

' l' 
r 
l· 
i 
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en la que u, 

v, 

N(O ,u~). 

N(O,u~). 

w" N(O,u!) , 

y los componentes u ,, v,, y 1v,, cumplen las condiciones siguientes: 

E(u,1•,) = t:(11,w,, ) = E(1,,11·,1) = O, 

E(u,u;) = O (i #- j), 

E(v,v,) = O (1 #- s), 

E(w.,w,,) = E(w11 w;,) = E(w.,w,.) = O (i #- j; t #- s). 

Obsérve se que esto impl ica que E;, es lzomosceclástico, y que su variancia vie
ne dad a por 

V a r( r. 11 ) = a 2 = a~ + a~ + a~. 

El coefic iente de co rrelación entre E,, y E¡, (i,¿j) , es decir, entre las perturba
ciones correspondientes a dos unidades d istin tas de corte transversal en un mo
mento de tiempo determinado, es 

Cov(,,,. ,,,) 

a~ + a~ + a~ 
(i # j). 

El c.;ocfici ente de corre lac ión ent re E,-, y E,, (i,é s), es decir, en tre las perturba
ciones correspond ien tes a una unidad de corte transversal en dos momentos 
distintos de tiempo, es 

v'Var(,,,)'va r( ,.,) 
(t #- s) . 

Esta última caracterís ti ca del modc: lo de los componentes de error signi fi ca que, 
para cada unidad de co rte tran sve rsa l. la co rrelac ió n entre l:is perturbaciones 
a ~o !;irgo de l ti empo es la misma independientemente de lo di stantes qu_e 
se hall en entre sí. Esto prese nta un marcado contraste con el supues to hab1-
tu :il de autorregrcsión de primer orden, que implica que el grado de corre
lación di sminuye gcométr i~a men te al aumenta r el espacio de ti empo trans
currido. Po r último, el codicicn te de correlación e ntre E,. Y E,, es 

Cov(" ,, .r ,.) 

\ 1 Va r(, ,,)Var(, ,. ) 
- ----_________ _ o (if.cj;t / s). 
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~u,1i1u,·e ndo es tos resu lt ados en ( 12 .21), vemos que, en el modelo de los co m
¡,,, ncnt es de error , la matriz n es 

( 12.42) r o¡A, 
u~TT 

0:1, J 
u 2J. u~AT u~ IT Q = u r 

. ' 

aeJ., a~ IT u~A ... 

en la que Ar es una matriz de orden (T X T) que se define en la forma 

e I r es una matriz identidad de orden T X T. Los elementos de la matriz 
pueden es tim arse de la form a sigui ente: 9 

(12.43) 
T T N ]2 

¡ N_ "\' [ ! "' 1 " ó! = . _ ) L e,t - =¡- L. eit - N L, e1, ' 
( N - 1 )(J - 1 ) ¡";;°'¡ r - 1 1 • 1 1 • l 

J { ! N [ T ]

2 

} ª~ = T (N - l)T ,i, ,i, eu - &! ' 

1 { 1 T [ N ]

2 

, } se = N N(T - 1) 2 2 eu - a! ' 
t = l 1 = l 

en las que e,, rep resentan los res iduos obtenidos al aplicar el método de los 
mínimos cuadrados ordinarios a los datos originales . Utili zando es tas estima
ciones y las fórmula s (12.19) y (12 .20). obtendrcm'os unas es timac iones de los 
coefic ient es de regresión con las mi smas propi edades que el es timador mini
mocuadrático generali zado de Aitken. 10 

9. Ver T . D. W21lace y A. Hussain . ,The Use o f Error Components Model s in 
Combining Cross-Section wilh Trirne. Series Da ta, , Econometrica. vo l. 37. enero 1969, 
¡>;>, 55-72. 

10, Para una prueba de ello, véase ibid. 

' ! 
1: 

1 
1. 
! 
¡ 

! . . 
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Modelo de la covariancia 

Ot ro de los mode los q ue se ut ili za co rri en teme nt e para opera r co n observac io
nes conjunt..J s de corte tra nsversa l y se ri es te m po ra les es el ll amado 111 0Jc/o 
de la covaria 11cia. Lo me nc iona mos a l fin a l el e cs t:i secció n deb ido a que d icho 
modelo se es tu d ia general mente e n e l ma rco de l mode lo c lás ico de regres ió n, 
en lug:ir de co nside ra rl o co mo un mod e lo ge nerali zado de regres ión. La idea 
su byacente en este mode lo es e l su pu es to de que cad a u n id ad d e corte 
tr:insv.::rsa l y cada pe ríodo de ti empo se ca rac te ri zan por una o rde nada en el 
ori ge n particular. Esta caracte r ística se in corpo ra a la ecuaci ó n de regresión 
medi ante la introdu cci ó n ele va ria b les bin a ri as , con lo que la ec uación se con
vierte en 

( 12.44) Yu = fJ1 + fJ2X 11 . 2 + · · · + fJK Xu. K + Y2Z2, + y3Z 3< + · · · + Y.v ZN, 

+ S2 W;2 + S3 W,3 + · · · + Sr W ,r + cu, 

en la que Z ;, = 1 e n la i-ésima uni dad de co rle tra nsversal. 
= O en los demás ca sos (i = 2, 3 , . .. , N ); 

\V;, = 1 e n e l pe ríodo de ti empo t, 
= O e n los dcm.ís casos (t = 2 , 3 , . . . , T) . 

Supo nemos que la pe rturbac ión E;, cum ple los su p ues tos del modelo cl.ísico de 
regresión no rmnl li nc:il (aunque, na tu ra lme nte, pod ría mos consi derar el caso 
en que E1t es au to rrs:gres iva o hetc rosccd ,ís tica, y e legi r e l mé todo de estimación 
adecuado) . Obsé rvese que, con la especi fi cación anterio r de la ecuación de re
gresión, tenemos 

. 
\ 

Y11 = fJ1 + fJ2X11 , 2 + .. ' + fJKX11 , K + cu, 

Y12 = (fJ1 + S2) + fJ2X12.2 +' ' . + fJ KX12.K + C12, 

YlT = (fJ 1 + S7) + fJ2X1T, 2 + · · · + fJKX1r, K + c1T, 

Y2, = ( fJ , + Y2 ) + /J2X21,2 + ''' + fJKX2, . K -f- C21, 

Y22 = (fJ1 + Y2 + Ó2) + fJ2 X22 , 2 + · · · + fJKX2 2, K + Cz2, 

La ecuació n ( 12.44) co n tiene K + (N - 1) + (T- 1) coe fic ie n tes qu e dcbcm0s 
estima r a pa rtir de N X T ohsc n ·,ll.:ioncs . Si el modelo está co rrcc 1;ir11 cnt , L' ' r <·· 
cificado y se cu m plen lo; supues tos cl ,ís icos , la s es ti m ac iones minim,,cu:i, !, .i:i 
cas ordi narias de los cocfic irnt cs de rcgn:si6 n se rán in sc~¡::i J ;i< y cfi.:icn: o 
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1 : .. 1 Hcgrc,iouc., npHrenk111e11tc 11(1 ri:-ladon :ulas 

\ 1 c·,1 uJ ia r los cs ti ma do res m i ni mocuad r,í I icos de los cocfic ie n tes J e rcg rc
, i, i11 b:1,io los su pue stos de l mode lo c lásico de regres ió n no rn1 :i l li nea l, vi mos 
que e ra n inscsg,1dos y efi c ie ntes . Es te rcsul w do se oh 1uv o e n hn se a l su puesto 
d .: q ue la .:s pcc ifi cac ió n de l mode lo in c luía rodu lo que neces it a m os snhc r ace r
c;1 ele: !11 ec uac ió n d e reg res ió n y de las vari :1b lcs qu e :q,;ircccn en cll :i . Si 
.: ·; i, IL' ¡¡ lp, una 0 1ra in fo rm ació n 4u c no se lw te nid o e n c uc 11 1a. los resu lia dos 
ace rc:i ele l.i s prnpi L·d adcs de los es ti ma do res m inimoc uad rá 1i cos no se p uede n 
cons id n,1 r v:i lid os. Co mo ejem p lo d e un n info rm ac ió n ,1d ici o na l Je este tipo , 
podem os tL1 1n ¡¡ r el co nuc i1 n i.: n10 J e que d térm ino de pe rt u rbació n de 1.i regre
s ió n con s idn:1d a puc·<k cs l.ir co 1Tc· l,1ci o n:1do co n el té rmin o J.: pc rlurb:ic ió n 
ch: o tra ecuac ió n de rcg rcsil>11 (\'C r no tn 2 de l ca pítul o 7). E n esta sección 
n os oc upa remos de este ti po de s itu nc io ncs y exa min a re mos su s implicaciones 
para la estim ac ió n el e los coefi c ie n tes d e regresió n. 

Supo ngamos q ue qu e re mos es timar los coefic ientes de una o más de las M 
ecu aciones de reg res ió n siguientes: 

(12.45) Yl< = fJ11Xu . 1 + fl1, X11 , o + · · · + f! a ·,X11 , K, + c11, 

Y,. = fJ21X2, . 1 + fJ22 X2,. o + · · · + fJ2n, X 2,. 1<, + c,., 

y M: = fJ ,,n X .u, . 1 -f- fl.u2 XM1, 2 +' ' . + fJ ... K.,x.,,, , K u + c,11 , 

= ! , 2, ... , T . 

H acicndu uso de la no ta c ió n m atr ic ial. podemos escribir 

(12 .45a) 

o 

(12.45b) Ym = Xmf3m + €111 (111 = 1, 2, .. . , M) , 
'-

en la que Y m es e l vector (T X 1) d e los valo res mues tralcs de la variabl e de
pendi en te , Xm es la matri z (T X K,., ) de los va lo res mues tra les d e las variables 
explicativas , '3m es el vector (K .. , X 1) ele los coe fi cien tes de regres ió n, y Em es 
d \'cc tor (T X 1) de los va lores mu es tra les d e fas perturbaciones . Suponemos 
que Em se distribuye normalmente con media 

112.46) (t=l,2, ... ,T) 

·- .• ~·,t.,. ; 

1 . 
1 ' 

! 
1' 
! 
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y que su matriz de vari ancias y covar ia ncias viene dada por 

(12.47) 

en la que IT es una ma triz id entid ad de orden (T X T) . Las variables explicati
vas se suponen no estocásticas y ta les que (X'X) / T es no sin gular , y cua ndo 
T- 00 su límite es finit o. Esto signi fic a qu e se supone que todas las ecuaciones 
curnpkti los supu.::s tos de l modelo cl ás ico de regresión no rm a l lin ea l. Supon
gamos , además. que no podemos eliminar la posibilid ad de que las perturba
ciones de las di stintas ecua ciones esti;n correlacionadas entre sí. En este caso, 
tenemos 

(12.48) (m,p = l , 2, . .. , M). 

Así pu es , Cl,,,,, es la cov,Jri a ncia e ntre los t<.: rmin os de pert urb:iciún de la ecua
ci ón m y la ecuac ión p , q ue su po nemos co nstan te p;i ra todas las observaci ones. 
Esta covariancia constituye el único lazo de unión entre las ecuaciones m y p, 
Y a l t ra tarse de una relac ión muy ten ue , el sis tema de /11 ecuacio nes recibe el 
nombre de sis tema de ccuaciu11es ele regresió11 a¡,arcnlclll entc 11 0 relaciona
das . Como ejempl os de es te ti po de regres iones podríamos conside rar las fun
ci ones de dc: mi!nda de di stintos prod uctos . o las fu nciones de producc ió n de 
di s ti ntas industrias, con obse rvac iones ob tenid :is a lo largo del ti empo (o a 
pa rtir de va ria s unid ades de co rt e transversa l). Prob:ib lemcn te, e l térmi no de 
pert urb ación de la ecu ación de demanda del bien A es ta rá co rrelacion ado con 
los términos de perturbaci ón de las ecuac iones co rrespondi entes a los bienes 
B, C, etc. Del mi smo modo, la pe rt urbac ió n el e la fun ción de producción de 
una indu stria pu ede estar correlacionad a con las de las funciones de producción 
de las demás indu strias. Obsérvese que , si las ecuaciones de regresión (12 .45) 
tienen una forma tal que los coeficie ntes de regres ión de cada una de ellas son 
iguales a los de las demás, todo el sis tema se reduciría a una sola ecuación y 
las observaciones se convertirían en datos conjuntos de series temporales y 
corte transversal. 

~stimación en el caso en que se conoce la matriz de variancias y covariancias 

Pasemos ahora al problema de la estimac ión de los coefici en tes ele las ecuacio
nes de regresión aparent emente no re lacionadas. Una posibilidad consiste en 
aplicar el método de los m ínimos cuadrados ordinarios a cada ecuación por 
separado. En este caso, tendríamos 

y 

~ ... = (X;.,Xm) - 1(X;., Y.,.) 

E(~ ... - ¡3.,.)(~ ... - ¡3.,.)' = a,.,.(X;,.Xm) -i . 
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()i, , érvesc q ue 

lim prob ~m = f3m + lim prob [ 1 X ' X J - 1 [ 1 X' J 
] · J m " rn ]" " ,.,E:m = '3,n, 

lo q ue significa que los estim adores minimocuaclrá ticos ord inari os ele los coe
/i cientes de regres ió n son in sesgados y consistent es . Po r tanto, el problema bá
sico es el de la e ficienci a. Al estima ,· cada ec u;i ci ó n po r sc p,1 rado y de forma 
in dc:pcndi cntc , no utilizamos la informac ió n acerca de la correl ación entre las 
pe rturbac ion es y . po r tanto, la e ficienci a ele los estimado res resul ta dudosa. 

Para toma r en co nsiderac ión la correl;i ción entre las perturbaciones de las 
di stinta s ecuac iones, tenemos que comprimir todo el modelo (12.45) en vna 
sola ecu ació n . Esto se puede: lleva r a ca bo observando que cada ecuación se 
puede escribir en la forma 

(12.49) v ... = Xlm>f31 + x~ulf32 + · ·· + X\'t~M + Em (m 1,2, .. . ,M), 

en la que x<m> 
, I> = X,, sí ,n = P, 

=0 si m # P, 

y O representa una matriz (T X K ,,) de ceros . Red efini endo las va riabl es expli
cativas de esta form a. obtene mos un conjunto de ecua cio nes de regresión en 
el que cada una de ell as conti e ne exac tamente los mi smos coeficientes ele re
gres ión que las demás . Por tanto, esta mos formalm ente en la mi sma situación 
que cuando tenemos obse rvaciones conjuntas de seri es temporales y de corte 
transversal en una sola ecuació n . Las ecuaciones ( 12.49) pueden representarse 
también en la forma 

1 Y, l f'[" 
V(l) x::·r 1 [J 
- 2 

y X'., x~·· X~~· ¡3 , 
(12.49a) l: -X'~' 

+ 

X"" X~1º í3.~• 
~· 1 2 

o 

f] fr' 
o 

J]:lf] (12.49b) 
X2 

o 

Esto se puede escribir de forma más compacta corno 

( 12.49c) y= X¡3 + "• 

i 
1 

1 
} 1 

1 1 
1 ' 
1 ~ 
1 !; 
1 f ¡' 
l t l 

I ' ' 

1: 
i' 
f 

t t · 

i: t • 
1 i. 

I · l· r 
1: r 

1' 
! 
1 ' 

' (• 



624 ELEMENTOS DE ECONOMETRIA 

en la que Y es un vector (MT X 1 ), X es un a matriz (MT X "'J. :,'. ~,K,..), 0 es 

una matri z C"'J.'.,'. . 
1

K,.. X 1), y E es un vector (MT X !). Obsérvese que, según 

los sup uestos ( I 2.46) a (12.48), la matriz de va rianci as y covariancias <le E es 

(12.50) .Q = E(u.') 

' ' 

l E(,,,;J 
E(E¡E;) 

E(,,,;,) j ['"" ª12IT 0,,,1, j 
E(E2E;) E(E2E;) E(E2E;,) ª21 IT ª :12lr a2 ,\.fJT 

= E(E~
1
c;) E( E,.€;) E( c:,c;,) = ªM' IT ª .11,IT ª.11M IT ' 

en la que l r es una matriz identid:1d de orden (T X T) igual que en el caso an
terior . En este caso , la informac ión acerca de la correlación entre las pertur
bacio nes <le las d i, tint;is ccu;icionc:s est.í conten id a en la descripción de la 
matri z n y se tiene en cuenta en esta forma. 

La ecuación ( 12.49c ) mús los supuestos acerca de X y E se puede consi
derar como un modelo genera li zado de regresión linea l (es tudiado en la sec
ción 12 .1) . En es te modelo, el estimador lin eal insesgaclo óptimo de 0 viene 
dado por la fórmula de los mínimos cuadrados generalizados de Aitken, 

(12.51) 

En el caso de las regresiones apaientemente no relacion adas, esto se con

vierte en 
-1 M 

a 12(X;X
2

) , . . a 1M(X;X,i) ¿ a
1m(x; y n,) 

m =:c l 

M 

(12.51a) ~ 
a22(X;X

2
) a 2 "'(X;X .. ) ¿ a2 m(x;Ym) 

mcl 

M ¿ ªMmcx:.. Ym) 
m~l 

en la que e;'"" representa el elemento correspondiente a la fila m Y la colum

na p de la inversa de la matriz 

l" 
ª12 

º'"1 ª"' C:;;¡:z º 2" 

a., , a., , a,.,\I 

e ;suw;4§l;a ,si4!. . .;; w q; 

· ·~ ..:e,• _ ., , ··-' 
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.\ ,k 111.i,. la ma tri z· <le variancias y covariancias de Í3 vien e dada por 

( 12 52) E(~ 

Bajo el su pu esto Je no rmalidad. /3 represe nta tambic:n e l es timador ma xirno
vcros ímil de ¡3 . El es t imador minimuc uad rútico ordinario <le r, es 

qu e: . en ge neral, ,e rá di s tinto de '3 y, po r tanto. la es timaci ó n minirn oc uadr:íti
ca o rdin aria dr.: b s rcgres ion C's ap;m::ntcmc nic no rc!Jcion;1Jas 110 es cficic11tc. 

Por lo que n:specia a la aplicaciú n de l cs1im:idor generalizado d e Aitkcn 
a !::is reg resiones aparen temente no rcla cionacfos , se plantea el inlc:rcsa ntc pro
blema de sabe r cu;ilcs son las co ndi ciones especiales en las q ue dicho esti
mador equivale al es timado r min imocuadrático o rd inario. Un caso obvio en el 
que sucede así es aquel en que las estimaciones es tán realmente no relaciona
das; es decir, cuando 

= Ü 

para todo m ~ p. En este caso , [?, se convierte en 

[""(:;x,J o 

o 

O_: ]-ir o 11

{X.:' iY
1

) ] O a 22(X;Y2 ) 

a·""(X~,X") a""(X;,Y") 
(X 'X) " 1(X'Y), 

que es la fórmula del es tim ador minimocuadrático. Los dos c!'timadores son 
tambi én cquiv:il cn tcs en e l caso en que todas las ecuaciones aparenteme nte 
no relacionadas incluyen las mismas variables explicativas; es decir, cuando 

Xm = Xp 

para todo 111 y p . A con tinu ac ió n, demostraremos la equivalencia entre la 
fórmula de los mínimos cuadrados ord inar ios y la fórmu la de Ait ken en este. 
caso, utilizand o un co r ·. rnto de d os ecuaciones , pc,ro esta demostrac ió n se pue
de ampliar a cualquier número de ecuaciones. (Además, la demostración se 
podría extender también al caso en que X'" y XP no son exactamente iguales, 
sino que la primera es una combinación lineal ele la segunda.) Cuando M = 2 
y X 1 = X2, el estimador generalizado de Aitken es 

[
a11(X;X1) 
a•1(XíX1) 

a12(XíX1)] - 1[ a11 (X;Y1) + a12(XíY2) ] , 

a"'(XíX1) a"1(XiY1) + a"(XíYa) 

! 
1 

i 
I • 

1: 
! 
! 
¡ 
i: 
1 

i ; 

i 
1' 
' 

1 · 

i ! . 

¡ ' 

¡ · 
! . 

' { 

~ 
Í· .. 
I; 

~ ; 

í 
\: 
t 
t 
í 

i-



626 ELEMENTOS DE ECONOMETRIA 

o 
í a 11 (XiX 1)~1 + a 12(XiX1)~2 ] 

l021 (X iX1)~1 + a22(XiX1)~2. [
a

11(X;Y1) + a 12(XiY2)J. 
ª21(XiY1) + ª22(XiY2) 

Pero 

[
a' ' 
ª21 

ª12] 
ª22 [

O¡¡ 

0 12 
-0,2]' 
ª11 

o sea, que tenemos 

02.CXiX1)~1 

-a1 2(XiX1)~1 + a11(XiX1)~2 = -a1,(XiY1) + a 11(XiY2). 

La solución para 0, y 02 es, pues, 

y 

lo que coincide con los resu ltados ele los m1n1mos cuadrados ordinarios. 
Para ilu stra r la diferencia entre los estimadores de Aitken y los estimadores 

minimocuadráticos ord in arios <le los coeficientes <l e las regres iones aparente
mente no relacionadas, consideremos un sistema de dos ecuaciones . Suponga
mos que tenernos 

(12.53) 

o 

(12.53a) 

en las que 

' \ 

En este caso, 

X,= 

Y11 = /311 + f312Xu + e11, 

Y2, = /321 + /322X2, + e2,, 

y 

[

I X,
1

] 
1 X,2 . . . 
1 X,r 

13, = [/3,,] 
/3,2 

(r = 1, 2). 

-a121r] 
ª11IT 

El estimador generalizado de Aitkcn de los coeficientes de regresión es, pues. 

-a12~'.~2)]- I[ o,,(~'.~1) 
a 11 (X 2 X,) -ai,(X2 's 1 ) 

-01 ,<X¡Y,l l 
+ " 11<X;Y1 l 

--· ~• -- · ----- ----~ 
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i ,1 0 cfo lu ga r a l siguie nte sistema de «ecuaciones normales minimocuadráticas 
!:c· 11cn1 li z:icJas de Aitken»: 

a 22 ¿ (Y11 - /J11 - /J,2 X11) - ª12 ¿ ( >'21 - /J21 - /J22·Y,.) = O, 

' ' 
ª22 ¿ X11( Y11 - /J11 - /J12X11) - ª12) X11( Y2, - /J21 - f122 X2, ) = O, 

1 ' 

-012 ¿ ( Y11 - /J 11 - fJ12X11 ) + ª" ¿ ( Y2, - Íi2 1 - Íi22X2, ) = O, 
1 

- ª12 2 X2,( Y11 - Íi11 - f1 12X11) + O ¡¡ ~ X2,( Y2, - f12, - Íi2,X2,) = o. 
l 1 

P.n la primera y tercera ecuaciones podernos despejar /3 11 y (3,, obteniendo 

(12 .54) Y1 - fJ 12X1, 

f 2 - fJ, , Y2. 

?U stit uycndo estos resultados en las ecu.icionc:s restantes, y despejando ~12 y 
022, obte nemos 

( 12.55) 

en las que rn xrXs = ¿(X,, X,)(X,1 X,). 
' 

inx,v, = ¿(X,, X,)(Ysi Y,), 
1 

r, s = l, 2 . .. 
Obsérvese que, si Eu y Ez, no están correlacionadas (es decir, si o-12 = O), )as 
fórmulas de ~12 y 022 se convierten en 

= ª11° '22 111 xzx./11 X 1Y1 

0 11 ª22111 x1X1 111 X2X2 

ª11 ª 221n x1x1mx2Y2 

U11°22mx1x1mx~x2 

l1l x l Y¡ 
=--, 

n1x1x1 

_ ::, . 
.• ,p,.;.· · 

i' 

1. 

¡. 

_., __ ,. .. __ .. ,_.,....,_.,,_,,..,,- ~•~.~- "'fH"""'\ .,_,,,.,,,. . . ~ -~ - -..-._ •,q 1\ , At.;:¡L FMI CA+4, O - ~~· # ZA .t ; , 
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que es el resu lt ado co r respondien te a los estimadores minimocuadráticos or
dinarios . Del mi smo modo . si X ,, = X 2, (es decir, si las dos ecuacio11es tienen 
la misma vari able exp li ca ti va). obtenemos 

(a11 ª22 - 0 f 2) 1nx 1x1 1nx1Y 1 

(a11a22 - ai2)m'.tx1 

(aJ1c2 ?. - 0 f 2) 1nx 1x/11 x1Y2 

(011ª22 - 0I2)111 l1xl 

l?lx1Y1 , 

1n x1x1 

que corresponden nu eva men te a las fó rmul as minimocuadráticas ordinarias. 
Como los estim ado res minimocuadriiticos generalizados son ELIO, su va

ri anc ia es menor o igual que la de los es timadores minimocuadráticos ordina
rios. Por ta nto, resu lta adecuado preguntarnos cu,íl es la diferencia entre las 
vari ancia s y de qué depende. Obtendre mos una respuesta en base al sistema 
de dos regresiones aparentemente no relac ionad as que ac:ibamos de presentar. 
Señalemos, en primer lugar. que la mat riz d e v:iriancias y covariancias de los 
estimadores minimocuadráticos generalizados de '312 y Pu es 

En este caso, 

(~ - ~) = [P,, - fi,,] 
P., - fi,. 

y 

' ' 

Esto significa que 

Co~·(p,,.S,,)] 
v ar(/l.,) 

X= 

(X11 - X,) 
(X,, - X,) 

(X,r - Xi) 
o 
o 

o 

o 
o 

o 
(X21 - X,) 
(X,2 - X,) 

(Xu X,) 

-a1J"' x i '• ""i 

ºi ¡n:.r~ t • 
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1 11 con c reto, la va ri ancia del estimador minimocuadrático generalizado de 
~1 2 es 

( 12.56) Va r(Íi1 2 ) 

Si representamos por 

P12 

el coe fici ente de correlnción entre E11 y E2 ,, y por 

r, 2 

el coeficiente de correla6 -'i n e ntre Xir y Xu en la mu es tra, podemos escribir 

i, a,,a2,(I -- Pf2 )a,,mx,x, 
Var(,.., 12) = "' 

0 11°2 2 (} f>f2ri·2)t,lx 1x1 1'1x2X2 

~ 1 - P?2 

mx, x, I - PT2 1"l2 

Por otra parte, la variancia del es tim ador minimocuadrático ordinario de f3u es 

Por tanto, la r:izón ent re J:is dos vari:incias es 

(12 .57) I - p¡, 
1 - Pi2, f2 :<:; I . 

Esta razón es fun c ió n decreciente de p2
12 y func ión c reciente de r 12 . Es to sig

nifi ca que e l aume nto d e eficiencia deb ido a l uso del estimador rnini111ocu.idrá
tico genera li zado en lugar del es timador minim ocuadrático ordinario es m áxi 
mo c uan do las perturbaciones de las dos ecuaci o nes están muy correlacionadas 
Y, al mismo tiempo, las vari a bles expli ca ti vas no está n co r relac ionadas . El 
cuadro 12-1 presenta los valores de la razón Var(¡3 12)/Va r(i3 JZ) correspond ientes 
a distintos va lores de p2

, 2 y r2, i. Como puede verse claramente, en muchos ca
sos el aumento de e ficien cia resulta sustancial. Estos resultados podrían exten
derse también a un sistema más complejo de ecuaciones aparentemente no re
lac ionadas. 

¡' 

') 

' !.W ,SS)Jli:-4:;czct ;: H ~ .. ·- .. _ _ 
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Cuadro l 2- 1 

P'f2 ., 
' i2 

o O 1 0.3 0.5 O. 7 0 .11 
·--~ ---

o 1.000 0.900 0 .700 0.500 0.300 11 . 100 

0. 1 1.000 ()_')()') O. 722 0.526 0.323 O. 110 

0.3 1.000 0.928 0.769 0.588 0.380 0.137 

0.5 1. 000 0.947 0.823 0.667 0.46 1 0.182 

0.7 1.000 0.%7 0.88 6 o. 769 0.5 88 0.270 

0.9 1.000 0.989 0 .959 0.909 0. 8 11 0.5~6 

1.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

Estimación en el ca.~o en que no se conoce la matriz de variancias y co,·arianl'ias 

En el a n ;íli s is an 1crio r h e m os s upu esto que se co no.c ía n los elem e ntos d e la 
m a triz D. (es d ec ir, las var ianc ia s y co1·;1 r iancia s de las pc rlurbacioncs) . Si n 
embargo , s i (como sucede ge n e r:dme nte) no se conoce n , pode mos sust it u ir D. 
por un es 1inwdor co ns is1c n1 <: de d ic h :1 matr iz. Co mo ya se ha seiialado e n la 
sección 12 . 1. el e stimad o r d e r~ yue obt e nemos en es te ca so posee las mi smas 
p rop iedad es a s intótica s que e l <: s timado r minim ocuadriít ico gene ra li zad o de 
Aitken . El problema con sis te. pues, e n ob te ner e s ti mac io nes consi s tentes d e las 
variancias y covariancias de la s pe r turbac io nes d e la regresión , y para ell o po
d e m os util iza r los res id uos minimocuaurát icos ord in ar ios (a los que lla ma
remos e,,, ,) como ha propu e sto Z e lln e r en su pionero artículo.u Utilizaremos 

( 12.58) 

e~ la que 

l..J. Zclt ncr, op. cit. 

['"" 
s,2IT ,,,,,,] 

ti. = S21 IT S22IT S2MIT 

sM, IT SM2lr s ,,rMIT 

J T 

Smp = T - K 2 emtept, 
m t • 1 

m , p I, 2, .. . , Af. 

' 
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,. ,li ,· 1110, a ue s.,, .,, es un estim ador in scsgad o y co nsis1e n te de rr .. , .. ,, y se puede 

1n", 11·a r q;1c s .. ,,, ( 111 ;,,, p) es un cs1i111:1u o r con sis tente <.k rr,, 0 . (Como sólo nos 
in1cr<:sa la cons islencia, a l ca lcular la s <: s l imaci o ncs de rr,,,, poc.lríam os utiliza r T 
en lu gar de (T - 1( ,,, ), s in que e ll o ;1fecte ,1 las prop ieda des a sintó t icas d e l esti

;11; 1d o r de P, .) F.1 cst im ;1do r de 0 resulta n k es 

( 12.59) 

C<Hl 

( 12.(>I)) Yar-Cov as in tó ti ca (0J (X'n - 'X>' 

y s<: Jcno min;, ntiu1u.!J1r d,· :\ ir k cn c n d os ('/11¡,as . ya que· su 1 ,, lu r se ca lcula 
po r un proced imi,·111u c11 dus c1:,¡1;1,. F.11 pri me'!' 111¡.: ;ir ,, e oh1 icnc11 l:1s cs1i111a
c io 11 <:s 111 i11i mocu:1d r i1 t ic..1s o rdin ;, ri:, s de· L·:,•i:i ú·u;,c i,i n , u 1i li ,;i 11 du k1s res iduos 
re su lt ;1n tcs pa ra cs t im :1r la , 1·:1 ri ;1m:i ;1s v C<J\·;iri ;111e· ia , d e· h s pe· r: u rh ;1c iu n,·s y 
con s trni r S?. La scgund ,1 c1a p:1 co11s i<:tl'. '{11 susti tuir !! por Q e n (12.59) 
y ca lc u la r los va lo res d e los ck1rn:n1u~ <.k P. 1 F .x is te un pru ¡• r,,m :1 p,,r ;i c;tl cu
lado r;1 s . corres po ndiente· a cs1c 111 c' 1odo de es1 i111aci ,., n. ll am:,do E íTST .) F. I 1:s
ti111 ad o r d e /\ it kc n en dos et;1¡,as es a s in1 ó 1i c:i111L· 111 c cqui,·,1k111e a l c,i ima uo r 
minimocuad r:'l ti co gcm:ral iza d o tk /\i1kcn y . po r t;1111 0 . a l cq i111aJor 111a.ximo
veros í111il de ¡3 . l'o r lo 1a11to, est e· c s tim :,dur es a sin1 ú 1icamc nte cf icic nl e y su 
di s tribu c ió n asin16tica es norm a l. Po r lo que respec ta a las propi edad es de 
dich o es timado r en la s muestra s pcquciia s . se di spo ne de al ~u nos r<: s tiltad os ex
perim e nta les y teór icos que i11 d ic:111 q11 c es in si.:!:g:ido y cficii.:nt..: e n rc l::i c ió n a l 
es lim a clor 111i11i111ocuadr,í1ico o rd inario." 

Un proced im iento a ltern a tivo p:ira es timar los e lemen tos de .Q con s is te en 
utili za r e l 111 '3 1udo de l:t m:i xim a verosimilitud. Sq:(111 (12 . 18) . la funci ó n de 
veros imilitud d e Y e n e l co nt ex to de las regre sio nes a pare ntem e nte no rela
cionadas es 

( 12.6 1) 
MT 

L = - 2 log(2rr) - -} log i'ºI - -l(Y - X¡3)' .Q - 1(\' - X¡3). 

12. Ver /1. Zcllnc r. «Es timalors oí Sccmingty Unrclalcd Equations : Sorne Exact Finite 
Samp1c Rl' sutt si>. / ormw/ o/ tir e A111crica11 S ta tistica/ A ssociatio11. vol. 58, di ciembre 1963, 
p¡,. 977-92; N. C. Kakwani, ,Thc Unb iascdncss of Zclln cr· s Sccmingly Un rclated Rcgres
sion Equa ti o ns ·Estimators,. Jo urnal o / rh ,, A ,nerican Statis tical Associatinn. vol. 62. marzo 
1967, pp. 14 1-42; f. Kmcnta y R. F. Gilbert , «Smatl San.ple Properties oí Altcrnativc 
Estimators oí Secmingl y Unrelated Regressions•, foumal o/ the America11 Statistical 
Association , vol. 63, diciembre 1968, pp. 1180-200. 
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Podemos derivar L rc srcc10 a los ckmcr11u~ de /3 y Q, igu a lar a c,·ro c'i ," 
derivada s y resolvc r !::i s ecuaciones n::sulrantcs obteniendo los valores de !,» 
parámetros desconoc id os. En el sis tema de dos regresiones aparcntcmcn1c no 
rel acionadas que hemos p rese ntado en ( J 2.53), tenemos 

+ ª11 ¿ ( Y2, - /321 - /322X2,)2 

' .... 

2a12 ¿(Y11 -/311 -/312X11)(Y2, -/3,1 -/322X2,)]. 
t 

Las condiciones de primer grado para la maximización de L respecto a las (l 
y las <T son 

&22 ¿ ( Y11 - /111 - ft,2X11) - &,2 I ( Y2, - ft21 - h22X2,) = O, 
' t 

&22 ¿ X11( Y11 - h11 - P,,X11) - 8-,2 ¿ X11( Y2, - /121 - P2,X2,) = O, 
t ' 

-fi,2 ¿ ( Y11 - bu - /3,2X11) + fí11 ¿ ( Y,, - ft21 - h22X2,) = O, 

' ' 
-&12 ¿ X2,(Y11 - P11 - ft,2X11) + ii\1 ¿ X2,(Y2, - /121 - P2,X2,) = O, 

t ' 

&,2 = i, ¿ ( Yu - /J,1 - /J,,Xu)( Y2, - /121 - P22X2,), 
' 

Obsérvese que las cuatro primeras ecuaciones son básicamente igual es que las 
«ecuaciones normales minim ocu;:idráticas gc ncralizad8s de Aitken» que hemos 
obtenido anteriormente; la única diferencia es que las u se han sustituido 
po r &. En el caso del estim ador de Aitki.:n en dos etapas, las o- de las cuatro 
primeras ecuaciones se su sti tuyen por las estimaciones obtenidas a partir de los 
residuos minimocuadráticos ordinarios y, por tanto, las tres últimas ecuaciones 
no se util izan. Sin embargo. en el caso del estimador maximovcrosímil. la s cr 
deben estimarse conjuntamente con las (3 utilizando las siete ecuaciones . 
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l,; 1s wndic ioncs de primer gra do para la maximización de L en un sistema 
m:i, complejo de regres iones aparent emente no relacionadas pueden obtenerse 

111 cdi anl e una simple genera li zac ión del caso de dos ecuaciones. En primer lu
¡,ar. tenemos las ecuaciones corrcspondien les a las «ecuaciones normales ~ini
mocuadráticas generalizadas de Aitken » y, en segundo lugar, las expresto~es 
correspondientes a las variancia s y covar iancias est imadas de las perturbacio
nes . Así pues, en el caso general los est imadores maximoverosímiles vienen 
dados por 

(12.62) 

l
iÍ'11 TT 

~ = &2iIT 

&M,IT 

siendo 

m,p = 1, 2, ... , Af. 

La solución analítica de ( 12.62) re su lt a muy compli cada, ya que las ecuaciones 
son no linea les respecto a las in cógn itas, pero puede obtenerse con la ayuda de 
una calcu ladora e lectrónica. El estimador resultante ~ posee las mismas pro
piedades ns intót icas que el est imado r de Aitken en dos etapas, y existe tam
bién cierta evidencia de que las propiedades de estos dos estimadores en las 
muestras pequeñas son muy similares.u 

EJEMPLO. Como ejemplo de regresiones aparentemente no relacionadas, conside
remos el s iguien te conjunto de funciones de inversión de empresas individuales: 

en las que / = inversión bruta, C = cantidad de capital al final del período, y F == 
= valor de )as accione·. en circulación al final del período. Las estimaciones si

< 

13. Ver Kmenta y Gilbert, op. cit. 

' 
! 

·' 
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guientes corresronJientcs a dos cmrrcsa s. Genera l [lectric y W csti nghousc. cst.,n 
basadas en los datos anuales del periodo 1935- 1954 14 : 

General Eleclric 

MCO !, -9.9563 + 0 .1 517C,_ 1 + 0.0266F,_, + et, 
(J 1.3 742) (0 .0257) (0.0156) 

EFFEST !, -27.7193 + O. l 390C._, + 0.0383F; - 1 + ec, 
(29.3212) (0.0250) (0.0145) 

MV ! , -30.7485 + 0 . 1359C, _ , + 0.0405F, _ 1 + et; 
(29.6608) 

Westinglrouse 
(0.0255) (0.0145) 

OLS ,, -0.5094 + 0.0924C, _ 1 + 00529r; _ , +- er, 
(8.0 15}) (0.0.56 1) (O.O 157) 

EFFEST ! , - 1.2520 + 0 .0576C, _ 1 + 0.0640F, _ 1 + et, 
(7.5452) (0.0530) (0.0145) 

MV /, -1.7016 + 0 .0593C, _ 1 + 0.0557 F, _ 1 + e,. 
(7.5149) ro.0529J (0.0144) 

Como puede ver~e , par_ece e~is tir un aumento de efic ienc ia , at,nquc 110 muy impor
tante'. a l pasar de la cs t1mac1on por mínimos cuadrad os ordinarios a la de dos etapas 
d_e A 1tken o a la de la má xima verosimilitud. La razón de que cqc aumento de eíi
c1~nc1a _sea relativamente requeño es, al menos en pa rte , el alto grado de co rrela
c1on cxtstente entre las variables explicativas de las dos ecuaciones. 

Estimación de regresiones aparentemente no relacionadas con pcrturb:.cioncs 
autorrcgrcsivas 

Como último punto en relación con el problema de la estimación de regresio
nes aparentemente no relacionadas, consideraremos el caso en que las pertur

baciones de cada ecuación no son independientes a lo largo del Jiempo, sino que 
s:óuen un esquema autorregresivo de primer orden del tipo presentado en la 

. 
' 

14. En ibid. Los rcsuil ados se basan en los datos que aparecen en 1. C. G. ft .x,: ). 
G . \1. <lc\\'in. - lr.vc~tmcnt D cmand: An Empirica.l Co:1tr ibution ro thc ,\ f,:r..: f:!! :,.:' :; Pr v
b~_c,m>t, / ntcrnutiunal Economic Ucvicw, vul. t, cncrv 1960 . pr . 3-)0 . 
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, ,·,-ción 8.2. En este caso, los supuestos (12.47) y (12.48) efectuados al iniciar 
,·s1:1 sección deben sus tituirse por 

( 12.63) 

( 12.64) E(c..,c;,) 

Pm 

T - 2 Pm 

T -~ 2 p.,, 

111 , p = 1, 2, .... ¡\f. 

T - 11 Pm 

T - 2 Pm 

1 · 2 
p• 

p~ - lj 
' 

en los que p,., es e1 cocfici:nlc ele autocorrclación en la ecuac1on m. En tal caso, 
podemos estimar p,,, por separodo para e.ida ecuación utilizando alguno de los 
métodos consistentes presentados en la secc ión 8.2. Supongamos que llam amos 
p,,, a las estimaciones resultantes. Podemos utilizar cs!Js estimaciones para 
transformar las observaciones individu ales de modo que el sistema de regresio
nes aparentemente no rel acionada s se convierte ahora en 

(12.65) (Ym, - ,ómYm.,-,) = Fn,(X,._, - PmXu-1.1) 

+¡'l,.,(X".2 - íimX,.,-,.2) 

+ · · · +{3m,:JXm<.Kn - PmXm.t-1.A"J + Umt, 

m = 1, 2, ... , !if. 

Las regres iones de ( 12.65) pueden es tim¡¡rse en la forma h ab itual por e l méto
do de Aitkcn en dos etapas y las es timaciones resultantes de los coefi c ientes de 
regresión poseen la s mismas p1opi edades asintóticas que la s esti maciones mini
mocuadráticas generalizadas de Aitkcn .15 

15. Ver R. W. Parks , «Efficicnt Estimation of A Systcm of Regrcssion Equations 
whcn Disturbanccs are Iloth Scrially and Contcmporancously Correlatcd». /ounwl o/ tite 
A11:crican Statis tical Association. vol. 62, junio 1967, pp. 500-509; J. Kmcnra y R. F. Gil
ccrr . •Estimation of Seemingly Unrclatcd Rcgressions with Autorrcgrcsiv~ Disturbances•, 
lcur,;G/ o/ the American Staristical Association, v-01. 65 , marzo 1970, pp. 186-97. 

. sw ,;cq:u. ~ ou;if8!11,.1 ¡ ;: t ~~~-------- ~-----------=w .t;bCJ4tit1, ,,.,. 4 .., . ~ . ; e,, .c ¾!1 ,;..n• 
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F.JF.RCICIOS : 

12-1. 
12-2. 

D emostr:i r la , ·alide1. rle la, ec uaciones ( l 2_ . l 6J y ( 12.17). 
C on..;itJera r 1.1 e"tin1aciün de una ec uac ión de regresión co n ohscr vacionc" 
proccdcntc:s de N econ omías domésticas en d,1s períodos de tiempo cPmccuti 
vos. supon iendo que las perturbaciones de la reg res ión no es tún correlac ic, 11 a . 
das en sen tido t ransversa l pero so n autorregresivas a lo largo del ti em po . con 
p; = p¡ para todo i . ¡. 

a. Oht cne r los element os de .f2 (la matriz de variancias y covariancias de 
las pertu rbacion es). 

b. Const ru ir un procedimiento de estimación que proporcione un estimador 
co nsis tente de n. 

c. Diseña r una transformación de las o bservaciones que permita utili za r el 
método de los mínimos cu adrados o rd inarios para obtener estimaciones 
asintóticamente eficientes de los coeficientes de regres ión . 

12-3. U n modelo de regres ión que se dche estima r a partir de observaciones con
juntas de se ries temporales y de corte transversa l viene dado por 

Yu = f3Xu + '" (t = l,2, ... ,21;i= 1,2) . 

D e modo alternativo. podemos escribir 

[~~J = G~J f3 + [:~J. 
en la que Y,-(21 X 1). X, -(21 X 1), E;-(21 x 1). y (3 es un escalar. 
Supóngase que las X son no estocásticas y están limitadas, y que 

E(e 11 ) O, 

E (,,,e ,, ) o (t # s), 

E(e.,e1,) = c,11 • 

Los datos muestrales presenta n la forma siguiente: 

XíX1 = 10 , XíY1 = 10, YíY1 13.90, 

XíX2 = 8, XíY2 = 8, YíY2 = 11.92, 

XáX2 = 10, X 2Y1 8, Y2Y2 = 12.30 . 

X2Y2 8 , 

Obtener una estimación asintótica.mente diciente de ~ y Je ,u crrM ,t;in,!,rJ 
estimado. 

¡ 1 M OD ELO GENERALIZADO DE REG RESI ON LINEAL Y SUS APLICACIONES 

• 
l l-' - ( ·,in siderar las dos ec uaciones de regresión siguientes: 

Y11 = f3,X11 + <11 

Y21 = f3 2 X,, + <2, 

(t 1, 2, .. . , 21). 

Supó ngase que las X son no estocásticas y están limitadas. y que 

e11 - N(O,a11 ) 

E(cue.,) O 

E(eue,,) a., 
Los resultados muestrales son 

¿ X/', 10, ¿ X11 >'11 

¿ xt, 10, ¿ X 11 >'2, 

¿ X11X2, 8, ¿ X2, Y11 

(i = 1, 2), 

(t # s), 

(i,j = 1, 2) . 

10 , 

8, 

8, ¿ 
¿ x,, Y,, = 8, 

¿ y2 
11 12.0, 

¿ Y;, 12.4, 

Y11 Y,, JO.O. 
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Obtener estimaciones as intót icamente dicientes de los coef ic ientes de regre
sión y de sus errores s tanda rd estimados. utilizando : 

a. E l método de Aitken en dos eta¡,as. propuesto po r Zellner. 
b. E l método de la máx ima verosi militud . 

12-5. :Se ha especificado un conjunto de tres ecuaciones de reg resión apa rentemente 
no re lac ionadas, en la fo rma 

Y,1=a1+ ,Bl 11 +c11, 

en la que la matriz de varia nc ia s y cova ri ancias de las perturbaciones se su
pone conocida. Con<.i dcrar dos es timado res de (3,. el prim ero o h lL" nido apii,. 
cando la estimación minimocuadrática genera li1.ada de Aitken a la , tres ecua
cio nes. y el :;cgund o a plica ndo es te método a las dos prim era, ec uaci ones sola
m ente. y examinar la eficiencia de l primer es timador respecto al segundo. 

12-6. Considérese el siguiente conjunto de ecuaciones de demanda de di stintos pro~ 
due tos, para cuya estimación se dispone de datos 'de series temporales: 

V., = a, + /3 ,Pu + y, V, + e11 

en las que V ;, = gasto en el producto i. P,, = precio del producto i. y V, = 
= gasto total en todos los productos . Como 

¿ Vu V,' 

, 
j". 

/ " 
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. 
\ 

existen las siguicnks rest ricc iones: 

La, º· º· 1, O. 

' 

Describir un procedimiento de estimación que produzca estimaciones eficien
tes <le los coeficientes <le regresión. 

Capítulo 

13 
Sistema de 
ecuaciones simultáneas 

Los muJ e los econó mi cos cornp re11 ck11 ¡: ,·m-r: ilmcn•,· un cu11i111110 de relucitincs 
qu e tr ;,w11 Je explicar la co11duc1.1 de ci n 1:i, ,·ar iahk~. Pu r cje1 11pk• . un moJelo 
simple Jel mercado de un produ c10 tktcnninadu puede e!olar fu r1 n:1do por una 
ft111ció11 ele of.:rla y una Je de111 a nda, v t r:11;1r de e .\ plic:1r e l precio y la c;mt i
dad de equilibrio de la mercancía que ;e in lc rc;,111hia en e l 111.:n.:,,d,1. De l mi smo 
m odo, un mode lo de la renta agregada puc·clc c xp li c:,r la de1cr111inaci0n de los 
di s ti11tt1s compü11c11tes de la renta a tr:1, ·~s de n:l;1ci o11es .:spcc ili caJas en la 
forma ad.:cuada . En es tos mod e los, el pn<l1!c111a de la csti111ació11 tk los pará
m e tros prese nta unas características e speciales que 110 ;1parecc11 en los model os 
compues tos por una sola relac ión. En pani c ular, cu :111d1J una relación fo rma 
parte ele un s is1r m:i, alpunos rcgre,ores suekn s,· ~ cst oc,ís ti cc,s y e;t:ín cc1rrcla
cion;idos co n la ¡,crturb:1c ió n de l:1 rc¡c n: >i,S n. [11 cst<:: ca so . los es timaJ o rc'S mi
nirnucu:1dní1i c,i, o rdinari us d e: los cudi c ic ntcs tk rc¡::Ts iú 11 son i11 co11, is tc ntc s , 
y es p r•: ci , o cu11 ,t 1 uir otros mét od os 4uc: propo rc io nen cs ti111 :iciu nes cons is
tcn ks. 

Este capí1ul o se ocupa d e l p roh lcn1 a de la e stim ación de ccua c: ionc s que 
perte nece n a u11 sis lc ma de n: laciones y lkl a n:íli s is e i11t e rprctac iún de taks 
si s te111;1s. La secc ión I J .1 contiene una de scripc ión gc n-: r:i l de los si;te111,1s de 
ccuaci o11cs simu ltiÍ n..:as e i111rndu cc a igun os conccplos b :ís ico,. La s,:cci ó n J 3.2 
s<.: ocupa d e l pr,1blc111a J.:: la id enti fica c ió n, q u <.: es de i1;1po n,111cia crucial para 
la estimación, y e! an üli s is represe nta una ext e nsión lógi ca d e l pro blema de la 
identificaci ó n e n los modelos uniccuac io nalcs, estudiad o en la sec~i ó n J 1.2 , a 
los modelos multiccuacionales de e s te capítulo . En la secc ión D .3 se presen
tan va r ios m é todos de es timaci ó n de una so la ecuación que pcncnece a un 
si stema de ecuaci0nes, mil!ntr:i s que: los m.:1odos prese ntados en la sección J 3.4 
~st.ín pensados parn obtener es timaciones de todas las ecuaciones del s istema. 
La s..:cción 13.5 se ocupa de la comparación entre los di s tintos métodos de es
:im.1ción y de algunos problemas es pecial es. Por último, la sección 13 .6 pre
'<:n t;i un aná lisi s e interpretación de los sistemas económicos dinámicos. 

639 

1."!!..- · 

,r"' -..__,,_...,.,_,.,.,w-. . ....,,~ __ ,.,.,.._""-""""·"""'~'~"""""'*...,.· "'"'"'™""5 :z"'""''*"'',.,..s"".ol<.!1!#.?!4l,.,,,. ... ""!, ,l"i .,,,.~ •• il'l!ffiilm,)\l!¡¡¡l!o;_~,.'!!f'-~X.,J»-· .. '!l!Wr,Jtll!lt.ll:flli'Sl'n'&''-'. "l'.!t(l'('0"'i!!~<.-,,,;,,F"'*'l'l.~~-$:!b*!i;,,,,..., 



640 ELEMENTOS DE ECON OMETRIA 

13.1 Descripción de lo;; sistemas de ecuaciones simult:'u1e:1., 

Fl requi s ito b:í , ico quc· dch,:n sa lis fa cC' r los modelos cconóm irn:, e , que e l 
núm e ro de VLJriabks cuyos va lo res se prctemk explicar sea igu:il ;¡f número <le 
re lac iones independ ien tes e n e l mod elo (es deci r , a l nt1mcro d..: pi ezas de in
forma c ió n rc kvant c di ; tint:, s ). y.i qu e. de lo contrario. los v; il o rcs de cst;,s 
var iab les no se ri :1 11 dcterrnin.idos . Ad c:111:is de !.is v;i; ·i;1hlcs cuyos v;1 lorc:; se 
pretende expiica r . lo , mode los pueden co nten e r (y ge ncr;il111ent c co ntienen) va
riables cuyos va lores no se ven afectados de form:i in med iata pur e l 111ecani s1110 
presenwdo en el r:10(!.::lo. La i111po r1<1n c ia <l e es ta s va ri ables r:,dic;i en su fun
c ió n como factores explicativos . Esto nos ll eva a efectu a r u11;1 di s t inc ió n ent re 
las variables cuyos val o res deben ser expli ca dos po r é l modelo y J;,s \·ar iablcs 
que cont rihuye 11 a propo rc ionar es ta e:--plicación; las primeras se deno min an 
e11dó; e11as y las segu nd as. prcdt'ler111i11aclas . Ln s va ri ables pn:Lkt c rminad :is pue
den subd ividirse en exúge11a.\ y e11dóge11 ,1s retardadas. Los valo res ele la s va
ri able s e ., ógc na~ se determin a n po r cu111plct o a l 111 argc 11 de l s is le111a que: se 
esté con s ide rando, mi entras que los valores de las vai"iablcs e nd ógen as re tar
dada s cst;ín rcprc scnt:idos por los va lores pre vios ele l:1s va ri:1hks c 11d (lgc· 11 .is 
del mod e lo. Los :noddos sin v;1r i.iblcs c11dógcnas retardada s so n re la ti va mente 
corrientes, pero es muy poco frccuc:nte enco11trnr modelos s in nin gun a va ri a
bl e pn:det c rmin ;,da . Po r cjcmp lo. un modelo de l me rcado de un produ c to de
terminado puede est ar formado por una relación d e J cnwnel:i y un a de ofe rt a, 
en las que la cnnt ic.bd int e rc :i111bi ada y e l precio ele equ ili brio de l período sean 
las vnr iables endógenas. y los fact o res que origin.in desplazamientos s is temáti
cos ele la s fun c io nes d e oferta y de111anda, las vnriables predeterminadas . Se 
dice que un 111 odelo cun.\lituye un sistc 111a de ecuacion es si111 u l tá11eas s i , para 
obtener d valor d e 1111a u 111ús ele las variables ell(/Jge1;as del 111odelo. se nece
sita,¡ todas las relaciones que lo co111po11e11. Esto impli c:i que una o má s ele las 
relaciones incluyen 111:.í s de u na variab le endóge na. 

Ln dcfi 11i eión de sistc: ma de ecuaciones simuft{¡neas se puede i11terp rctar 
de fo rmn má s ri gL,rnsa cuando los mode los económ icos se formu lan especí fi ca
mente como un conju n to ele re lac iones es tocást icas bi en definida s, es dec ir . 
cuando se co nvie nen en lo qu e ge neralmente se deominan 111oclelos eco11 0 111é
(rico s. Normalm ente , la teoría econ ó mica nos dice qué re lac iones forman el 
m odelo. la s variables que deben incluirse en e.ida u1rn de las rel:ieiones y los 
si gnos de a lgunas de las derivad as parc ia les . Pero, por regla genera l, la te,>ría 
económica npen as nos informa aceren de la forma funci ona l e.le la s rcl :ic iu n.:s. 
los reta rdos tempor.ilcs ex is1entcs y lo~ val o res d.: los par.í111e1ros . ,\ ,km:i, . J;is 
re laciones son de tipo <lcte rministico, <le modo que no se con ,: i<lcra la ,· \i , 1,·n,i., 
de p\.:rturbac io ncs estoc.í stic as. l' arn converti r un modelo ecl>11,·u11i,u en ' "' ·' 
proposición con t ra~tablc es p rec iso cspecif1c :.i r la forn1;1 fu1 1<.: i, ,n.,I de J. ,, r,l , 

ciones, los pcrioJ0s de tic111po a los que se rdicn.:n J;is "or i:,i ,L-, '" l., · ., · ... · · 
r_i_,.aeión éstoc:i,tica dcl , i, tcma. El r, , u lt:1do c0m i, :, en un r.: ,· , !, '. ' ,- ' · · 
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11:<'1,·ico qu e es suscep tible de es timac ión o co11lrns tac ión . Este modelo repre
,, 111a un resumen del conoci mi ento previ o de l inves tigador acerca del fenómeno 
en ':1es ti0 n. En e l estado ac tu a l de lu cienc ia econó mica, estos conocimientos 
previos proceden en parte de la teoría económica, y en pa rt e de conjeturns y 
razonqm 1cntos ad hoc. Por ejempl o, cons ideremos e l s iguiente . modelo simpli
f1ca<lo de o fe rta y demanda de un producto: 

(demanda) O = /,(P, Y) 

(o fe rta), Q = / ,(P) 

en e l que O = c:1111 idad de equil ibrio 1:omprada y vendi da en el mercado 
P = prec io ~e equilibri o . e ¡ · == renta de los con sumidores. La s variabl es Q 
Y /1 son c ndogc nas. 1111e111ras ciue Y es e .,0gcna. Obsi:rvcse que para ob tener 
los valores de las dos var iables cndógL· n:.i s nc:cesitamos conocer las dos rc la
Clüll~s . de.: modo que se trilla de un s is lcma de ecuac iones si111ult;í neas. Estns 
relac iones se podrían represe ntar a tr:1vés dc un modelo econ ométrico del tipo 
sigu ie nte: 

(13 .1) (demanda), Q, = a 1 + a 2 P1 + a 3 Y, + <
11 

(oferta), Q, = /3, + /32 1'1 + '21 

/3, '.2'. O, 

en el q ue las a ): 0 so n p_ar,ímc· tros. las , son perturbaciones alea to ria s, y t 
rep_resenta un pe n o<lo ele ti empo dc1e r111inado . Cada térmi no de perturbación 
estil caractenz:i<lo po r los sup uc,tos de l modelo cl;ís1·co de r · • l 
l . . . cgres1on norma 
mea !. La s vananc 1as y la covar ian c in de las perturbacione5 son 

E(,f,) ª11, 

E(,~,) ª22, 

E(,11<2,) = ª12 . 

Las ec_uaciones ( 13. 1 l se , · nominan /or111a estructura{ del modelo y se obti enen 
ª par tir de la teo ría econó mica, Si en las ecunciones· es tru cturales despejamos 
las var iables endógenas, obtenemos 

( 13.2) 

l ....!.~..m\' .... ~ 

if C IJ , .¡¿ _4:z G .<A¼+? .• • 4¾6!*?" w. o. . •EW&Si 91:-Z4S i_.JVA , PUJf. @ .. +6'9Jif3S?.J '\•.#4 ;:;q_;,...,r"° 

._ .• , "'i"II"~( 

v· , 

t 
l ,, 
i 

i, 
f. 

,· 
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Las ec unc ioncs ( 13 .2 ) com ti!U ycn la / or111a r educida de l mod e lo. La , c·u1 ,"·; r. , 
nc s d e In fo rma r-.:duc icl a 1nucstr,1n exp lic ita mc ntc que las v.1r iab lcs cnLl<'1r,· 11," 
dependen cunjw11a1nc11 tc ck las variables prcclc tcrmin;:icln s II lns pcrturh ,1c in11c, 
del sistc111a. En e l caso de ( 13. 2) po cl cmos ver que los va lo res de O, Y /' , c, t,ín 
tota lm ente dctcr111 ina dos pur }\ . E1, y E2, . Po r otra pnrtc . se cons ide ra que el 
vnlor J e V, se ck tc rmina ru cra d e l mc rcndo co ns iderado y s in nin gun :1 inllu cn
c ia proced en te ele /J, o O ,. S i }' , es aleato ria. se supone que se di s tribu ye inde
p endi ente ment e de c: 1, y E:, . 

D esde e l pun to el e vis li1 dc In in fe re nc ia cs tmlísti c;:i. la <mi ca cnr;:ic te rí stica 
significat iva de los s istemas de ecuaciones simult áneas (y la i'.mica que requiere 
consider:1ción espec ia l) es la p resencia de variabl es endógcnns en tre las varia
bl es exp licn tivas de a lgunas o todas las ecua c io nes est ru ctura les. Es tn caracte
rís ti ca ca u s;:i problemas po rqu e. en ge ne ra l , las var iabl es endóge nas es tán co
rrel acio nadas con e l té rmino de perturbación de la ecuació n en la que apare
cen. Consid e remos, po r ejemp lo. e l m ode lo de oferta y dema nda de (1 3 .1 ). La 
variable endógena P, aparece como variable explica tiva en las dos ecuaciones, 
pero, scgün (13.2). pode mos ve r que 

y E(P1e21) 

-<111 + ª12 

CY.2 - fi2 

Jo que ind ica que di cha var iable está co rrel:1 c ionada con las dos perturbacio
nes. Co mo ya se ha se ii a laclo en la sección 8. 3, la c:xistcncia de correlación 
i:ntrc una variable expli cat iva y e l té rmino d e perturbación hace que los es ti
m ado res minimoc uacl rá ti cos o rdinari os de los coe fici entes de regresió n sean in
cons is tentes. Resu lta, pu es . que la característ ica fundamenta l d e las variables 
predeterminadas en un s is tema d e ecuac iones es e l hecho de que no están corre
lacionadas con las pertu rbaci ones de l mi smo período. 

En genera l , la forma estructural de un sistema de ecuaciones simultáneas 
puede expresarse en la forma s iguien te: 

'(13.3) {i11y 11 + fi 1 2Y21 + · · · + fiwYa, + Y11X11 + Y1 2X 21 + · · · + Y1KXK1 = 11 11 

fi2 1Y 11 + fi22Y2 1 + · · · + fi2cYa1 + Y 21X11 + Y22X21 + · · · + YwXKt = u ,, 

fia 1Y11 + fi a2Y21 + · · · + f3aaYa1 + Ya1X11 + Ya2X21 + · · · + "/a,X10 = u;; , · 

en las que las y son va riables endógenas, las x son va riables prcd c teTm in:1,!.1 • . 

las u son las pe rturbaciones es tocásti c :is , y t = 1, 2 ..... T . L i , '.1 ~ -~ re, ,,·e". 
el nombre de cod icicntc s cst ruc tur.1 ks . En e l sistem a c,i stc 11 (i , .H i.d·L·, <" 
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,.'. , ,· 11 ,1, y ¡,· v,1ri a bks pn:: dc tcrini11,1d,1 s. pero. e n gc 11 cr;1J. no tod ~:; csta rün 
1,,~·,c11tc·s en e.ida ccuació11 . ya q ue ¡rncdc s,1 bcrsc que: a lguna s de· las P, y las y 
,,, 11 ce ro. i\d c m:.í s. en cada ecuac ió n se con side ra que una de las 0 es la unidad , 
1t, qui: incl ica que u11a ele las var ia bl es endógenas aparece como var iabl e «de
¡,,·11d ic 11 te» cu;i ndo la ec uac ió n se escr ibe en forma de un a ecu¡i c ión J e regre
s ió n corriente. D ebe se 11 a larse también que a lgunas ele las ecuaci ones pueden ser 
en realid ad identid ades, lo que significa que se conocen todos sus coeficientes y 
no contienen pert urbac io nes es tocás ti cas. El sis tema completo de ecuaciones 
r uede· esc ribirse en fo rma matri cia l como 

(13 .3a) 

siendo 

y, = 

f 
~:::J x, = r::::J u. = r::::J 
Y~1 , x K, , ua, ' 

(G X !) (K x 1) (G x 1) 

r" 
/312 P,o] r· 

Y12 '" l B /32 1 fi22 f32a r 

:'.: 
Y22 Y~K . 

fJ:1 flco f3c c Yc 2 Y GK 

(G x G) (G X K) 

Si en ;il ~un a ele b s crn;1 c io 11 es figura una constante, una J e las x será igual 
a la unid ad rara tudu 1 = 1. 2, . .. , 'f. Por lo que respecta a las perturbaciones 
cs toc.ís ti cas, se espec ifi ca q ue cad a perturbac ión cumple los supuestos del mo
delo clás ico de reg res ió n no rma l linea l, es decir, que 

u0 , - N(O, a00), 

E(u9 ,u0 , ) = O, 

g = 1, 2, ... , G; 

t,s=l,2, ... ,T; 

1 e/ s. 
<. 

Sin em ba rgo, no se e limin a la posib ilidad ele que la s pe rturbaciones de distintas 
c:cu aciones estén correlacionadas, o sea, qu e 

E(u.,uh,) = ª •h (g , h = 1, 2, ... , G). 

En notación matri cia l estos supues tos se convierten en 

u,= N(O, <f>), 

E(u,u;) = O, 

¡¡ 
r 

J 
t • t 

r ·· 
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siendo 

(G x G) 

La ma triz <D se conoce con el nombre: de matriz de va ri :mcias y covari ancias 
de las perturbac iones es tructu ra les . Si en el sistema existe algun a identidad, 
<I> se refie re únicamente a las ecuaciones que no so n identidades y, por tanto, 
su dimen sión debe red uc irse en la fo rnrn adecuada. 

La forma reducida del sistema se obti ene resolviendo las ecuaciones de 
la forma estructural y despejando los valores de las variables endógenas, o sea 
expresando las y en términos de x y u. El resultado puede escribirse en la forma 

(13 .6) Y11 

Las 1t representan los coeficientes de la forma reducida y las v son las pertur
baciones de la forma reducida. En ge neral, cada una de estas perturbaciones 
es función lineal de todos los términos de perturbación estructurales . Utilizando 
la notación matricial, podemos escribir ( 13 .6) corno 

(13.6a) y,= IIx, + v,, 

en la que l '" 7T12 ... l 
l'"l II 7T2 1 1T,o 1T2K V2t 

. ' v, = 

7TG1 1Tc2 1TGK Vct 

(GxK) (Gx !) 

'La relación entre la form a estructural y la forma reducida puede obtenerse de 
forma explicita despej ando y, en ( 13.3a). En este caso obtenemos 

( 13.6b) 

Si comparamos este resultado con la forma reducida (13 .6a) . podemos ve r que 

(I 3.7) Il= -B - 1r 
y 

(13 .8) v, B · 1u,. 
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1 .• , 111 ;11ri z de variancia s y covarian cia s de las perturbaciones de la forma re
J ucida , 'l', es 

( 13.9) 

[JEMPLO l. El modelo de oferta y demanda presentado en (13 . l) es 

Q, - CC 1 - a, P, 

Q, - /31 - /32P, 

Según ( 13.3a). lo ¡,odcmo, c, c rihir en la forma 

[; =ª"] [~'] .¡ r-a, -a·,] [ 1 J 
/32 I , - /3, O Y, 

La forma reducida del si stema es 

[º'] [1T11 1T12J [ 1] [''1,· 
P, = rr.21 7T 2 2 Y, + v 2,J' 

['"] . ,,, 

- . 

en la que 

-a,1-1[_ª1 
- · f32 -/3. 

_ [- _]- ] [(o,/'i, - "'i/3 1) 

" 2 - /l, ( r< ¡ - · /3 ¡) 
tta/3 2 ] 

ª ·' y 

~atural mente, esto.\ re sultados son iguales que 
U E M PLO 2. A continu?. '6n, presentamos un 
non1ía: 

los presentados en (13 .2) . 
model~ muy simplific.ado de la eco-

C, = <l-0 + o.,Y, + o.2C,_ , + u 11 (consumu). 

l, = 0o + [},,, + 0/,_, + u,, (in vers ión) , 

', =Yo+ y, Y, + , ' itH, + u3, (mercado de dinero), 

Y,= C + I + G 
1 

1 
, , (ide¡¡tidad de la renta) 

,., • que C = consumo, y = renta / = inversión , - . , . , 
- . .-: , 1,r :a y G - gasto , bl' U: • - tipo de mteres, 1'f == oferta 

- · pu ,co. s variables C,, !, , Y, y ,, son endógenas y Jas 

-·· ~4 

t. 

\ 

' 
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den1::ís snn prt:dct c r111i11ad .1, . P~1Ucn10" d t.:'icr:h 1r t.:I n1oc.h:lo en L.1 1 dr111J 

[~. 
o 
1 

o 
-1 

-((¡ 

o 
-y, 

1 

La fo rma reducida de este sistema es 

o o 
-f!2 0 

0 -y2 

o o 

~ Jlci_ 1J o /¡. l 

- l M 1 
G1 

l""j 11 -;:, , 

11 ¡: 

o 

( 1 - « 1i fl2 ( 1 - u1)fl 1Y1 fJ~: 1]lci_¡j 
! , - \ 

fl2 fl1Y2 ¡ M , 

fl2Y1 (1 - a1)Y2 Y1 G, 

- fJ,y, ª1 

fl1Y1 (1 - a1) 

Y1 Y1 

( 1 ~::¡, ){J, l ¡::::]. 
l/ 3 1 

( 1 «1) 

en la que t. = 1 - ª' - /3,r,-

Tipos de modelos cstrncturales 

La posición de los ce ros que aparecen en la m at riz B indica las variables 
endóge nas que no aparecen en las d istintas ecuaciones estructurales, Y pode
mos hacer u so de ello para di stinguir entre varios tipos de estructuras. 

a) Si B es diagonal. es decir, si 

B-C' 
o 

]· /322 

o 
,' en cada ccuac1on sólo apa rece un a variabl e endógena, lo que significa que las 

ecuaci ones no son sim u ltiÍneas. s ino aparentemente no relacionadas. Este caso 

ya se ha estudiado en la secci ó n 12 .3. 

b) Si B es diagonal en bloques, es decir, si 

o 
B2 

o 

sae,c.•;.. 

SISTEMAS DE ECUACIOi-.JE S SIMULTANEAS 647 

, · 11 J;, que. í\, . 11, .... . lk so n m;11ri ccs cu:1dr:,d:1 s . y lus O 1·..:¡1rcsc11t:111 111atri ccs 
de ..:e ros con las dimensiones ad ccuau a, . cada bl oqu e cunti c ni.: su propio con
junt o d i.: variabl es cnu óge nc1 s . En es te ca so . trn cmos R s is temas de ecuaciones 
, i1mdtiÍ,1rns y cada bl oq ue cons ti1u yc un si, tcma di st into ya que a l obtener las 
soluciones de la forma redu cida sólo uti li za mos las ecu :,c iones estructurales 
Jc un mi smo grupo. Esto puede vc rsi.: cla rament e s i particio namos las ecuacio
nes estructurales en la forma s igui ente: 

o 
8 2 

o 

º r y\llj 

,: j 1 ,':::: + '" l. 1 _ 

lrl] r u\

11

] r~ u?' 
x, . 

l r u"ll 
- ll 1 

en la qu e y1 1•·J es el vector (C, X 1) Je las vari a ble s endóge na s que aparecen 
en el bloque r, 11 1. 1,¡ es e l vec to r (C, X 1) dc la s p•:r turb ;1c io 11 cs es tru c turales 
corrcspondicntcs , y L es la mc1tr iz (G, X K. ) J e lus codicic'ntcs y e n !;is ecua
ci o nes estructu ra les del bloqu e r(r = 1. 2. . R). L, soluc ión de la forma 
reducida para Yt''1 es 

(r "' 1. 2, .. , R). 

En es te result ado 11 0 se efcc1t'ia ninguna rderenc ia a l;is cc u;1 cio11l'S que no 
pertenecen al b loq ue r. /\ sí pu <.:s . cuando la matriz II es di a¿:011,il en bl oq ues 
dec imos que se tra ta de ttna cs1 r11 c111ra 110 i11tcgrncla. Si l,1 111 ;1tr iz de var i;111 c ias 
de las pe rturbac iones cst;·u..:tmaks es t;1111 r i.:11 di ,1 1:on:1 ! cn hl oq ucs dc la mi s
ma fo rma que la nrntri;,: 11. a ck c tos cit.: la l> timació n c:ida h loqlll: puc·d c con
siJ c rnrse co mo un s i, 1c· m;i sq1; 11 ;1Jo . Sin crn J,a rgo . si la matriz d<.: variancias 
y co va ri :111 ..: i;1 s tk la s pc r1u rh ac i,1 11 cs c , tru c1urak s no es Ji ;1¡:onal en bl oqu es , 
los bloques sú lu cst;ín ,,;,pa 1T n1L·1 11 cnt c,, no rc· l;1c io11:idos . l'udr i;11110, aíi :, Jir que 
<:xi"le otro tipo 11 1,i s i.:str ic lü ele: no in t..: gr;J ción. que se conocc con e l nombre 
de 110 i11tcgració 11 di11ú111ica. y <:or rcspo nclc al caso en que !;:is ecuaciones es
tructurales de cada bloc.¡uc no in c luyen variable s endógenas corri entes ni re
tardadas di.: ningún otro bloque. · Es te tipo de no integración implica que tanto 
e l valor actual como la trayectoria a través del tiempo d e una variable endó
ge na quedan d.eterminadas por completo por la s ecuaciones del bloque en que 
aparece la vanable en cuestión . En la sección 13 .6 nos ocuparemos de nuevo 
de este caso. .. 

e) Si B es triangular, es deci r , si 

[~" o 

Il B - ::: 

/322 

f3c2 
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el sis tcn1a :,e d1..·n ... nn i1 i;1 r ( ..-t:r .\ , .. 1· , , . f"ri 1..· .... ¡'"· ,::1 -- P . l.1 :-- 1.. ilt: L ¡{·>1 1 d1..· l :1 , :1 r i ;,], k 
d ógc na que 3f1~1,..,_· cL 1..·11 '-·1 !ur:1 r .~ i111.: lli_,1..· -..u/;11n1..·111c !~is p. pri,ncr ;¡:-- c1...'ll : 1i...:i~11 1l· · 

estructurales. lo 4uc ; i¡_:11ilic ,1 yuc· sl\ lu ,e nccc, i1ar,ín tuda s la , G ccuaciPnc , 
estructurales para la soluc ión correspondiente a la ültima vari,1blc crnk>gc·na 
YG1· La primera ccu.ición estructural incluye sol ,1mcnte una variabl e end ógen.i. 
de modo que coincide con la primcra ecuación de la forma reducida. 

b) Si Bes triangular en hloques. es decir, si 

o 

B 

en la que las B son matrices de dimensiones d e termin adas . el s istema se deno
mina recursivo e11 hloq11es y posee las mi sm<1 s c<1racterísticas que el s is tema re
cursivo que ac:.ibamos J:.; presentar. s..i lvo por el hech o de que tendremos que 
hablar d e bloques de ecuaciones en lu gar de ecuaciones indi viduales. 

e) Si B no es di11gon,d ni tri angu lar (ni con bloques ni s in e llos), k1bla
remos de una est ructurn i11tcgrada. Este tipo de estructuras son las que han 
recibido mayor atención por parte de los económetras y constituyen el objeto 
fundamental de nu es tro estud io de los sistemas de ecuacio nes simu ltáneas. Los 
sistemas de ec uaciones que se c,,racterizan por una estructura integrada se 
llaman a veces sistemas ge11erales interpeclendientes . 

13.2 El problema de la identificación 

Debido a la presencia de variables endógenas entre las variables explicativas 
de las ecuaciones simult ,í neas, los est imad o re s minimocuaclráticos ord in arios 
de los coeficientes estructur;i les no son consistentes, al menos en genera l. Sin 
emb:.irgo , en la s ecuaciones de la forma reduci<la, las vari:.ibles expl icativas es· 
t.ín constituidas por las var iahks predeterminadas del sistema, de modo que 
ios estimadores minimocu:.idr.íticos ordin:irios de los coeficientes de l.1 furma 
reducida son consistentes. Esto sug iere la pos ibilidad de inten ta r cstim..1r los 
coeficie ntes estructurales a través de la forma reducida . y el problema radi ca 
en saber si pode mos obtener estimaciones de los coeficientes estructuraks a 
través de las estimaciones consistentes de los coeficientes de In fo rma reducida . 
Obviamente, esto será posible s iempre que los codicicnt<.:s es tructuraks (b s 0 
y y) pued an expresa rse en términos de los coeficientes de la fo rm J rcJuciJ;i (c-;) . 

Por ta nto, se t rata de un problema de idc111i jic.:ció11 co mo el c ., tudi.i ,!,, en l:i 
s..:cci0n i 1.2 f,:n el cunt...:,to t!.: lo~ n10J.: I0s uili.:...:1..1.1...:i d :·1:il .: ~. p;.:ro r~f 1.:ri \i, 1 ·1·~ ;: i 
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., lu:: , istemas de ecuaciones . Las ecuaciones de la forma reducida presentadas 
,· 11 ( 13.6..1) en la forma 

y, = IIx, + v, 

representan la ve rsió n sin rcstricci onrs de dichas ecuaciones, mientras que la 
form a ( 13 .6b) reprfse ntada por 

indi ca l.1 , n , iún c·,rn restricciones. Como ocurría en el caso d,: los modelos 
unil'cua cionalcs . cu.indo existe una corrc spudcnc ia unívoca entre los paráme
tros co n n:stricc ioncs y sin re stricciones (en el se ntido de q ue ex is te una solu
ci ón ünica para los ¡x1 r,í111c trus con rc s tri cc ium·s en táminos de los coefic ientes 
s in res tri cc ion es) nos encontra mos con la irlcutificaciú11 exacta. Por otra parte, 
cuando el número de codicicnlés sin res tricc iones es m;iyo r que el número de 
parámetros con e ll as, no existe una solución ünica y nos hallamos en e l caso 
de la superidc11tijicació11 . Por ültimo, s i e l nümero de coefi c ientes sin restric
cion es es insuficiente para obtener la solución, nos encontramos con la sub
ide11tificació11 . Se dice que un a ecuación es tá identificada en los casos en que 
está exactamente identificada o supcru.lcntificada . 

Podemos ilustrar el problenia de la identificación refiriéndonos al modelo 
de oferta y demanda (13 .1): 

(demanda), 

(oferta), 

Q 1 = ª1 + a,P, + a 3 Y, + e11 

Y a su forma reducida ( 13 .2): 

Q, = r.ll + 7T 12 Y, + v,,, 

El procedimiento más sencillo para descubr ir si es p~sible expresar las a. y (3 
en términos de las 7t consiste en sustituir Q, y P, por sus valores scgün la 
forma reducida (13.2) en la forma estructural (13.1). Esto da como resultado 

\ 
\ 

F 
t: 
i ¡ 

r 
1 

r 
i 
t 
¡ 
I 
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Según las defini c iones de 1·,, y 1·.·, dcctuadas a ntc:·i orm e ntc. las pcr turh;,c ;,, 11 

es tocás ti cas de cada ecuación se e liminan y las expres iones se redu cen a 

(demanda) , 

(ofe rta). 

La ec uac ió n de demanda im p li ca las igua ldades s ig uient es 

y 

Com o só lo te ne m os dos igua ld ades. no podcmos obtene r la s soluci o nes para 
la s tres incógn itas a,. a, y O.J. Las igua ld;:i dcs co rrespondientes a la ecuac ió n 
d e o fert ;:i son 

7T 11 = /31 + /32 7721 

De esto se sigue que 

y 

Por ta nto. la ecuación d e d emanda es tá s ubidentificada y la ec uación de o ferta 
está exactame n te ic.l cnt ili cada. 

Evic.lcntcmcn,c . se ría dcscabk di ~poncr c.l..: ::i lg un::i regla gcn c raí para cono
c e r la ickntificabi li dad e.le una ecuación e structura l c.let c rminada , y podemos 
obtener un a regla de este tipo e n la fo rma s iguiente. Las ecuaciones es truc

turaks son 

By, + rx, = u, , 

mi en t~as que lns ecuac iones de la form a reduc ida son 

y, = IIx, + ",-
Susti tuyendo y, por su va lor scgün la ex pres ión d e la forma reducic.la en la 
forma estructural, obtenemos 

BIIx, + BY, + r x, = u, . 

Pero como 

v, = n-1u,, 

podemos escribir 

BII x, = - rx, 

o BII = - r . 

... ..... ..... ~--- ---~ .... ;:.: 

SISTEMAS DE ECUAC IONES SIMULTANEAS 6 51 

! 1.1 ,·, l;i re lac ió n que ~e 11 tiiiza para conoce r la idc n tificabil idad de las ecua
. ,,.,1c· , d e o ferta v dem;1nda. \1;1mos a trat;ir aho ra e.le u t ili zar es ta re lac ió n 
¡,.,r; , o bt e ner un c riteri o gc n,· ral d e ide ntific:1 c ió n para cada ecu ac ión e structu-
1;, I. Esc ribi e ndo to talme nte la s matrices tenemos 

r .. /312 p,l,, 17¡ 2 

'"1 l'" 
Y12 

y,, J 
::: 

/322 /32G 1721 1722 TT2n Y2 1 Y22 '/21( 

f3c2 f3cc 17c1 7TG2 1TGK Yc1 Yc2 YGK 

Pa rn u na d e las ecuaciones del s is tema . por e je m plo, la g. esto se convierte en 

r· .. iT 12 

'"J (13.10) [/3., /3.2 
.. 77 2 1 rr22 7T2¡.; 

- [Y.1 YgK] /3, ,, ; : Y 11 2 

17c1 rrc;2 77 GK 

o 

(13 . lOa) {3gII = -y., 

en la que {3. = [{3., fJ,2 /3.c L 

YK = [Y.1 Y.2 Y.K] · 

Si algu n as variables endógena~ y al guna s prcdc te rmin ad:is no aparecen en la 
ecuac ión g . .ilgunas de las '.3 y alg un a s ck las y se rán ce ro . 

Sea e;• n úmero e.le v¡:r iahli.:s cndé•ge na s que apa rece n e n la ecuación g (es 
c.l ec ir . 11C1111no de: elementos di s tintos de cero en B,l; 

e•• = e - e·; 

K '' número de variables p redete rm inadas que apa recen e n la ccuac1on 
g (es d ecir, nürnero d e ckm e n tos di s tintos de cero en y , ); 

K*'· = K - K*. 

Sin perder ge ncra lidac.l, pode mos su pone r q ue los eleme nto~ e.le P,, y y , están 
orde na d os de forma que . en primer luga r , aparecen los e leme ntos di s tin tos de 
cero, y a continu ac ión los ceros. E n es te caso, podemos particionar P,. y y. 
en la fo rma 

(13 .11) (3. = [(3,., O,.,,., ], 

Ye = [y,¡. o •• J. 

~ 44& º' 4 

.. 
\ 

t 
l 
~-
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siendo ¡3" = [f3. , f3.2 f3oc' ] -+ 1 x G6
, 

º"" [O o O] --->- 1 x G'' 6 , 

y. [y. , Yº'2 Y• •·•] --->- 1 x K*, 

o .. [O o O] - • 1 x K**. 

La ma triz n se puede par tic ionar d e form a similar: 

( 13 . 12) 

siendo 

nM. -> (G"" x K*) , 

Il,v, •• -~ (G·'" X K .. ). 

Utili zando (13 . 11) y ( 13 . 12) pode mos escrib ir d e nue vo ( 13 . IOa ) en la forma 

( 13. 13) º"" lln,,. nt..,., • 
n ] '' ** - [ - - Y+ 
n ·'"** 

A partir de C 13 . 13) podemos ob te ner las ig uald ades siguientes: 

( 13.14) ¡3,, IlM - y. 
' 

(1 x G·')(G6 x K*) ( l x K*) 

(13 . 15) ¡3 ,, rr"'* * º·· (1 x G·')(G~ x K**) (1 x K**) 

E n cad a un a de las ac tuac io nes es tructura les una de las f3 es igua l a la 
uni dad y, por ti111to. las igualdack s (13 . 14) y (13. 15) inclu ye n ce· - 1) 0 d es
co nuc id us, y K * va lores dcsco noc id os de y. La igua ldad C 13.15 ) resu lta parr i
c ul armcntc im portan te ya quc en ell a no aparcec n inguna de l¡is y , y s i pode
m os resolver f3• i1 part ir de e lla. pod remos ta m b ié n resolve r Lícilmente CI J.!4) 

obteniendo los valur.::s de y•. Ahora bien, la igua ld ad ( 13 . 15) co n tic nc en 
t ota l K H ecuaci o nes , una para cada elemento de l vector de orden ( 1 X /\. **). 

Ev identemen te, s i queremos obtene r una solución para los ce• - 1) ekmwtos 
desconocidos de f3• neces itamos , como mínimo , ce• - 1) ecuaciones . Lo que 
si gn ifica que es necesa rio que 

(13 .16) K** ~ G" - 1 . 

Esto SI..! conoce con \..'.l non1 h r\..'. <. l...:: conclici, ;n de urden r ~1L 1 l:l i,! ;:nt i !': ... 1 '. ~il: 1! .. d 
E s ta c:in<lic ió n d i1.:~ en n.::d iJ~id qul'. u11~1 co1h.li,.: il 1n n ·: .. c1. .1 :-1. 1 r- .ir.1 l.i 1. !, : ·. :1 

caci 0 n <l~ un n l.'.' t..: u~1i.:i\.·, n 1.: " tn1i,.:tur¡i \ .,,: :, qu i: e! n ú1n .... ·ru Ji.: \ ,1r 1 , ' , !; \ rr ~· , l:t c nru · 
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., .1. ,, c\ c luid :1s ele 1:, ccu:1c iú 11 :,c·a a l 111c11us i~ua l :il nt'1 111cru de· ,·:1ri:1hks 
,·i; ,k,¡: ,· 11a s in c luid:, :, e n di cha ecu:1ei(>11 n1 e· 11 os un a. Ohso: rvcse qu e ~e 1rat:1 sola-
111 .: nt e Je un a cond ic ió n necesaria pero 11 0 suli c ie nte para la idcnt ificac iú n, ya 
que· puede oc urrir qu ,; las K'"' ec uac io nes de ( 13. 15) no sea n indepe nd ie ntes. 
L, d e·c ir. pu ede sucedc: r que la s ec uac i,_i ne· s d,: ( 13 . 15) con 1c:11 g: 111 me nos de 
G º - 1 picz;1 s di s ti111 :1s de· infur ma l· i,l n ;1ce rea de l:1 re L1ci,,11 l' ntrc las ;~ Y 
l:1, ';';. l' u r 1,111 to, la comli c it.'111 11ece·s;1ria _,· ,u liei enl c p:1r;1 la idcntili cació n es 
qu e e l mi mero de ecuaciones ind cpen<.li entcs e n ( 1 3.1 5) sea G" -· 1. Es to ocu
rrir ,i s i. y so lament e s i. e l o rden de l mayo r ck 1crminant e di stinto de cero que 
pueJa formarse con todas las subm atri ces cuadraJns de Il,,.. es G" - 1. es 
d ec ir, si 

( 13 .17) rango rn , •• ) = (i~ - 1. 

Esto se conoce co n e l no mbre de cu11dici<Í 11 cid ru11g" para la identilicabilidad . 
Un procedim ic ,11 0 se ncill o p,1 ra ca lcu lar .:1 r:111g" ,k n,.. con, iste en par

ticionar las ma trices de los coe li e icntes es tru ct ura les en la fo rma s iguien te: 

B = [¡3,, 
B,, 

o,,,,], 
B"" 

r = lY• r . º··]' r •• 

en las que ~ 6 , y., , OM, y º•• son los vcc lo res li la defi n id os e n ( 13 . 11) Y 

B., ·-'• (G 

B, ... - • (G 

r . - · CC 

r •• .. . (G 

l ) x C·'. 

J ) X (i ·' ·', 

1) x K·, 

1) x K**. 

Obsé- rvesc quc B"" y r ** son las m airices de los coeíicicntcs estructurales ele 
las vari a bles omitidas en la ecuación g pero inc luidas en las restan tes ecuacio
nes estructurales . Si ahora formamos una nueva matriz A q ue se define como 

¡:,, = [B.-" r .. J. 

tendremos 
.. 

(13. 17a) rango (JI"**) = rango(t:,,) - GM. 

Esto puede dem ostrn rse de la forma siguiente . Definamos A • como 

ll., = [º·· r •• 

.- &to.~ "•H4S .~ ss a¡;:e;:.i" ':'' · ,. __ s (( W :,l+ .. e 

• r 
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Evident emen te, e l ran gc, Je ¿ • ..:s ip 1:,I :d de ó. y:1 que' e l r:111 go de un;, 

matriz no v,,ría s i k a,-1;,d inw, un:1 lil:1 di cc rc>, o ,i in 1crcamb ia mos t.los o m:',s 
columnas. Ahora bie n . !:,, • pu ede escribirse en la forma 

t:.. = ll3., 
H_, 

o.,., J l - rr ,.* 
B.,_, - II.,,. •• 

o.,. '"' ], 
I,,,, 

en la que o.,. -'" es una matriz de ceros de orde n e• X G"" , e I"" es una 
m atriz ide n tidad de o rden Gº:,. X G"" . Pa ra verlo, podemos efectuar la mul
tiplicación indicad a en la igua ld ad anterior. obteniendo 

Pero, según (13 .15), 

-13,.rr,. •• = º••· 
y según la igualdad BIT = - r se s igue que 

Utilizando el teorema que dice I que, s i mu ltiplicamos una ma triz A por una 
matriz no singular, e l producto tiene e l mi smo rango que A , podemos escribir 

rango(t:..) = ran go (B - 1t:..) 

[
- rr., •• 

rango 
- - Il,.1" ** 

[
- Il..1 •• 

ra ngo 
- TI""** 

[
- n ,. •• 

ran go 
0 D.ó. ,** 

º"·"/',] 
I"" 

= rango (Il '**) + CM, 

" . ** e·· e1\ las q ue o ... "" y º""·** son matnccs de ceros d e orden K X Y 
C .. X K "'*, re spectivamente, e I •• es una matriz id en tidad de orden ~ • • X 
X K**. Con esto finaliza la demostración de (13.17a). Eviclcntcmcnte, rc sulta 
mucho m ás f..ícil calcular e l rango de n,. ._ a par tir de ( 13. l 7a ) que a p :, rtir 
de la solución direc ta de n ,. •• _ en tt:rminos de los coeficiente s cstructur:,ks . 

1. Ver. por ejemplo, 1. l oh nston. Economct ric ,\ fcthnd~ . :",;ucva Y o r~. \h-Gr ,,...., . tt;H, 

t 963, p . 'J 2. 

, .......... -.-.~.,:.._,,..,... 
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l.a cond ic ió n de o rd en y la t.l c l rango nos permiten es tablecer la s iguiente 
regla ge ne ral pa ra co noce r la idc ntifica bilidad de un a ecuación es tructural. 

1. S i /( ''"'' > c4 1, y rango (Il_, •• ) = G6 
- 1, la ecuaci ón es tá super-

id ent ificada. 
2 . Si /( '' * = Gº 1, y ra ngo (Il,.. .) = G" - 1, la ecuación está exac-

tamente idcn1 ifi cada. 
3. Si K '' * 2: Gº 1, y rango (Il" **) < G" - 1, la ecuación está sub-

identiíi cada. 
4 . Si K º " < eº 1, la ecuac ió n es tá subidcntificada . 

EJE MPLO 1. E l n10deln de of ,•rta y dcma nda presentado en ( U .1) es 

Q, = a, + a2 P, + a 3 Y, + , 11 (dema nda) . 

Q, = f!, + f32 P, + •2, (ofe rta). 

Conside remos en primer 1 , ;a r la identificab ilidad de la ecuación de demanda . En 
esta ecuació n hay d os variables endógenas incluidas. Q, y P, . de modo que 

G6 
- 1 = l . 

Como en la ecuación de demanda no ha y variables predeterminadas excluidas, te
nemos 

K•• O. 

Por tanto, 

K .. < 0' - 1, 

In q ue ,ignif ica que no se sa ti sface la condic ión de o rde n y, en consecuencia , la 
cc11a c?<in de dem anda est~ ,\'1/hidcnti/icada. 

Pasando ahora a la ecuación de oferta . vemos que inc luye también las dos va
ri a bles endógenas Q, y P,. es deci r. que 

G6 
- 1 = 1, 

pero. en este caso. la variable prede te rmina da Y, que aparece en el sistema no apa
rece en la ecuación de oferta . Por tanto. tenemos .. 

x•• = 1, 

0 sea, que se sa tisface la condición de orden. E n cuanto a la condición del rango. 
1cncmos 

rango (~) = rango[ - a 3] = 1. 

A,,. pues, según (13 .17a), 

rango (n ,. •• ) = 1 - O= 1, 

' ! · 
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y se cumpl e también la cnnd ic ión Jcl ra ngn. <J l,,é·n·c,c q,1c. en l:i ,·u1aci,., 11 de nlnl ., 

de este modelo. la i¡:uakbd ( 13.15) es 

(1 fi, J - [rro,·J = O, 
11 1>\" 

o sea. que consiste en una ecuació n y una incógnita. y. por tant o. la función de o ferta 
está exac tam ente identifica da . 
EJEMPLO 2. El modelo ag regado de la economía que se ila prese ntado anterior
mente es: 

C, = CJ.o + a: 1Y , + r¡_,C, _, + 11 , 

I, = (30 + (3,r, + (3/ ,_1 + 11,, 

r, =Yo+ y1Y, + y2M, + u,, 
Y, = C, + I , + G, 

(consumo) , 

(inversión). 

( merca do de dinero). 

(identidad de la renta). 

En cada una ele las tres primeras ecuaciones estructura les tenemos 
Gh - 1 = 1, 

K•* = 3, 
de modo que la condición ele orden se cumple en los tres casos . En cuanto a la 
condición del rango. en la f11ncicin de cuns1111 10 el rango de t:,. es 

[ 1 -131 -(32 o o 
] rango (t:,.} = rango o 1 o - y2 o = 3. 

-1 o o o 
Por tanto, rango(n~ .. ) = 3 - 2 = l. 

o sea, que se cumple la condic ió n de l rango. Esto sign ifica que la ecuación de con
sumo está identificada. O bsávcse que, en el caso de esta función de consumo, la 
igualdad (13 .15) se convierte en 

[l _ a i][rrc1 _1 
1Ty1 - 1 7TyM 

-rrcc] = [O 
1T1·c 

o O]. 

Es decir , tenemos tres ecuaciones pa ra obten er una incógnita y, por tanto, la func ión 
dt> consum o está s11perídc111ificada. La obt enció:i ele la condición del rango e n la, 
i!os ecuaciones estructurales resta ntes se rí a similar . 

Las condi c ion es d e orden y del ran go para la idcntificabilid ::i c.l se han prc
scnt:ido en términos d e los parámetros de la pob lac ión, su po nicnc.lo que: nin
guno de es tos p ariimetros cstructuraks es cero. Sin cmba rp.o , no sabemos 
cuáles son los valores d ::: estos par¡Ímct ros y, en rcalic.lad, poc.lc:mos qu e rer con
tra star la hipó te sis de que son cero . Si e sta hipótesis no se rechaza en toe.lo~ 
los ca sos , al gunas vari abks ~e cons itkrar ia n irrclc \·ames y, po r tan to. nv lk · 

b c: r ian incluirse: en b cuenta. l'o r .:jc:mplo. p:.ira sabc: r si una e~u :11:ii,n ,qni:

t ur~il Jcte rm in ,:J a s:1ti,f.ll c: b cunclic:i(,n de o rd e n p ;1 ra );, i, knti1 i.: .,bi li,!. 1<1. 
·t.'vnta:nu, t.: 1 n i..tíliL'r._> d ... : \ ~1ri.1hk•, pri.:d ..: h.:rrr1in~:d ¡1~ qu~ :-.1.: e, .. !11> ,.: n l! .: l. : 1.· .. ·,:., 
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ciLm, pe-ro s i :li g u,w s de c ll ,1s so 11 irrekv:1111,·s no las tc ndri,1111os que co 11 !, id c: rar. 
l\ tu s ignifi ca qu e una cc.:u:1ción estru c tural que, en p rin c ipi o, pilrecc c umplir 
l;i condi c ió n de orde n . pucdc no cumpli rl a e n rcalidac.l un a \ 'CZ desechad as las 
var iables irre levantes. Po r tanto . cabe consider.ir la itknti fica bilidad d e una 
ec ua c ió n como un a hipótes is a contra s t:1r y no como un a espec ifi cac ión pre via. 
En la lite ratura pued e ve rse una expos ic ió n del proccc.limie nto d e contrasta
ciClll su¡?e rid o para d icho ca so .2 

ldcnt ifiutrii',n según las restricciones sobre la matri7. de ,•arianci:l~ y covariandas 
de la.s pnturhat·ionl'~ 

El an á li s is :mt er io r ck !," cumli c io ncs d~ ide 111ili c:ih ili d :,d se ha limitilÚ O a la 
es pec ifi c:ición el e la c,·u :1,·i <,,1 cst ructur;li , in h:1ccr ni11 g11na rdcrcncia a la 
matriz d e v:1rii.lncia s y cu ,·:1ri:1m:i:1s de las pnturhaci u11cs . y se ha n1 os trado 
qu e se pu ed e idcn tifi c:1r u n:1 ec11aci,'t11 c· s t ru ctu r:tl ¡-s pcc il ic:,ndo que a l¡.:una s 
de la, variab les q ue a p:m:ccn e n e l , istc: 111 :1 110 :1parecc n ,·11 l:1 ccua c i,ín qu.:: se 
co ns ide ra. Co mo la 0111 i, iú 11 d e una , ·a ri ab k c 11 un a ccua c ici n linea l cq uival'! 
a C!, pcc ificar que el co 1-rc, p011<li e i.tc codi c irn lc (l o I e s ip.u:d :i cero . puede 
dec irse que la idc 11tiíic;1ci é> 11 de un:1 ecu :JC ió n ~'e· co mi1:uc cs1:1 hlcc i,· ndo 1estric
c io11cs cero sob re algun os de: los cPcÍlcic 11t c·,. (Na 1mal 1;1c11 1c. podri,1 comcgu irsc 
tamb ién la identificac iú n es t:.hk,· icnd o rntri cc il, nc· s di .<1 i111 a s ti<' cero sobre: los 
coeÍlci e nt es c, truc tur.dcs. po r ej,·n1plo. c, pec il ic·a nd u que a l¡:u1 ws coeficientes 
tienen un va lo r dctc:rmi1, :1C lo . ,w n,:ce,,11 i: ,m c: ntc: ccm . o csp,:c iíica nd o la razón 
o razon es entre lu, cuef ic icnte , de una ccuac icí n linc:d. ) l' cro en este caso, 
d ebe se r pD,ibk t:11nbic'n comeguir la id c: ntifi cac ión estableciend o re s tri cc io nes 
prev ia , so hrc algunos eleme nt os ele la m a tri z de vari :1nc i:1s y cm·a rian c ias de 
las per i u rh,1 c iv 11cs clc la regresió n. 11 us t rnrcmos esta posi bil ;; Jad rdi ri é ndonos 
al m oc.lc lo e.l e oferta y d e manda ( 13. l ). Al es tudiar la id c nti íica bilidad de las 
ecuaciones estructurales se llegó a la conclusión de que, dada s las restricc io
nes cero sobre los coefic ientes estructural es , la ecu ac ión d.:: d e manda está 
subidentificada y la ecuación de o fe rta está exactamente identificada. Introduz
camos ahora una restricción adicional especificando que los té rminos de per
turbación de la s dos ecuaciones son independientes entre sí, es decir, que 

,. 

2. R. L. llasmann . «On Finite Samplc Distributions of Generalized Class ical Linear 
l..:cntifiability Tests Statistics», Journal of the American Statistical Association, vol. 55, 
•k icmbrc 1960, pp. 650-59. 

.... t.,.:., A 

\ 
' i 

~,. 

í 
i 

~ 

t ; 
¡. 

t 
r 

r 

' i. 

' . ¡, 



658 ELEMENTOS DE ECONOMETRIA 

pa ra todo /. Los resultados an te ri o res, o bt enid os a partir de las rcstri cc iunc, 
cero sobre los coefi cientes es tructurales han in d icado las siguient es re lac ione , 
entre los coeficientes est ructurales y los de la fo rma reducida : 

Como se ha señalado anter io rmente, a partir de estas ecuaciones podemos 
obtene r los valores de las ~ pero no los de las a.. Sin embargo, ahora podemos 
añ adir oi'ra relación que se der iva de la restricción del valo r cero de la co
variancia entre las dos perturbaciones. Señalemos en primer lugar que las per
turbaciones de la forma reduc ida vienen d adas por 

- f12c1t + 0:2C2 t 

V11 = "2 - f12 ' 

V21 

Por tanto, podemos escribir 

Así pues, la restricción 

implica que 

E(v11 - a 2 V2,)(v 11 - fJ,v2,) = O 

o 

(13.18) 'f11 - ª2'f12 - f1 2'f12 + "2f12'f22 = º· 
en la que las 'l' representan los elementos de la mat riz de variancias Y co
variancias de las perturbaciones de la forma reducida. Como sabemos que 

. 
' 

podemos despejar a.2 en la ecuación (13. 18) obteniendo 

7T1 2'f12 - 7T22'f11 
a:¡= . 

7T1 2'f>2 - 7T22'fl2 

Además, como 

y 

- , .... . _, ----. 
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' · """ o iJ1 c 11 c r a., y r1. 1. l' ,11·: . ,: , .: 1 aiiadi r la res tricc ión sobre la covaria ncia 
·; 1, ._. l;i , pe1·turbac ioncs cstru.: 1 u ra les . la ceuac iún <le dema n<la que estaba 

-u 1, i,lc·n ti ficada sc conviene en idcn t i fi ca<la. 

_o.;,,hide11tiíicad,,11 

El pro ble ma <le la identilicació n es importante a causa de , us i111 pli cac iom:s 
p;ir;1 111 c, 1i11111 c iún y la contr11stac ión ck h ipótesis. Si un a ecu11ciún c~truct ural 
cs t;i i, k111 if ic.Jda. podc 111 os obtener es tim ado res com istcn te, de· sus n 1l'iici cntcs 
c·, trn ct ur11k s. p..:ro cn c· I ca so c.k suh i<lcn t ifi c.::ción ..: s10 11 0 es posible. N111ura l-
111 ..: 1,1 c· . podc11H i, ,· , ti1 11 11r Je.is cucfiL·ic·1'Jlc' s e.le una ec uac ión c' slructuLol subic.lcnti
Ji cac.la pur e l 111 é tudJ de lus mín imos eu ac.lr:1Jos o rdina rios. pcni las cst im ac io
m·s n.:sult antc:s son in cu nsist..:n tcs . Podemos ilustr ;or e l hecho Je que la esti
mac ión consistente J e lus coefic ient es de· una ecuac ión c·struct ura l subidc ntift
cada no tiene éxit o. utilizando a l nwJc lo J e ofc r1;, y Jc1111111<la (13.ll. En es te 
caso . vi mos qu e , cuando no se di spone e.le ninguna información pr ,~v ic1 sobre 
la matriz J e varianciás y covariancias de las perturb aciones, la ecuación de 
demand a de este sistema es t;í subide nti ficac.Ja . Esta ecuac ión se e.xprcsó en 
la forma 

Q, = a 1 + «,P. + "" r, + ,,,. 

Supongamos que trarn mo, e.le csl imar los coe fi cient es e.Je esta ccuacwn por el 
método e.Je las varicoblc s in,t n1mcn11,lc;, que produ c~ cstimau 0ncs consistentes. 
Estc método se prc scnt,·, en n: laci(i n cc.111 la cs1i rn,1c ié111 Je n1C1d ,·lus dc rq ircsiún 
con er rores en J;1s ,·ariah lcs . ..: 11 la ~ccc iún ')_ 1, y en la secc ión 11.4 en el caso 
de los mudc lus con rctardlls di stribuid os . El métoc.J o consiste en cmpJ rejar cada 
variable cxp li cat i\'a e.Je la ecuac ión que qu ere mos estimar con una variable 
im lrum cnta l qu e s..: supone no corr..: lacio n11Ja co n la pc:rtu rbación de la regre
si ,í n, pero corre lac ionada con la \' a ri ab le <.:xp li cativa con la que es tá empa
rej ada. En el caso de la ecuación de demanc.Ja , las var iables exp licativas son 
Y , y P,, y como la pr imera no está correlacionada con E1r segú n los supues tos 
iniciales, puede se rvir como su propia varia ble instrumental, de modo que 
sólo tenemos que encontrar una v1.1riabl.! instrumenta l para P,. Si llamamos Z, 
a esta variable, las «ecuac : •nes normales de las vari'¾_bles instrumentales» son 

¿ Q, = a!T + a1 ¿ P, + al ¿ Y,, 
' t t 

¿ Q,Z, = "i ¿ Z, + ai ¿ P,Z, + a! ¿ Y,Z,, 
t t t e 

, . 
! 

;¡.::-@\441& ., t .. Cf"dili l~ .. ,..,,,,,_,C;; ¿-· 
----------.. u .... ........ .,.¡;u ... «~SASP ______ ,. ......... SUSU!SA'!'ffMl'!!., !!l!'l'r-"!5"lWIJ't~:!'!l),'1"?"·"'""'ºª"''"'-~~'!l!C~ll!-:---"'.'!!!Jll'>'l!\,i,ll,1\!ll. l!l-'1'-,,.5:lllif-Wh!!ll!J!.!!ll@JBQSlll!#!'ll!.R)}lll'l<,!l!P,911!,'llt4i!l!!ll!.;:,.. .. !!l'!-Ji.e 
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en las que a.1t, a.,t y a..,i' son lus cst i111 :rdur..:~ por variables instrumenwks J e 
los coeficienlt:s resp..:ctivos. Por ejcmplo, la so lución para a.2t es 

en la que 

a; = l1lozl11yy 

tlll'zll1yy 

n 10 r tn yz , 

rJZprfilyz 

mQz = ¿ (Q, - Q)(Z, - Z), 
t 

myy ¿ (Y, - .Y) 2 , 

t 

etc. Según la solución de la forma reducida , tenemos 

(Q, - Q) = ( - a 3 /32 
)( Y, - .Y)+ (v 11 - ii1), 

ª2 - /32 

(P, - P) = ( -a3/3 )( Y, - .Y)+ (v2, - ii2), 
ª2 - 2 

y, por tanto, se sigue que 

Por tanto, 

lim prob a1 

l 
lim prob =¡ m 0 z 

lim 
I 

prob T m 0 y = 

lim 
1 

prob 
1

, mrz 

l im 
1 

prob Tmpy 

( - a3f32 ) lim 
ª2 - /32 

1 
prob f mv z, 

( - a3/32 ) lim 1 
ª2 - /32 prob ;¡-mn, 

(a2-_:'3¡3J lim 
1 

prob T nlyz, 

( ~) lim 
1 

a, - /32 prob , myy. 

( - ao/32 )r 
,\a2 - 7,~ im 

bm,·z 
pro 7· lim b 111yy pro - - -

T 
( -a3f32 )lim 
ª2 - f32 

prob myy · 
T 

lim 

b flly z probmyy - ( ~ )lim b mYl' -lim . lim pro T T ª2 - /32 pro T (~)lim 
a, - /32 

bmrz 
pro T 

h 111,., 
pro ·y 

es decir, el lim prob a.,t es indeterminado , y para a.1t y a , t obten<.lrcmo~ re
sultados similares. En con secu encia. e l método de las \·a ri ab les imtru m..:ntak s 
fracasa como h:ibiamos pronosticado. 

La in cap:icidad para obtene r estimaciones cons iste nt es de los et,dícicntc, 
es tructurales de una ccuaciéin subidcntific:ida se pu ede expli car tamh,' n e! , 
forma más intuitiv:i . En el mod.:!o de ofc-rta y demanda <.k ( 1 >. I) hem e" ', ,: .· 

. ' . t@3 

o 
6' 
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,11 ,,. l:1 iJentificación de la ecuac ió n de ofe rt a se: J ebe a la presenLia de la 
,.,r i:i hk exóg..:na renw en la fu nc i6 n de: J..:111a11Ja . ya que. de no s..: r así, las 
,¡, ,,. ec u:11.: ioncs del n, ,1delo estarían subid entifi cada s. En este caso. toJas las 
,,h,c rvac io nc~ d c: I precio y la c:111 tid ,1J se: esparcirían e n to rno al pu11to de 
i111 c rs..:cc i,í 11 ,kl prec io m..:di o y la ca n1idaJ mL·dia. Un aulll cnt o L' ll el número 
de o bscrvacion..: s Je la muestra aulllcntaría únicamente la dcn s id:1d de la nube 
de pu ntos s in propo rc io nar mayor info rm ac ión acerca de las dos lin ea; que 
se pretende n es timar. Sin elllbargo, cuanJo lü variab le ren ta se halla prese nte, 
l;i fun c ió n de d enwnda se des plaza a l variar la renta y, dr; esta forma, obse rva, 
rn o :, los puntos qu e se espa rcen en turno ::i la funci ó n de o f,·,·ta. Cuanto ma yo r 
sea e l nt,mcro de puntos qu e; observemos, 111:ís precisas scr:í n las estimaciones 
d e los codic i..: nt es de la func ió n de o ferta. Como L'n cst::i t'ilti ma ecuación no 
aparece nin gun:1 ,·,1ri :1hk ..::-.ógen;i, no pod emos loca liza r h íun c ié,n de dema n
da de: fo rma si 111il:1r . pc· ro. s in clllbargo . s i l:1 s pcrturb,1 c iones Je: !as dos fu n
ci o nes son indcpcllllicnlc's cntr·..: s i. su cuva1 ian c i:1 es ce ro y esta info rmación 
aJic io 11 a l nos pcrm itc identilicar tambi,'n lc,s parümctros Je: la función de de
manda. Obsávcsc qu e, co mo los par:ímctros de las ecuaciones subidcntificadas 
ne se pueden cs tilllar de fo rma co1l.>i s tcnte, las hipó tc s is sob re sus va lo res no 
pueden ser refutadas po r las obse rvac ion es mu es tral es. Es to s ignifi ca que, c:!cs
de e l punto de vi sta científi co , la tcorí.i subyace nte es in comp le ta. 

13.3 l\ltt odos de estimaci,'111 de ecuaci,mcs ais lada.~ 

En la secc ió n 13. 1 se pu so de re li e ve que la apl icación de l 111 1: todo de los 
mínimos cuadrados ordinarios para la es ti111aci ón de las ecuaciones cstruc ttira
les de un s is tema de ccu::icioncs s imult :inc::is produce, en ge nera l. estimac io
ne s in co ns i, IL'nt cs y, por t.111to, tenemos que dcs.:i rroll a r ot ros métodos para 
obtener e '., timaci oncs consi s tentes de cs•.os coeficientes estructurales. Como ya 
se ha scii:dad o , ello no es po, iblc cuando la ecuación estructural est:i subiden
tific;id a . 

Nues tro objetivo será n , pues, las ccu.:ic iones estructura les id c111ificadas pa ra 
las qu e di spon e rnos de métodos consis tentes de est imación. btos métoJos 
para la esti111,1c ió n de ecuaci o nes es tructura les pu..:dcn Jgrup:1rse en dus cate
gorías: 1) métodos di sc iíados para es timar una sola ecuación estructural ha
ciendo refer..:ncia al res to de l s is tema solame nt e en fo rma li mit ada y 2) méto
dos en los que se es tim an simult.íncamente todas las ecuaciones del sifitem:J. 
En esta sección nos ocuparemos de los métodos perteneci en tes a la primera 
categoría. 

Estimación de una ecuación exactamente identificada 

Cons ideremos el prob lema de la estimación de una ecuación estructural exac
t,m,c11 1e idenli/icada que pertenece a un sistema general intcrdependiente de 

... Qt . ~ ~e . 

¡ 
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ecu ac io ne s s irnu lt; ínens ~in nin guna n.:, t r icc ión sob re In matri z d,; vari ;1m·i;, , 
y covnr i;111 c ias Je los términos (k JH.:rturbaci,ín . En este caso, ex is te un ,1 so lu 
c ión ún ica p;:ira los coefici entes cstru c turaks e n términ os Je los coe llcientc s 
de la fo rma n.:elu c ida. La s ecunc ion cs ele la fo rma red uc iela se han cx pres:ido 
en ( 13 .6a ) como 

y, IIx, + ,·,, 

en la que y, es e l vector (G X 1) de las var iabks endóge na s, II es la ma tri z 
(G X K) ele los coeficientes el e la forma reduc ida , x, es e l vector (K X 1) de 
las var iables pred,· te rmi11;1das , y , ·, es el vector (C X 1) de las pe rtur bac iones 
ele la forma rc:duc id ;1. Como est,1 s ú ltima s so n co111bin,1c io nes lin eale s el e las 
perturbacio nes estruct uraks, cumplen todos los su puestos del modelo c lüsico 
de reg re s ión no rmal lin,·a l. La s v;.ir iabl cs prede:e rm inadas, que con s titu ye n las 
variabk:s e xpli cat ivas ele las ecu ac io ne s ele: la forma reeluc iel a, son no es locás
ti cns o, e n caso de ser cs toc,í s1icas , so n ind epc neli entcs el e las pe rturbil c iones 
en el mi smo per io elo, y suponelremos también qu e süs va rian c ias y cov;ir ianc ias 
so n finit as cuando .,. - '"' , y que no exi ste nin g una rc ];ició n lin ea l cx,1cta e ntre 
e ll as . S i la s vari;1ble, pr..:elc 1crn1i11;1d ,1s in c lu yen var iable s cmlógc na s rct a rdaelas, 
supondremos qu e los val o res iniciales d e es tas variables so n fij o s . 11 :-¡jo estos 
supu es tos, la ap li cación el e ! mé todo de los mínim os cuadrados o relinarios (s in 
restricciones) a cnda ecuación el e la fo rma reduc ida proelucc es tim acion es con
si s tentes de !ns T.. S i tuc/o:; las ecuac io nes estru c tura les cs t;ín cx;ictamcntc iel en
ti ficadns , es tas cs ti111 ac io 11cs ~c: rún equivalentes a las cs tinrnciones maximo
veros i'miks , y adcmü s de se r cons is tl'.nt cs poseerü n t,11n bié n ];is propiedades 
de cf ic icn c ,a as in tótica y norma li dad ;i s int ót ie;i. Las estimac io nes minimocua
elr,íti cas ordinari;is ele k,s coelicicnlcs de la forma reducida p ueelc n utili zarse 
p nra ob te ner la s co 1Tcs rt.rndi,·11tcs es timaciones d e los cocl ici entcs cstruclurnlcs 
en la fo rma cs pcc ilicada e n ( 13 . 14) y (13.15). Estas últimas reciben e l nombre 
de estimaciones 111i11i111ocuaclráticas indirectas, y aparecen generalmente como 
fun cio nes no linea les de las estimaciones de la fo rma reduci da, tenienelo ade
má s sus m · sm;is prop iedades asintóticas . 

'EJ E MPLO. Pa ra il us trar la ut ili zac ió n del método de los mínimos cuadrados in , 
directos, usa remos el modelo de oferta y dema nda presentado en (13.1) : 

Q, = a, + a2 P, + a 3 Y, + <11 (demanda). 

Q, = ,8 , + {i,P, + <21 ( of crta), 

en e l q ue Q r y P, ,(,n vari .. lhk..., t~ndú~l.'na,. t: Y , c..;; e,llft.: na S, n,, f\ 1'· 1'" n :·, ··' ) ' ' ' 

tric\:' 1Ón ...,llhrc la n1 ~ll ri,. d e: \ a. rian...::1:1, y \.'.PLH1., n ;.: 1." d"· l.!, r'(· rt · ,rt · .J .. 1
•• • • 

~ . .,_._.., •• ..,..:•··.A~'t!e,-, • ...:..,. ..,,..: 
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· '" ,k demanda está subidentificada . pero la de ofer ta está exac tamente identificada . 
1 ., , n:uaciones de la forma reJu~ida son 

Q, = 1T11 + 1T12 Y,+ V1t, 

Su\\ituyendo Q, y P, por sus valores, según la forma reducida, en la ecuación de 
o fert a , o btenemos 

rr,. + rr 12 Y, + Vu = /3, + /32(rr21 + rr,. Y, + V21) + <,,. 

Po r ta nto, 

1T11 = /3, + /3,,,2, , 

o /32 

Los estimadores minimocuadráticos ord ina rios de los coeficientes de la forma redu
cida son 

siendo 

11lrr 

m yy = 

n10 y , 

lll yy 

p - (~) Y, 
'"rr 

¿(Q, - Ql(Y, - Y), 
' 
¿(P, P)( Y, YJ, 
' 
¿ (Y, - f) 2

• 

' 
ln consecuencia, los es timadores minimocuadrá ticos indirectos de (3 1 y (32 son 

Q - (mºr)P. 
11lpr 
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El pro b krna d e: la cs t i111a,·i,.,11 d e I<.>, cud1cic·11t,·s de: u na ecuación c·s1r uc
tural pued e n.: so lvcr,c t;1111h ié 11 ;1 tra vés d e l 111 <'1udo de l, 15 l'11ric1 blcs i11 strw11 c11-

talcs . Supo nga mos que: la ccu;1c ió n ..: struc 111ra l q ue qu cr..:mos esti ma r es la 
prime ra ecu ac ió n d el s ist em a. es dec ir, 

( 13. 19) /311)'11 + /31 2.\'21 + · · · + f3 1cJ'c1 + Y 1 1-"11 + Y 12X 21 + · · · + Y 1KJ'1u = lltt . 

Esto no impli ca ninguna pé rdida d e gene ralidad, ya que las ec uaciones es
truc turales pueden escribirse e n el orden que des.:amos. Supo ngamos , ad c: más, 
que f3 11 es igual a la unidad y que las vari ables endógenas y prede te rminadas 
incluidas son Y11, )'2, •. . . , Ye ,. x, ,, x 21 , . , XK., En este caso, podemos escribir 
(13.19) en la forma 

(13 .19a) 
Y11 

En not :ición matricial, la ecuació n (13.19a) puede expresarse como 

(13.20) Y1 = Y,'31 + X,y, + U¡, 

en la que 

f'"J 
Y1 2 

Y1 Y1 = . ' 

Y1T 

['" 
Ya1 

'°°'] ['" 
X21 ,,.,] 

y~~ Ya2 Ya•2 
X1 

X12 X22 XK•~ 
. ' . ' 

Y, ·r Yar Yc•r x,r X2T Xx•r 

(Tx 1) (T x G"' - 1) (T xK•) 

: 

r =Pu l [-y., ] 
'31 

f31a -y,2 

= l -;,a• ' 

Y1 

-~1K• 

(G"' - 1 x 1) (K* x 1) 

De forma alternativa , pode mos escribir ( 13 .20) como 

(13 .20a) 

en la que y [~:]-

~., ·~--~•-•4 __ ;;;~ ·. ~,.. 
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¡ ¡ c, 1i 111ador po r va ri ables in s tru ment ales de los coe fi cientes estructurales es 

(1 3.2 1) 

y su matriz de varianci as y covari anc ia s as int ó ticas es 

en la que \V 1 es la ma tri z de ordrn T X (C• - 1 + K '' ) de los valo res obser
vados de las varia b les ins trume nt a les e legid as (l as fórmu las de l es timador por 
va ri ab le s in strum entaks y de su vari a nc ia se ha n p resentado en ( 11 .1, 6) y ( 11.87) 
de la s,~cc iü n J J .4). El pa r:í111 ctro c, 11 ruede es tima rse d e form a co nsistente 

m edi ant e 

(13 .23) 

(La consistenci a de l est imador no va riar.i si. en luga r de ('f - C + 1 - K·), 
utili za111 os cualqui e r den omin ador[) a cumlición de que li m p roh (/) / T) = l. 
Po r lo que rcspec t:1 a la l'lecc ión de la s vari ables instrumcn t:1 ks ad ecuadas , 
el problema se limit a a la s (C• - 1) va riabl es en dóge nas inc luidas, ya que 
las variables predc tcrn1inad as que aparecen en la ccu :1ci ó 11 puc·dc:11 ,.: rvir como 
su s p ropia s vari a bles ins trumenta les. Los ca ndidatos natu ra les para la iunción 
d e variables in s trum entales «externas » son las variables prede terminadas que 
aparecen en el sistem a pe ro 11 0 en la ecuació n qu e que remos estimar. El nú
m ero de estas va riabl es es K • • , que en el caso de un a ecuación estructural 
exactamente identificada es igua l a (G• - 1). Llamemos X, a la ma triz de los 
valo res observados de las varia bk s prede terminadas excluidas , es decir, 

[''" .. ' 
x,. .. . • 2 , 1 '"] (13.24) X1= 

Xx • • I, 2 XK • + 2 , 2 X,2 

X K• + 1 , T XK • +2, T XKr 

El orden en que aparecen estas va riables no tiene nin guna importancia. Las 
variables instrumentales de la ecuación estructural están represetadas, pues, por 

( 13 .25) 

Por tanto, 

y 

4 AB 

<. 

x·x] -1 1 

X~X 1 ' 

-·
. wwa ,.,.•l>JIP~f'?-Y,,P.,34! z;:;¿@;»+,'!!':"- .; ,q¿ + <$4ZS~* .... !?!!;k 4 ½M'Y.14#R.d@!JCC!i!f;W* 9J.+ld~ 
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En consecuencia , <::n el c;:i so de id entifi cació n exacta , e l estimador por vari a
bles in s trumcntalt.:s de los coeficientes estructurales es 

( 13 .26) cit = [(3 ;] = [XiY1 
1 Yi Xi\'¡ 

Ad emá s, segün ( 13 .22) v ( IJ .2-1) . d efini remos un estimado r co r, 5istc nte de la 
matr iz de varian c ias y covari,rncias de r.d u 1 la fo rma 

(13.27) Est. Var-Cov(ci') = s _ ¡ i - 1 · i -1-1 - l ' J. l'---l [·x·v X'X J-l[X 'X X ' X l['Y'X Y'1X1 ¡-1 
" x1 v1 x;x1 x;x1 x;x1 x;x1 x;x, 

en el que s11 se obtiene igual que en ( 13.23). 
El estimador por variables in strumenta les de la expres1on (13.26) cs. en 

realidad, exactamente igual al estimador minimocuadrático indirecto que se 
ha presentado anterio rmente. No vamos a efectuar una demos tración ge nera l 
de es ta proposició n, pero demos! raremos su va lidez en el caso de la ecuación 
de oferta del mode lo de oferta y demanda presentado en ( 13.1 ) . Esta ecuación, 

está exactamente ident ificada y la variable predeterminada excluida es Y,. En 
términos d e la no tac ión uti lizada en la estimación por medio de variables 
instrumentales, tenernos 

Z1 = [P t], 

W 1 = [Y t), 

Y1 = [Q], 

siendo 

' ' 

Q 

(T x 1) (Tx 1) (T x 1) 

Por tanto, 

w;z1 [:.'J [P l l 
¡+P,Y, +yl 

2, P, T 
' 

(T x 1) 
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Así pues , según ( 13 .21), tenemos 

(13.28) 

[ 

,nQ Y ] 
111 p y 

Q _ (mQr )p · 
lllpr 

Obviamente . estas fó rmulas son cx_actamentc iguales que la s fórmulas de
1 

la 
estimación po r mínimos cuadrados md1rcctos. . .. 

La equival encia entre estas dos formas de estimac ión nos pc nrntc utilizar 
]a fórmula de las variables in strumcnwlcs p;ira la m;1triz de variancias Y co
varianci as asin tóticas de los coefic ient es estimados . Esto resulta de gran u tili 
dad , ya que, de lo contrario , la obtenc ión d.: la matriz Je variancias y co~a
riancias as intótica s de l es1im ado r minin10cuadr,í ti co in di recto es muy comple¡a . 
Por ejemplo, conside remos la cstinwción d e la matriz de vari~ncias y covarian
cias de los coeficientes esti mados de la ecu ación de oferta presen tada en (13. 1). 
Efectuando las sustitucio nes adecuadas en ( 13 .27), obtenemos 

( 13.29) Est. Var-Cov [:~J 

S22 [ T 2myy 
= (Tmpy) 2 -T(¿P,)myr 

- T(¿ P,)myy ] 

(¿ P,) 2111,y + Tmiy 

[ 

( m ;r) (- P:, r) l 
mpy mpy 

= s., (-J5~1yy ) (J52,:1yy + .!.. ) ' 
mpy mpr T 

¿.·-
14!'4S{iJ 11f*?4.91i. s.m,,41µ _;4q:,:..pa .JJJ,-"-"°"""""'""'"-------.,a""«-@,.,.__.,_,.,Q,,,_.,..-.;cz::,,.., . .. a:,..,. ___ oo,..,,.~¾,.., .. ...,..,lll_l!!"ll,..~9.!!'- \l'i"''"""· """··"""''S"SC"'.'P"".!'l!e:+i-. ,ii!!!- t<ICf"!l9~Wil'S:"!i¼i!'M!'lli~..,,,_"', ll'l&,.;c;Jf&S4!!!!. 1!1,'. , , 1'1!!.!!'-r"'r 9-·""*""· .«" . . 

·;, 

\ 
i 
1 
1 
l 

' ,. 
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en la que 

(13.30) l 
s22 = T - 2 ¿ ( Q, - fll - /JJ P,) 2 

' 
= _ _ I_ (11100111;,y - 2m0 ,-m0 p111n· + l?l prmi,. ) 

T- 2 m ;,y . 

EJEMPLO. La ecuación de of e ria del model o ( 1 :i.1) puede est imarse a partir de 
los _datos anuales correspondientes al mercado de ca rne en los Estados Unidos en el 
penodo 1919-1 94 1.3 

Q, = consumo de carne per cápita (en libras) ; 

P, = precios de la carne al por menor (índice -1935-1939 = 100); 

Y, = renta real disponible per cápita (en dólares). 

Las medias muestrales de estas variables son 

Q = 166.1913, 

P = 92.3391, 

Y = 495.5652; 

Y las sumas de los cuadrados y productos cruzados c.J ¡ d · · 
las medias muestrales son e as esv1ac1ones respecto de 

moo = 1,369.53826 , mpp = 1,581.49478, 

mop = -352.55217, n1py = 8,354.59130, 

moy = 3,67 1.91304, mry = 83,433.65217. 

~s estimaciones de los coeficientes es truc turales de la ecuación de oferta por el 
metodo de los mínimos cuadrados ind irectos son las siguientes: 

lI 3,671.91304 
1-'2 = 8,354.59 130 = 0.43951 

P, = 166.1913 - 0.43951 x 92.3391 = 125.60749. 

La estimación de la variancia del término de b ·' gún (! 3_30) es pertur ac,on estructural. calculada se· 

1,984.931 J 
21 = 94.5205. 

3 . Estc e jem plo está tomado de G. Tintncr, Ecnnomct rics. ~u cv .1 Y. d . . \V ilc'». l ,.~, . 
p. 169. 

- --- ., - -~- , ... _.._.,.,.. .... , 1ii:.í. , - ... ,..ii-' L ""·· . . 
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J .,, ,.ir ianc ias es timadas de las es t:mac iones minimocuadrá ticas indirectas se obtie
nen a pa rtir de (13.29) en la forma sigu ie nte: 

Est. Var<ft2) = 94.5205(!\~!\~~~~~) = 0.11 2983 18 , 

(
92.3391 2 

X 83,433 .65217 1) 
Est. Var(P,) = 94.5205 

80354
_591302 + 23 = 10.23547072 . 

Por tanto. el resultado final de la es timación por el método de los mínimos eua
drau os indirec tos es 

Q, 125.60749 + 0.4 395 1 P, + , 2 ,. 

(3.1 9929) (0.33613) 

Con fin es de compa ració n. r,r esentamus tam bién las es timaciones minimoc uadráticas 
o re.linarias (inconsistente5) de la ecuac ión de nferta: 

Q, = 145.60676 - 0.22292P, + e21 • 

La est imación de una ecuación estru ctu ral exactamente identificada en la 
qu e la identificac ión se logra a través de restricciones sobre la matriz de varia11-
cias y covariancias de las perturbaciones estructura les puede examinarse tam
bié n en el contexto del modelo de ofer ta y demanda presentado en ( 13 .1 ). La 
ecuación de dema nda 

Q, = ª ' + ª2 P, + ª" Y, + e" 
est:i sub ide ntilicada cua ndo no se csu,b lccc ningun a res tricci ó n la m a triz de va
rian c ia s y cova ri a ncia s de la s pe rturbaciones. pero. corno se h;i visto en la sec
ci ó n 13 .2, s i supo nemos qu •,: r ,, y E,, no est;í n corrclac io n::i das, se convierte en 
exactamcntc id cnl ili c:,da. J.a, rch c iunc, de ide ntificación entre los coefic ientes 
es tru c tu ra les y los par~rnc tros de la forma rcd ucidJ son las siguientes. En pri
m e r luga r . su stitu yen do O, y /', por sus va lores según las expresiones de la for
m a reuu cida, en la ecuación ,.;,:: d emand a, obtenemos 

(13 .31) 

(13.32) 

A continuación, según (, .,. 18), sabemos que 

,J,11 - ª•'P 12 - fl2,J,12 + ª2fl2,J,22 = o, 
en la que las 'I' son los elementos de la matriz de variancias y covariancias de 
las pe rturbaciones de b forma reducida, y '32 es un coeficiente estructural de la 
ecuac ión de oferta. Según los resultados correspondientes a la ecuación de ofer
ta sabemos que 
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y, po r tanto. podemos esc ribir 

( 13.33) 7T 21 1/1 1 l 

7T22 1/ 112 

La s ec uaci o nes (13.31) (1 3.3 2 ) y ( 13.:13) nos pe rmite n ex presa r los coefic ie ntes 
e structurales a,. a.2, y a , en términ os d e la s 7t y 'I' de las ecuac io nes de la for
ma reducida. Lo;, pa r:íme tros de la fo rma redu c ida pueden est imarse ap li
cando las fórmul as d e los mínim os cuadra d os ordinarios. y a partir de las es
timaci ones de los parámetros de la forma reducida pode m os obtener la s esti
maciones correspo ndi e ntes de las u. . Como e n este ca so las dos ecuac io ne s es tá n 
exacta m e nte itknti/ica da s . dich as est im aciones son maximove ros í111iles y la ma
triz de s us vari anc ias y cov:.iri a ncias a s int ó ticas puede obtene rse a través d e 
la matriz d e info rmación de la corres pond ie nte función ele veros imilitud. Ob
sérvese que la funci ón J e verosi militud para la s observaciones muestrales de 
O, y P, en el mode lo ele o ferta y d emanda es 

L T 
-T lo g (2 rr) - 2 lo g (a1 1 a 22) + T log Ja2 - .B2 l 

_¿ (Q, - ª1 - ª 2P, - a3 Y,)2 
1 

2a11 

_¿ ( Q, - .Si - /32P,)2 
1 

EJEMPLO. Estimaremos la ecuac ió n de demanda del modelo (13 .1). con el supues
to de covariancia nula entre Ei , y E2,. a parti r de los datos co rrespondientes al mer
cado de carne de los Estados Unidos q ue hemos presentado en el ejemplo a nterior 
En primer lugar, o bsávesc que los estimadores minimocuadráticos ordinarios de los 
coeficientes de la forma reducida son 

7T12 
n10 y, 

nl1•y 

7T¡ 1 Q - fi-12 Y, 

ii-;.2 
lllp)' 

l11rr 

fr21 p - IT22 Y. 
' 

La~ variancias y covarianc ias de las perturbaciones de la forma reducida se c\ tima n 
de la forma siguiente: 

moo - - 'rr1 '!. n1o y 
---T- -

.¡,,, = 

l1Ioonln· - n,~}' , 
7inn, 

ftl p¡ •lll1· 1· - 111 ;; 1, 

Tnz;·r 
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su,ii luyendo es tos resultados en ( 13 .33 ) y efectu a ndo algunas simplificaciones, ob
lt:nl'rnos 

3,671.91304 x ( - 352 .55217) - l ,369.53826x8,354.59 130 = - 1.455!. 
3,671.91304 x 1,581.49478 - ( --35 2.55217) x 8,354.59130 

Ademá s. segú n (13. 31), tenemos 

206.5374, 

y, según (J:U2). 

Por ta nto, la ecuación de dema nda estimada es 

Q, = 20v.5374 - 1.4551P, + 0.1897>', + É11 , 

S · ¡ supu es tos del moclc lo estas estimaci ones son consistentes y asintóticarnente egu n os . . . . - - · _ _ _ _ . _ 
eficientes. Para poder compararlas. presentam os tam b1cn las est1mac1ones mm,mocua
dráticas ordina rias que no son consistentes: 

Q, = 185.8452 - 0.97J9P, + 0.1 418Y, + e,,. 

Estimaci(rn por mínimos cuadrados en dos etapas 

r~ra esti mar u na cc u:K i<í n cs tru ctu r:il .<11pcride11tificaJa qu e pert enece _a un 
s is te ma ¡zc nc ra l i111 c ru c pcndi c ntc de e cuac iones sim~lt áncas pu eden utili za rse 
v:, r ius 111 ~ 1ud 0 s J i;, lint us qu e pro porc ionan L'Stim ac1oncs ,cons istent es . Proba
bk, ncnte. el m;is conoc id o ck e ll os es el m i: lodo ele los m111 1111 os cuadrados e~ 
dos ctupas. S upL'ngamos que la ecuació n es tructural superi dentificada es la pri
m e ra ecuación d e l sistema: 

( 13 .34) 

en el que y, es el vector (T X J) ele la variable endógena cuyo coe_fJeiente e n 
la primera ecuación es la unidad, Y, es la matriz ele orden T X (G - 1) de 
las demás vari ab les endógenas d e la primera ecuación, X1 es la matriz (T X Kº) 
de las varia bles precleter.--n inadas ele la prime ra ecuación, y U1 es el vector 
(T X 1) de las perturbaciones ele esta educación. 
Cna forma alternativa de escribir (13 .34) es 

( l 1 3 4a) 

1 

l ,, 
¡ 
' )-
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en la que y 

Podemos particionar la matriz Y1 en la forma 

Y1 = [Y2 Ya 

en la que cada una de las y es un vector de orden T X 1. Las ecuaciones 
de la forma reducida para estas variables son 

Y2 = X1t2 + V2, 

)'3 = X1t3 + V3, 

en las que X es la m atriz (T X K) de todas las variables predeterminadas 
del sistema, cada una de las 1t representa un vector (K X l) de los coeficientes 
de la forma reducida co rrespondientes, y cada una de las V es un vector 
(T X l) de las correspondientes perturbaciones de la forma reducida. Defina
mos ahora 

y 

Por ta nto, podemos escribir (13 .34) en la forma 

(13.35) Y1 = (Y1 - VJf31 + X1Y1 + (u1 + V1f31). 

Como (Y1 - V,) sólo depende de X y no incluye ninguna perturbación, no 
está correlacionada con (u 1 + V,) y, por ta nto, aplica ndo el método de los 
mínimos cuadrados ordinar ios a ( 13.35) , obtendríamos estimaciones consisten
tes de P1 y y, . La d ificult ad consiste en que V1 y, por tanto (Y1 - V1), no es 
observable, pero, s in embargo , podemos sustituir V1 por los correspondientes 
residuos minimocuadráticos de la forma reducida y utilizar 

Puede verse claramente que 

lim prob (Y 1 - \l" 1) = [Xn2 X1t3 

de modo que (Y, - V,) y (u , + V,p,) no están correlacionadas asintáticamrn · 
te. Por tanto, si aplicamos el método de los mínimos cuadrados or<linaríoo¡ " 

(13 .36) Y1 = \\ ¡31 + X1Y1 + ur, 
en la que 

AJ. 5 
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ob tcndn:mos es timaciones consis tent es <l e 0, y y 1• Estas estimaciones son las 
denomin adas es timacion es «minimocua<lrá ti cas en dos e tapas» , ya que pode
mos conside rar que el procedimiento de estim ación consis te en dos aplicacio
nes suces ivas de l método de los mín imos cuadrados ordin arios . En la pri me
ra etapa se estiman las ecuaciones de la forma reducida para Y, . y, . .. , Ye y 
se rn lcu lan los val ores ajustados de es tas var iables, mi ent ras que en la segunda 
etapa se aplica el método de los mínimos cuadrados a las ecuaciones (13. 36) 
r¡u e utilizan como variables exp licativas es tos valores ajustados. 

Po r a nalogía con (1 3.34a). la ecuación ( 13.36) podría escribirse también 
en la forma 

(13. 36a) 

en la que Z1 = [\\ X¡] . 

Aplicando el método de los mínimos cuadrados a (1 3 .36a), se obtiene 

(13 .3 7) - - [~¡] Cl¡ - -
Y1 [

\ 'Y v·x J-1[-,, ] = (Z." l) - l(Z · ) = 1_1 1· 1 \1Y1. 
h X'"' X ' X X' , l 1 1 ' 1 1 ' ¡) 1 

(En lo que sigue utili zaremos el hecho de que los residuos minimocuadrát icos or
dinarios son ortogonales respecto a l valor ajustado de la variable dependiente y 
a todas las variables explicativas, lo que implica que V,'Y 1 = O y V/X, = O) . 
Como 

Yí\>1 = (Y¡ - \\)'(Y, .. ~\ ) = YíY1 - Ví\\ - v;vl + v;vl 
YiY1 + v;(Y¡ + \\) - (\'i + V¡)'Vl + v;vl 

YiY1 - \\ V1 - Vi\\ + ~i\\ = YiY1 - v;v1, 
\ iX1 = (Y 1 - \\)'X1 = \ '; X1 , 

x;vl = Xi (' 'i - V1) = XíY1, 

Y YíY1 = (Y1 - \l"1l'Y1 = YiY1 - V'y1, 

la ecuación (13 .3 7) puede escribirse en la forma 

(13 .38) ªi = [~1] = ;YíY, - v;\\ YiX1] - i[:íY1 - \l"iYi]· 
Y1 L XíY1 x;x1 XíY1 

Esta es la forma en que se presenta generalmente la fórmula del estimador mi
nimocuadrá tico en dos e tapas, ya que en ella se puede ver claramente la diferen
cia en tre este est imador y el estimador minimocuadrático ordinario (inconsis
~~ntc) que viene dado por 

11'.:\9) 

«1 = [!:] [
Y'Y l l 

XíY1 

' 
' i$44J. . ,h -- * OAP<*"*º u ·ª •. -Ms,w.z• s1e.»e,..P.4+ .. 'ª'*k!J.§ef!5!W-~ ni·r 

\ .• 

\ 

1. 
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El cs tim :1do r mi11in wc u: ,d r:í 1ico e n dos et apas puede prese n ta rse tam bi én 
como un estimador por variables i11 stru111 c11talcs, en el que Y, s irve como 
instrumento para Y,. y X 1 se utili za como su pro pio in strurrn:nto. Es to puede 
m ostrarse en la form a siguie nte. Segú n (13.21) , e l es timador por variables ins
trumentales de los coeficientes de la p rimera ecuación cs tructi;ral es 

al = (W;Z1) - 1(W;y1) , 

en el que W, es la ma tri z de las variables ins trumentales. Haciendo 

W 1 = [Y1 Xi] 

obtenemos 

Xi] 

y 

Pero 

y, en base a resultados anteriores, 

v;x1 = v;x1 , 

Y;y1 = Yih - \liY1 · 
Por tanto, 

(13.40) a' 1 [
y;yl - ";~\ 

x;v1 

que es preci sa mente la mi sma fórmul a que la de ii , presentada en (13 .38). 
D ebido a la equivalencia entre a1t y ci.1 podemos utili za r la fórmula (13.22) para 
calcul a r la ma triz de variancia s y covariancias as intó ticas del es timador mini
rr¡ocuadrático en dos etapas. En es te caso , obtenemos 

' Var-Cov asintóticas (ii1 ) 

( 13.41) 
YiX 1] - i 

x;x1 

en la que cr,1 = Var (u, ,). Según (13 .23), un estimador consistente de cr11 es 

( 13.42) 
(yl - ',' 1~1 - X1Y1 )'(Y 1 - y.~. 

T - U' ·+ 1 - ¡.:• 
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! : c' , t im :1dor m ini mocuad ráti co en dos cu1pa s es con siste nt e. pero en general 
nn cs as in tó ti c:i mcnte e fi ciente , porq ue no ti ene en cucnt:i la corre lación entre 
los términ os de pe r turbación estru c turul es de las di sti nus ecuaciones . Sin 
em bargo . para su con strucció n no es necesario conoce r completamente todo 
e l s iste ma, y lo ún ico que se requ ie re es una en umeración de todas las va ria
bks p~ede te rmin adas y de sus valores muestralcs. 

Si se aplica el método de los mínimos cuadrados en dos e tapas a una ecua
ció n exac ta mente identificada, las es timaciones result antes son iguales a las 
o hknicl as po r e l método de los mínimos cuadr,1d os in din:c tos. Es to puede dc
nws t rarsc d e la fo r111 ;1 s iguient e . El es tinwdor minimuc uadr,ítico cn dos etapas 
p uede .:,presar,c como 

cn e l quc [Y1 Xi]. 

Ah o r;:i pod emos esc rib ir 

( 13.43 l 

en la que X1 es la matri z (T X K. *'' ) tk l;1 s \·;1r i;1 h lcs pn:ck tcrmi11 .id;1s e,c luidas 
ucfinicla en (13.2~, ) . y / \ es la 111,1triz (/, .. , ·x 1--· •:¡ qu(' se dc li m: como 

N;1{llr;d111c·11 1c: . l:1 cTu;1 cié• 11 :1 c· , ti111ar 1i,: 11 c' qu e esta r c,,Kt;1111e 11 tc id entificada 
e, dn ir . e:, pr.:ci,,, que: 1--·,·, = G - 1, ya que . de lo <:ontr;1 ri o . la d imcn~ió~ 
de ( \ ,,\) no scr ía igua l 4u e la d e Y1 Puede establece rse la va lidez de (13.43) 
sust1tuy.:ndo ,\ po r su v¡¡J o r y premultiplicando ambos lados por X',: 

Sustituyendo Y1 por su valor según ( 13.43) e n la fórmul a de a:1 obtenemos 

( 13.44) A'X ' ;,{ J-1 
[A 'X ' J - 1 1 - 1Y1 

x;x1 x;Yi 

= {[~' O J[~iY1 

1". x;v1 

~;x1]}-
1 [A' 

x;x1 o 

o¡. •• ·ª ' . . Sf i\ & .. !(! ~•*pa;s;: 44!5$!1 -.fl4.4QJ&Set¾l ;tU J}$, _ ~Q .., tj w .t!4&U$#.:Zl(...%A4 ·1'"~ .. - .... _ EW 
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E s ta expres ,on d e a: , es cx ,, cta m e nte ig u a l a la d e l e s tim a d o r rnini111 ccu,1dr:11ic ,> 

indirec to prese nt a do e n ( 13 .26) . 

EJEMPLO . A c nntin11:ici,in ,~ rr cs~nt:i un nwdclo si 111pl ific':id n par·:i nplic:i r l;ts 
\ ·ar iaciune" en lo<'i rrl'cio,;; y con,unH"> de alin1cnto,;;. : 

(1345) Q, 
Q, 

Cl. r +- rt., T', + a.J), + 11 1, 

~I +- ~3 .! Pr +· ['3 / :1 + ~l A r + 11 :, 1 

(1.km;inda ). 

(ufrr ta ). 

En es te n1odclo. tc nemo..:; Q1 = c0 n"un10 de alin1cnto~ r c r c ipita. 11, =:; r:1:1c) n e n tre 

In..; rn.·c i()'\ de 10~ a li n1c nto,.; y lo..; r recios !;L' fl (.' rrtl c, de Cl)f1",lll1Hl. /J , :_. r uli:1 <.1:,po
n ib le a prec io..; Ct..."'l fl "tan tc..;. F, = rn?..l) n c:nlre lo..; r rccio\ íL'Ci hido.:; nPr In.., ~1t:1 ictiltn
rcs por sus productos y los precios gene ra les de consumo. referidos amhus al a rio 
anteri or. y A ,== ticn1r,o en a1-,o .... La,;;. , ·;n iah lc, Q, y f\ ~ l) fl end 1\;t.:n<1". n1ien lr a,;; q ue 
lJ ,. F ,. y A , son p redeter m inadas. La ecuación d e d emanda e, t;\ supcrident if icada y la 
de o fert a c.xa c tamcnk i,kntificada . Ln luga r dt: e,timar cs lt: rnlldc ln a p;irtir d e lo, 
d a tos rea. le<; . . u·n 1u lan·1110\· la~ n h,;e n acinnc,; n1uc .., tr alc" co rrc .., po nd il'n tcs a lo, pre 

ci os y las can ti dad es e sta hlccicnd o previamente Jo, va lores de los pa rámetros . cs r e 
cificando los va lo res m11c:s tr a lcs d e las v;:riablt:s predete rminadas y oh tcni cndo los 
valores dt: las perturbacionPs de forma a leato r ia a pa rtir de u na pohlaci ó n no rm a l. 
Util izando esta muestra a rt if ic ial. pode rnos prohar distintos m étodos y comparar las 
es timas:iones c1e los pará metros con los va lo res verda deros . Concretamente, supo nga
mos que el m odelo verdadero es 

(13.45a) Q, = 96.5 - 0.25 P, + 0,30D, + 11 11 

Q, = 62.5 + 0, 15P, + 0,20F, + 0,36A, + 11 21 

(demanda), 

(oferta). 

La ve rdadera forma reducida de es te m odelo es 

(13.46) Q, 75.25 + 0 . 1125 D, + O. l 25F, + 0.225A, + V11, 

P, 85.00 + 0.75D, - 0.50F, - 0.90A, + v2,. 

Supon ga mos ahora que obte nem os dns gr u pos de 20 va lo res de d esviaciones aleato
rias N(O , 1) a partir de la ta h la de l Apéndice O . Lla m emos E 11 a los valores d e l pri · 
mer g ru po, y E,, a los del seg und o (1 = 1,2, ... ,20). A c o ntinua ci ó n, se obtienen los 
v~lores de las pe rturbaciones de la fo rma reducida segú n 

V11 

-0.5 V11 + E 21• 

E<;tO implica Ja ..:;.iguiente matriz de var ia nc ias y cova ri a ncia~ de b, r1..:r tu r hario n,c , 

de la forma reducida: 
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t 111110 l ' ll e~tc rn oclc lo 

" '2f 

v" + 0 .2Sc,, , 

v 11 0. 1 Sc2 , . 

i~1 1nalr1 1 de v~1ri ~1 1ic ia..; y covar ianc1~, .., de la s pcnurhac io ne~ eqru(t Ur:l lC.:"i es 

[
3.1 25 

J.725 
3. 725] . 
4 .645 

r....:at11 r ;1lr11c n te . la l'lccci()n dl' Jo,; ,a lnrt·,; tic 'º" Llcnit·n h ,, de ,¡, l '' ;-ir hit r:n ia . L os 
v;1l ll r1... , 11n 11..·, 1rak, de /J

1 
y 1:

1 
,e han turnado de un articu l11 de (j ir,c il1 c l y llaa\'e l

n1t1 .\_ y rcprL,cn t~, n 11,, ,al , lrc, rc:ik" 1...·~,rr'- "fl() IHl icntt.., a 111, F,L, dl,, l 'nit!o-; Juran te 
los :H)o, 1922- !\J..11. c.xrrc.:..,J d1).., en tl' rn1in n,;; de nu me ro, índices t'n lt1 \ qui: el r,r o~ 
m ~dio para l'/1 5- 1').1 '1 == 100 . 1.o, valores de I' , y (! , ,e calc ulan sq;t'i n (l~ .4fi ). Los 
Uatos n1 ues tr ale,;; n ·rqi Jtnnt....- ,;; ~e pn:..;enla n en el cuadro 1 .'\- 1. La, c-;t1 n1a1...·il1n l·~ nlin imo
cuadr~·,tica,.; urd in:.iria,.; di: la, ccuac it, ne, d e la fnrn1 a reducida son 

Q, 

P, 

72 .2778 + 0.1126D, + O. l 646 F, + 0 . 1648.4, + ,·11 , 

87.3 149 + 0.7020D, - 0.5206 /~ 0.5209A, + ,,,., , R2 

O. 7076, 

0.8719. 

P odcn, o..; con1pa rar estas cs tin1acionr" c c1 n l;1 , \TrtJ;Hk r:i " tcuac i.,n c,;; de l.1 forma 
reduc ida cxprc..;;ida, en I l l ..t ~) . :\¡, li,.:;11Hlll t·I 11 1l·t1 1d11 tic r~, , n1ín 1111 q , cua<lrados en 
dos ct ap3,;; a /a,;; c:cu:-icinnc\ t.· ... 1rt1L·t11rali..·, de ( 1.1 . ..t~ J 11 h tt:nl'rno..; 

(), ;:- n.:.ri 11 t - , , :: .11r, , ,. ! fl . \ J~I I i) , ·1- 11 ¡, (demanda). 
( 7 .•; ~, 1:..: ) ( 1l 11•1 (1") (0 .( ¡.¡ f 1l)) 

(l . ~~ · 1 ~ 1: l ,. ( ) -~-¡1) 1 / ' ·I 0 .255(, , .. , + 0.252'l A, + 112, (1., f erta) . 
( 12.,1111.'i¡ (0 .IJ'J'l'I J (0.0472) (O.()')%) 

La , e d ra, en tre r;iré rite, i, ~o·: los e rrores standard es timados . [stos resul tados 
pueckn compa ra r, e con las ve rdaderas ec uac io nes es tr uc tu ra les (l 3..45a) . También es 
intcr~sante prc,cn tar las estin1aciones mi nim ocuad ráticas o rdina rias (inconsistentes) 
de la , d os ecuaciónes est r ucturales: 

Q, = Y'l.8954 - 0.3' '· l P, + O.JJ46 D, + 11, , 
U' ~ 0 .7638. 

Q, = 58.2754 + 0 .1604 P, + 0.248 1 F, + 0.2481 A, + 11 ,, 
R 1 = 0 ,6548. 

(demanda) , 

(oferta), 

, 4 - M. A. Girschick y T . Haavelmo, «Statistical Analysis o í the Demand for Food : 
', .,rn plcs of Simultaneous Estimation of Structural Equations», Econometrica, vol. 15, 
• ' ,, ¡ 1'147, pp . 79-1 JO; re producido en W. C. Hood y T. C. Koopmans (eds.), Studies in 
l ,., ,,,,.,,,.,,¡c Metlwd. Nueva York, Wiley, 1953. 

v,,....., 

CJQIL9f.~,( p;cs; , . •w .,, .rtt~JJP. .Q3;sz.::, M@GJttf43Nttiil'!'if..l·M#i!f!!f4~ft'!WOiJ- .,.,.~ 
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Cuadro 13. 1 
- - --- --- --- - - - --------

Q f', n, ¡.; A, 

98 . .185 100 .. 123 87 .4 98.0 1 
99 . 187 104.2 (,4 97.6 99. 1 2 

102.163 10.1 .43~ %.7 99. 1 3 
101 .504 104.506 98.2 98. 1 4 
104.240 98 .00 1 99 .8 110.8 5 
!OJ.243 99 .456 100.5 108.2 6 
103 .99 3 101 .066 103 .2 105 .6 7 
99.900 104. 763 107 .8 109.8 8 

100.350 96.446 96.6 108.7 9 
102.820 91.228 88.9 100.6 10 
95.435 93.085 75 . 1 8 1.0 JI 
92.424 98.80 1 76. 9 68.6 12 
94.535 102.908 84.6 70.9 J3 
98. 757 98. 756 90.6 81.4 14 

105. 797 95.119 103. 1 102.3 15 
100.225 98.45 1 105.1 105.0 16 
1 OJ.522 86.498 96.4 110.5 17 
99.929 104.016 104.4 92.5 18 

105.223 105.769 110.7 89.3 19 
106. 232 113.490 127.1 93 .0 20 

Estinwdores de clase k 

La fórmula ckl estimad o r mi11i111 oc uadrútico e n dos e tapas prese nt ada e n 
( 13 .31) se puede gcnc raliz,1r p:.ira ,\ barcar una clil se co mpl eta de es timadores 
distintos. Estos cs timaclo res, lla m ados esti111adures de clase k, se cJ e fin e n 
como 

(13.47) 

[
v;v1 - k~;\\ 

X' Y 1 

Es ta fórmula se di s tin gue solamente de la ( 13.38) por e l hecho d e que V ,V , 
Y V,y, es tá n mul tiplicadas por el escala r k . El valo r de este L!sca la r se pued.: 
cs tabkccr a pr io 1 i o se nucck ca lcui:1r a p a rti r el e las obs..: rva<.:io n.:s muc: , tr;,. 
l es. SC[_!Ü n a i ~.: un~1 i'.,: ~J a . i :~1 s io. :-ih o r:i h.:n1os cnconí.rn<lo ya d o :, L' ~tin1 ;1d l 1h .. :~ d,: 
cl,1 sc !: . .:1 ~~l i 1n~1L:o :- n1 i 11 i,11o cu:1dr,·1lico ('n dü :'., L' l~1p~1s 1..·n el q llL' /, - l. y t·I 
.: , Li111;1d0 r 111i ,·'1n 0, u:i d1;"11 icJ ,,r,: ;11;11iL> ¡_,, p1,,; ,du ,:11 ( l 3 .3'1\j c·11 ,1 'i ",· i. U 
El h .. ·..: ho d..: q l1l' ... ·1 ,.: -. :,n.11.L,. )r 1nini111..h.:u .1dr~í l i\ . .-u P rdi11 ;1ri1., r 1.·rt.:n ,: : ... 1 ;1 l. 1 

¡;:w..y . 0 ,; . ~ J 4&0: ·¾f' 

¡_ 
t 
l. 
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,h,: /, indic:i que no iüclos los cs tim ,:Jores de esta c l,1sc son co nsi s tentes . Para 
,k~cu b r ir lo s valo res de k qlle p rocJuccn estimaciones consistentes , seña lemos 
r 11 p rim er lu gar 4uc la ccu,1ción ( 13 .4 7 ) se puede expres,ll" formalme nte como 
In fórmula de un csti111ador ¡1or 11ariah lcs i11 stru111e11tales. Esto puede most rar
se e n la fo rma s igL1i e ntc. Sl:gú n ( 13 .21 ), e l est imador por variables instrumen
tales de In priml!ra ecu ac ión es truc tura l se defin e como 

en la que 
al = (WiZ1)- 1 (W;y1), 

Z 1 = [Y1 Xi), 

igual qu e e n e l caso ante ri or. Si c legi111os como variab les ins trumentales 

tenemos 

a!= [
(Y1 - k~1) 'Y 1 

x;v1 

Sin embargo , 

(Y1 - k~1) 'Y1 = v;v1 - k~;(,'1 + ~1) = v;v1 - k~;\\ 
(Y1 - k~1rx1 = v;x1 - k'\)iX1 = v;x1 , 

y. r o r t;int o. 

( 13.48) ' l l 1 l 
[ 

Y ' Y - k~ .. ~-
e,., = - XiY1 

que es cxac ta mc:ntc i¡_!lla l que éi. " 1 en ( 13.47). Sin embargo, W 1 no se puede 
con s iderar como un conjunto de vari;ibk s in strumentales a menos que sepamos 
que estas variables no es tán asint ó ti ca mcntc corre lacionadas con la perturba
ci ó n es tructural U1, es decir, a menos que 

" 
lim prob j= w;u1 = O. 

Es cJecir, es preciso que 

( 13.49) 

113.50) 

lim prob j= (Y1 - k~1)'u1 = O, 

lim prob f Xiu1 = O. 

) 

" l 
' 1 
r 
¡ 
¡ 
i. 
f r 
' ' · 

¡ 
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La co11c.lición ( 13.50) se: s,1ti , Ía<.:c s i.:mpn::. ya que. po r c.l c linición. \;i s ,;1ri;i l•k · 
predctaminac.las no es tün corre lacionadas con las pc:nurbacioncs es t:·u c tur ;il,> . 

Por lo que respecta a ( 13 .49), te ne mos 

(13.49a) 

lim prob } (\'¡ - k\'¡)'u 1 = lim prob + Yíu 1 - lim proh k lim prob Vit11 

r b 1 - .. , 1m pl'O T (Y¡ + V 1l' U1 
lim p rob k · lim prob Víu1 

1in1 pro b 1 ..,, lim p rob k · lirn ¡Jrob V1' u1 . T V¡U¡ -

Como lim prob (V,'u 1)./T es un número finito distinto de cero. podemos ver 

que 

lim prob ~ (Y1 - k~1)'u1 O 

si, y solamente s i. 

( 1 3.51) 

lim prob k = l . 

En el ca so e.le la cstimac1 o n por 111íni111os cuac.lrac.los en dos etapas , es ta condi 
ción se cumple a ut o111áti ca111 cntc, ya que k es siempre igual a la unidad . i\dc
m;ís . pu-::dc mos trarse qm: la matri z Je v::iri:rncias y covariancias as intótica s de 

tod os los estima<lores de clase k en los que 

( 13 .52) 

lim p rob v Ttk-ll = o 

,'Se redtw.: a ( 13.41 ) .' Lo c,uc s ig nifi ca c,ue toe.los es tos es tim adore s deben te ner 
la mi sma m a triz de variancias y covaria11cias a sintóticas que el es timad u r mi 
nimocuad rático en dos t'tapas. Esta m at riz se es tima ge neralm en te d.: la forma 

siguiente: 

( 1 3.53) 

5. Ver H . lhc i1. [ connn:ic Fo rccusts ancl Polic y. 2.• cd .. t\m!-t<.:n.bm . !'Jo rih -l 1° \la n <l 

P~h \i, h i:-:~ Corr.p.m:,. }C)t, l. p . :!\~ . 
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c 11 L, qu c 

(U.5..J l 

Na turalmente . es to equivale asi nt tÍl ica ment e a 11 3.4 1 ). 

Estimaciún 111asi1110Ycrnsi111i l con infornwdún li111il:1da 

01ro d ..: los cs1im adon.: s p,ira una sc,la ccu:1ció11 ,.:s e l cknominado cstimudor 
11wxi1111>1·crmi111 il cv11 i11/om111cici11 /i111it11da. que p ,.: rtcnccc lamh ién a la íami 
li :1 d~ 1:, c i:1 ,c· /, ,. ,· s co nsi, tcntc. l·:s1e es timad o r se uht ic11,.: ma .\ imizando la 
fun c ió n de , ·,.:n, ., i111i lit11 d p: ,r" 1:is oh,cn·acio11~s de· l:1s , ·:1 ri ;,h k s ..:11dóg,.: nas in
cluicl:1, e n l:1 ,.:cu:,ción qctc p1·c·lc'11dc 111 us c,ti mar . La fra se «i 1üu rm ac ión limi
t: 1da » s igniíica que. a l c· ,¡ ;,bkccr la !'unció n d,.: , ·c rm i111 il itud . nos limitam os a 
la :; v:.1ri.1bks c ml::ig ,.:n,1s que ;q,:1r,.:c,.: n .: n la c·cuac ió n es1udi:1d:1 y prcs~indimos 
de l;1 s re s1riccio11,·s de i,-lcntil icaci ó n soh re lü s demás ecuaciones estructurales. 
Suponga mos q u ,.: esta ccu:1c ión es nu evame nt e la primera ckl s istema presen
t::id o en ( 13.34) : 

Y1 

en l:1 qu e 

Por tanto, la s va riables e ndóge na s in cluiua s son~·.,. y,, .. ... Y, .• ,. Las ecuaciones 
de la 1·o rm a r,·duci d:1 p:1r:1 c· s t:1 s , ·ari:,bk, so n 

Yc°'t = 1Tc"'1Xu + 1TG6 2X21 + · · · + "c11.KxKt + Vc61, 

Como v,,, Vi, . . - -, 1·,. , son pert u rbac io nes c siocás iic:J s que ~e distribuyen nor-
111al111c111..: . su di s tribución conjunta es 6 

/(V11, V2t, .. . , VctJt) = (27T)- (G '~/2 )j 'l'" l-íl ,t 2)e - 0 ;2h'o1'+'¡1.6l 

en la que [ "" l [ ~,, 
1/11 2 

f,c• l 
:::. 

'l'" = E(v"v~) = rf,~, 
'f22 'f2c6 

v"' y 

'PG6 1 'Pc6 2 if1c'c6 

6. /\. S. Goldbcrgc r. í:.co110111ctric Theory. Nueva York, Wiley, 1964, p . 104. Si las x 
•on cs1ocás ti cas. la clistribución conjunta ele las v se debe considerar condicionada a los 
' ;:llo res mucs tral cs de las x. 

__,.._ ,,.. , 
;o•14 f ,2$,.ii>..WMR§f.Y:ff&9 w«,f)9f!f.t9f!!llkl .... r ... .es,.... . -·-----------~------l'llflll'!3\?!1!'_,....,...,,..,,.,.-.i'l'J'"""'"'"""'-.!!"! __________ _,...,,.,.....,,../ :;m'" .e• l!f. '91::)-'., PJt"!" #h )M. ::::JA. ;:;u. 3 %.4.J ,94f-,J df4_ ., .. 4 _,.cy;: HID.t!S. ;_xw.+» 
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Seri111 io, sup uc ,tos cl:i,icos acerca ck !n s pc rturh;_i c ioncs. l;1 di ,tr ibu,·i, ,,1 , . . ,, . 
ju~ta de v1,, vu, .. . , Vr. , para todas las obse rvac iones 111u estr,1k, ,·, 

( 13.55) f( u11 . V12, ...• 1' ¡ T• 1'21. L'n , ... ' l!c'T) = (277) - (TG' 12 'l 'l' "1- 17121e - ~ ·~,"' ,, 

Q uc r,·111 os olltcncr la i'unci ú n d e vcrnsi 1,1ili1ud para l:1 s uhsc rv:1cio 11 cs lllllC '>

tral cs de l:1s e• \ ·,1ri ;ibks c ndú~cn:is inclu id as en la p 1·imc r:i ccu:ic ió n cs truc
t;.1ra l. Es ta es la ll;1111;1d;1 j11nci1;:, de ,,crosilliilitwl cu11 i11fum111ci<Í11 li111i!uda y 
puede ObtCllCrSC ¡¡ p:irlir de ( 13.55), CXp rCSallcJ O Jos elem e nt os cJc Vi,. , en té r
min os de las ,·. ,\dcm;í s . sabemos C! ll é'. es tas última s cs1,ín lin calmc m e relac iona
d as a ,r;:iv.¿ s ·de lu en1;1ció11 cs:ructurn l qu :: e stamos es tim ando . Es to se tiene 
en cu en ta n1a :-;i111iza 1;clo la función de veros imili tud co n información limi
tada . sujeta a las r~sl ri cc il)JlCS d e id en tifi cación de esta ecuación. Estas rest ric
ciones. que proceden de (13 .10), son 

(13 .56) 

Podemos introducir cs1as restricciones en la fun ción de verosimilitud con in
formaci ón limitada escribi e ndo 

' y sustituyendo después -rr 11 . -rr 11 • .... 1t1< por !as expresiones del lado d e rec ho de 
(13.56). A con1inu;1ción. la función resultant e pu ede m ax imizar,c re specto a 
los paráme tros d esconoc idos, que incl uyen los cocíi c icntes c struc_turak~. 

La obtenc ió n del est im::iclo r maximoveros ímil con inform ac1on l1m1t acla ª 
través de la maximiza c ió n de la fun c ió n de veros imilit ud con re stric cio ne s e < 
m uv compli c::ida. pero. sin embargo. puede n obtenerse tambi~n los mi ,inn, r,·
sultados util izanJo el 11 :im:ido principio de la ra=ó11 mi11i111a d, · ,·,ir1,111c1,1' - 1 ª 
equivalencia ent re: ..: ,tos clus cnfoqu,s es amp\iam,nts: c,>noé id:i Y 1"' L, ' J · 
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· ,, .. :, ,k mu:, trar uquí. 7 L;,s cs1 irnac io ncs por el mé1odo d e la rnzón mínima de 
.. 11 i::11c i:1 s pucJen ob:c nersc d e l;_i forma s ig11ie11tc . La primera ecuación es-

Y1 Y1f31 + X1Y, + u, 
¡,11,·dc· e scribi rse en la íu rma 

( 1 J 'i7) 

L'n h1 q ue Y1 

X,Y1 + U1 , 

Y1 - Y1f31 -

La 1·;1ri :1bk «cu 111 pue ,1 :1,• y1 rcp rc,c n ta una co111L1i n,1cil>1 1 li nc,il de la s , ·ari a blcs 
end(,¡2,·11;1s iil c lt,id;; , e n J;1 ¡,rin:c r:i ccuac i,ín estructural. Si se pudie sen o b
se rva,· s us , ·;ilorcs. se pudrí:1 c, timar y, po r el rnétoJ o de lus mínilllos cuadra
d os o rdinari os . El rcsultacl o se ría 

Yi = (XiX1) - 1XiY1, 

y la suma de los cu.idr;1dos d e los re siduos sería 

Obsérv ese que en ( 13.57) J;, s nri:1h!cs n!1 licati1·;1s so n J;i s 1·:1riahks ¡m.: det~r
rnin adas incluida s en la p ,· imcr:i cu1;1c iú11 csiructur,,1_ Si si: ampliase es te co n
junto p:ira incluir ludas 1:i s va ri :1b lcs p1·,·J,·1erm ;n;1d:is del ~isiema tendríamos 

(13.58) Y1 = Xy + U1 , 

en J,1 que X es la ma1ri z de ord,·1 1 (T X /{) de todas las var iables prcdctcrmi
n;1d;1, V 

Y = [o:~J-
(K x 1) 

Si aplid sc m os e l métoclo de los mínim os cu:id rados ordinarios a (13.58), ig
nornndo e l hec ho de q ue e l verdadero valor el e a lgunos de los coeficientes y es 
cero . ob1i:ndría111os 

y e; 

y la suma d e los cu:idrados de los res iduos sería 

SCE (y1 - Xy)'(y, - Xy) 

: Ve r T. C. Koopmans y W. C. Hood. «The Estimation of Simultaneous Linear 1 
·' comie Rclationship , ... en Hood y Koopmans, op. cit ., pp. 166-77 . 
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Como b adición ck mic, '" , ·;, i·i,iJ,J ,> c· ,¡,lic· ;,1i,·;1s ne> pucJc :iu111c111,1r nunca 

la su ma de los cuadrad,,, de los r,,iduns . l;1 razón 

( 13.59) 
SCE, 

t = SCE 

5\S'i - y;X1(X;X1) - 1X;y1 
YiY1 - y;X(X'X) - 1X'5\ 

no puede ser nunca ·.n enor que la unid ad . 
El problema consiste ahora en es timar los elementos d e 0,. Escribamos 

(13.60) 

en la que [Y1 Y2 

Por tanto, podem os esc ribí r ( 11. 59) en la forma 

en la que 

¡3; ,.. \V l*f31r. t = '-"-'--e~~ 
¡3;,, w 1'11t, 

\\\., = y;"y 1" _ (Yí, X 1)(x;x1) - 1x;v1,.,, 

W1 = Y;,,Y1,,. - (Y;"X)(X'X) - 1X'Y1.,· 

El es timador de 0
14 

de la ra zón mínim a de va rian c,ia.s viene d,1<lo po r los valo
res de los coefi c iente s r, qu e producen e l vnlor m1111n:io d e t. r .or tanto. tene
mos que minimi zar t n: , pccto de 0 1_ • . Tomando la pnmern derivada de t, ob-

tenemos 

(13.61) 
2(W 1 .. f3 1.,)( f3i ., W 1131,,) - 2(¡3;" Wal3u,)(W 1131"). 

(¡3;" W 113u,)2 

Q 

Igual ando a cero esta derivad a. tenemos 

( 13.62) 

(13 .62a) o. 

Ahorn bien , cuando B1. ""' O. debemos tener 

( 13 .63) Del (Wa - /W 1) = O; 

'·- . ··- ---·--··------------·-· -:rl':?~ · ~,.. .. __ .... 

SISTEMAS DE ECUACIONES SltvlULTANEAS 685 

e'' dec ir. e l dc 1crmi 11a11tc de la 111,itriz (\V1* - / Wi) . cuya dim ensión es 
,e;' ·< (/ l. debe ser i¡!ual a cero. Co1110 podemos o b1e11er tocios k>s e lementos 
,k Wa y \V, a parlir de la s o bserl'ac io nes mucstr,ilcs . la ccunci,; n ( 13 .63) se 
co 11, icrtc en un noli nornio de grnclo e• en la v;1ri;1hk / . Como hcmu; se ña
l.ido . c•;1,·rcrnos que / csic: lo m;í s prú., im:1 pos ib le a l:1 unidad v. por tnnlo . 
In so li, ciún de ( 13.63) que nos in krcs;1 es la 111:í s pcquc iia. a la que llnm an:mos 
/ 1 . L!tili1;i 1,clo / 1 e n lu:!ar <le ten ( 13 .62a2 podemos ob tc.:nc 1· u na soi uciún rara 
los (G• - 1) elc 1ncnt os desconocidos <l,· ?, ,. En es te caso, los e lrme nt os <le ')'1 

se es1 i111 a 11 a tran's de 

(13.64) 

Eslas son las estimaciones ma ~imove ros imiks con info rlllac ión limit adn . 
Al introducir este tipo de esti111ad,,r. se mencionó que pertenece a la familia 

de los estimadores de clase k. y ahora podemos añadir que. en este estimador, 

k = t¡ 
,. que 

lim prob t, = 1. 

lim prub v'f(t 1 - 1) = O. 

La de,nos1raciún de esia , propo,ic :,>11 c·s pu,·lk I cr, L' en Dlr: ,s oh r:,s.' Sus im
pli cac iones son qu e e l c, ti111 :1tl,, r 111:i \i1 11 uv, r,1 , í1 11il co n infurlll ;ic il"1n li11 1 itada 
e s co 11 ~; i sic11tc y pu:-, L'l' l :1 111i ,n1:r 111:1t¡·i7 dt.· \ :1 1i :11H..: id :-- ~ Cü\¡ 1ri.111 L· i,1 ::- i.1 '- i;1 1c.·nicas 

4uc el t ... ~ti:11:1 c.: \_\,. lllini 11h •..:\1~ 1d r~i ti .. u L'!l 1ÍL, .... l ' l;q ,:i:--. L:11~1 d1. . .' J¡_J~ c.!1r..:-rL'tlci.:1s en• 
tn.: cqu ... dd-, 1..· :- ti ;n:1tiui 1.: :-. l.'.> l ;t:1.: l'I d~ l,1 111,·1 , i 111~1 ,cru~in1ili 1ud L· u n iníunnación 
l i111 i t 1: :1 L':- i• 11 ,, 11 ,, 1:'<.' n.::- 11:.:ctu ~, l:1 ckcciún de la vari ab le cndll~~· 11a CLlYO COC· 

i1L 1-. 1· ·~· l · ;;:.1._¡ ~11, , 1 ~e i~u .. d~1 .i \~1 uniLL.:d . 111 icnlrJs <.¡uc el csti1n ~1dor 1niniino· 
cu;, cir.,;icL• ,·.; c: u, c ,ap,:s 110 es ill\ :i ri :1111c en es1c sen tido. Considere mos la 
p,·i111~-r,1 cn;;1( iú11 c, tructura l escrita en l:, for 111a 

/3, 1J'11 + f31 2J'2, + · · · + /3, c '.l'c' , + Yi 1X11 + · · · + Y1K •x ... , = u". 

Al ob1cnc r e l es ti1PDdor minimocuüdr,ítico en dos cwpas y el de lü máximn ve
rosimilitud con info rm ación limitada he mos considerado que e l valor de P,,, 
es i[~ l1;; I :1 la u ni dau. Esto s ig11i[i c;¡ que podemos escr ibir la enwc ió n cstrnc
tura l en la formn 

1 n nuestra notación. la es timación de f, 12 correspondiente a los mínimos cua
dr ,,tlos en dos e tapas es 01 2. y la de In máxima veros imilitud con info rmación 
l: r:i i1atla es 01r Supongamos ahora que cambiamos la especificación y considc-

Ver Goldbcrgcr. vp. cit., pp. 341-44. 

" ' \ 

~;-

t 
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ran1 os que. e n lupa r dL· :11
1

• '~ r .• L' ' iµu: il ~1 l_:1 u11i d~1d . l11 L' Sl~ casu. c:,,;cr ih iri ~1· 

m o, J;, ..:c u;1ciú 11 c: s t ruc tur: d L'll l;i ío rina 

La es ti mac ió n rnini mocuadr,it ic:1 e n dos c l:.ipas d e [3,, e s 0,, y la de la m ii x i111 ;i 

veros imilirud co n inío rm m:ió n limit ad a ,.; s [3 , 1 Por ta nto . 

pero 

Es to es lo ou c ,1t1crc: rn os decir ol h :1h l;i r d e la « i11 va r ia11 c i;i » de l es timado r 
m ax im o ,·c: ros imi l co 11 i11~o rrn; 1c ic'in li mit;1d a . Fn este se n t id ,, . d icho es ti mado r 
es C111i co en tre 10do, los 111iL·111 h rn , de L, f:1111 ili :1 de est i1m 1d o n:s de c lase k .". 
La inva r ian c ia puede rc·, td tar úti l en todos los c:1sos .e n los qu e 1,, teoría eco
nómica no ofrece 11i np 111 a a yu da para la e lecci ó n de la va ri a b le end ógena cuyo 
coc fi c ic JT te estruc tu ra l debe se r la un id ad . Po r úl t imo , pu ede se ii a brsc que , 
cua nuo la ec uaci ó n es truc tura l cstü cxa c tnme n tc ide n tifi cad a. e l m é todo de la 
m iix ima vc rosimili tu c..l co n in fo rm ación lim itada produce e l mi sm o resultado 
qu e e l m étodo d e los mínimos c uadrados inc..liree tos . 

E J E MPLO . P od emo~ ilu~t rar la const rucc ió n d e las esti m ac io nes m a ximoverosími 
les co n info rm aciri n lim itad :, en c·I ca so de l m o d elo del m ercado de a limento s d e 
( 13 .45). Las d os ec uac io nes de l m o d e lo so n 

Q, = a. , + a. ,P, + a._,D, + 11 11 

Q, = f, 1 + [3J', + ¡33F, + (3,A, + u1 , 

(dema nda), 
(o fe rta} . 

Las obse rvac io nes mues t ra les (T = 20) se ha n presenta d o en e l c ua dro 13-1. Para la 
ecuació n d e d ema nda. que está supe ride nti f ica da. tenemos 

[º' P , l 
x, - [i D , l 

[\ 
D, F, 

A, l . Q, P , D, D, F, :~º . ' X Y1,, . . 
Q ,o P,o ; ,o D, o F,o 

~16 [_:J Yl [:J. 

ll . \ \ :r A . S . G u\db\.'. rp....:r . «An tnstru mi..:nta l Va ri~b k l ntc rprct;i t io n o f k -Cl a~s E~ ti· 
m~11on•. / n (!::; n l. ,·n n p r•:ic" / o ::r11 ul. vo l. 13 . núm. 3. 1465, pp. 424·31 . 
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/ ',, ¡ LL rl lll , 

" . = ,t._ t 
[ 

, . Q 2 

I• 2 Q, f', 

[ 
¿ Q;' 

:::: Q ,I', 

¿ Q,P,] - [¿ Q, 
¿ P{ ¿ P, 

¿ Q, D,] [ T 
¿ l', D , ¿ D, 

~ º·]. 1 [ :'.: Q, 
2 O¡ :::: Q, lJ, 

¿ Q,P,] - [¿ Q, 
2. P;' :::: !', 

¿ Q,D, 

:::: P, D, 

:::: Q,F, 

:::: P,F, 

:::: Q,A,] 
::': l',.-1 , 

¿ D, 

:::: {)¡ 
' r ;D, 
:::: .-1,l), 

¿ F, 

:::: n,r; 
¿ f } 

¿ A ,F; 

' ,4 . l :. n,.·1, 
:::: F,A , 

~ A¡ 

l[ :::: Q, 
2- Q , O, 

:::: Q,F, 
¿ Q,A, 

'i P, ] 
¿ P,D, 

:'.': P, l :::: f', /) , . 

:::: P,F, 

¿ P, A, 

E n consecu enc ia. el deter m inant e de ( \ \'1. - / W 1) e, un po linom io de segundo gra do 
en la va r iab le / . Sus d os so luc iones son 

1, = 1. 1739 y {, = l 2.(>0 31. 

P o r ta nt o . ( 13 .62a ) se conv ie rte en 

( 13.65) 
(W1. - 1.1 739 \\'1] [ _\J = [~] · 

Las d os ecuac iones de ( 13.65 ) pro ducen e l mismo va l,1r pa ra ¿i2 : 

t: , = - 0 .2295 . 

A pa rti r d e (l :U í-1). b so luc i, in pa ra { ·, es 

" º'J . l [ ~: Q, 
2. D¡ :_ Q,D, 

' ! ', ] [ 1 ] = [ 9 3 61 92) . 
2. l',D, 0.229 5 0.3 100 

Los erro res sta nda rd esti mad os de estas estimac io nes se ca lcul a n segú n ( 13 .53) y 
(1 3.54 ) . Los resu lt a d os para la~ d os ec uac io nes de l rn <lclc lo so n 

Q, == 93.6 192 - 0 ,2295 I' , + 0.3 100 D, + 11 1, 

(8 .íl:1 1 2) (0 .0980) (0 ,0-172) ((l.0996) 
Q, = 49 .S:l 24 + 0. 240 1 P, + 0 .255 6 F, + 0 ,25 29 A, '1- 11 ,, 

(1 2,0 10 5) (0.0999) (0.0-1 7-1) 

(de ma nda), 

(o fert a ). 

Podem o s compa ra r la ec uac ió n de d ema nda estimada con la ec uac i,ín de d ema nda 
,e rdade ra d e ( 13.4 5a) y co n e l resul tado o b teni d o a l u tiliza r el m étodo de los mí 
nimos cuadrados en dos e tapa s en e l ejemplo a nteri o r . Los resultad os pa ra la ec ua
ci ,i n de o fe rta , que es tá exac ta men te identi f icada. son e xacta me nte iguales a los 
,•htcn id os po r e l m étodo de los m ín imos cua drados en dos eta pas 

\ 
\ 
\ 

\ 
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13.4 ;\ktodos di.' ,:,ti111'1 <" Í1111 "" ,i st e 111 :1, 

Los rnCtud t1~ d,.: ~:-:i 1i111 :1 .. i1..· 11 ¡1.1 :·: 1 ¡111.1 '.'-1.. d:1 L'1.: u:1Li1..·111 prod L11..: t.: r1 L' :-. t i 11 1:1L i,; 11 L~ 1.. ¡11 ,· 
so n con:-i ~tt..Tl :1..: ~. p c ru . c11 ~"-·11 Lr~d. rh) so n ~1 ~illtl'1li,.:;1n1 c 11tc ... ·liL· i ... ·111...·~. 1.~1 r;11t·, 11 

de ell o es que 11 0 co m iun:111 l:1 eo 1Te l:1c iLJ II c1 11re l:,s pertu rh:ic i0 11c· , d.: ui'-l in
tas ec u:1c iu 11es . (U n:i c, ¡, lic ,c ió n ,iltc·rn:iti\'n de l:1 f.ilta de dic ie11<:i:1 a ~i111 é1t ic:1 
e s q ue los c·s1i111:ido r.:s p:1ra u1 w sola .: cu;ic ión no ti e ne n c11 c uc nw l:1s res tri c
c io nes pre\·ia s sub r.: l.i s J c 111 :í s cc u:i c iu nes d e l lllodc lo. ) Esta s i1u:1 c·i611 es pa 
rcc id :1 a l c.iso en que se estim :, una cc u:,c ió n de reg resión que pc~r tenccc a un 
conju nto el e reg res iones 2pa re ntcmcntc no rcl:i c io nadas por el m é todo de los 
míni111 os cuadrados orJi11ar ios (\·er secci ón 12 .3) . S i no tenemos en cuenta la 
correlac ió n entre las pertu rbac iones de las d is tintas ec uaciones es tru c turales, 
no es ta mos utili zando toJa la informaci ó n cl isponihlc sobre cad a ecuación y, 
por tant u , no conseguim os la eficiencia asintó ti ca. Al igua l que ocurría en el 
ca so de l:i s regre s io nes ,1p;1r.: 11t c mcn tc no rcl ac io n ,1 Ja s , poJc m us supe rar esta 
<lcficicncia es tim a ndo ~i111 u l1;.ín c :1me 11tL: toJa s la s ecuaciones del s ist ema. Para 
ello, p odemos utilizar alpi no Je !o:, ll:1111:.iJ os métodos de esti11rnció11 de siste
m as pn:sent;1Jos en esta sccc iú n, 

Estimación por mínimos cuadrados en tres etapas 

E l má s sencillo de los mé todos de es timación de s is tema s es el de los mínimos 
cuadrados en tres eta¡,as, que cons is te en una aplicación inmediata de la esti
m ación ge nera li zada de Aitkcn al s is tcmn de ec uaciones estructurales escrito, 
según ( 13 .36), en la forma 

(13.66) 

en la que 

. 
' 

Y1 = y l~l + X1Y1 + ui, 
Y2 = "~~2 + X2Y2 + u:, 

YG \ ' c;~G + XGYG + ui¡. 

y, -,. T x l, 

'\' c -,. T x (G9 1), 

X,-+ T x K 0 , 

~.-,.(G0 -I)xl, 

y. -,.K0 x l, 

u:-,.Tx\ . 
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l Ji ,•, é rvesc que G, número J e va1 in bles enJógcnns inc luid as en la ecua

ci ó n g ; 

K, 111i111e ro de vari ab les prcdc termin aJ as incluidas en la 
ecuac ió n g; 

g = 1. 2, ... , C. 

Si e n e l s is tem a exi ste a lguna identidad , a l esc ribir ( 13 .66) presc indimos de 
e lla . De fornrn alternativa, podemos expresa r el si stema en la forma 

(13 .66a) en la que 

Y2 

Podemos esc ribí r ( 13 .66a) en un a forma más co mpact;i, co mo 

(13.66b) 

o ( 13.66c) 

en la que 

y = Za. + u• 

y -,. GT x l, 

" l,-,.GTx ¿ (G. - 1 + K0), 

0-1 

G 

Cl-,. 2 (G. - 1 + K.) X ¡' 
,-1 

u•-,. GTx 1 . 

z • 

[~:J · 

Si describimos el s is tema de ecuac iones en la forma (13 .66c), podemos 
aplicar la fórmula de los mínimos cuadrados generalizados de Aitken presen
tada en (12.50) , De esta forma, obtenemos 

( 13 .67) 

en la que 

¡.,~·-·-

r 
¡ 

;, 

f 

\ 
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E l es timador de a. po r 111i11i1m" cu :1d1 :1 d,, , ,·11 1r,·, v1:ip:1, ,e ob tiene sus1i tuv,· 11 
do n cuyos val o n;s se d ,· , ,unuce n . pu r Ú. qu e se tk lim: cu mo 

[¡,,, ,, ./,1 Jr 

'"" 'J ( 13 .68) 

::::: 
,Í,,21 I" 

•~a'.,11 ' S2 ~ 

•ic2lr ,f,c,)-r 

.r. (y, - Y,{3. - X¿y0 ) '(y., Y.,(3,. 
'i'•" = (T - G

9 
+ 1 - K 9 ) ( 13 .69) 

G9 + K, 2': C" + Kh, 

g, 1, 1, 2, . . . , e, 

y 0 y y represe ntan las es tima c io nes minimocua ddt icas e n dos etapas de los 
coe fi cie ntes respectivos . (A lgunos auto res prefi eren utilizar T en lu ga r de 
(T - G, + 1 - /, , ) e n e l J c no min,1dor de 'l', ,., lo que no a ltera para nada 
las , propiedades asin tó ti ca s tkl es ti mador minim oc u addtico en tres etapas . 
Obsé rvese , sin embar¡:o. q ue , si e l núme ro de ecuaciones es m ayor que e l 
número de obse rvacion es . ñ se rá s ingul ar.) E l est ima do r minimocuadrático en 
tres etapas de los coefic ie ntes cs trncturales es, pues, 

(13.70) d = cz:tl -1:z.J - 1<z'S2 - ly) 

,¡,21(z;Z1) 
.¡,1 2<z;z2J 

.¡;22<z;z2) 

[

~''(~;~¡) 

.¡;c1('l~Z 1) 1P (Z~Z2) 

~

1

ccz;~G) J-1

[ L ~
1

· (~;y.) J 
,¡,2c(z;z(J 1. ,f,2•cz;y.) . . . 

. ' . . 

.¡;cc(z~ZG) I. ,f,C•(Z~y.) 

en el que 'l' ' " representa e l correspondiente e lemento de la inversa de ñ. Al 
igua l que en el caso de l es tim ado r de Aitken e n dos etapas d e la sección 12 . J . 
J a ma t riz de va rian c ias y cova rian c ias del es timador miniíñocuadráti co e n tre s 

:etapas puede es timarse medi ante 

( 13 .i 1) Est. Va r-Cov(d) = c;í~; t¿ - 1.z)-1. 

Puede presenta rse tambié n una forma alternativa para la obtenci ón de la 
fórmula de la es tim ació n por mínimos cuadrados en tres etapas. Las ecuaciones 
estructurales del sistema pueden escribirse co mo 

( 13 .72) Y1 = Z1ª1 + Ui, 

Ya = Z, aa + Ua, 

·--·--·- - --------------,-~.., 
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,·n las qu e z. = [Y. X,]. 

a ., = [ f3 ., i 
Y: : 

Prcmultiplicado cada ecuació n de (13 .72 ) por X." obtenemos 

( 13.7 3) 
X'y1 = X 'Z1a 1 + X 'u1, 

X'y2 = X'Z2a2 + X'u2, 

Esto puede escribirse en la forma 

(13 .73a) 

o 
(13 .73b) 

en la que 

Se ñal emos 

lX:y
1

] ['C'Z1 
X Y2 O 

X'YG O 

o 

o 

y= Za + ü, 

y ->-KGx 1, 
G 

Z-,.KG x ¿ (C. - 1 + K.), 

que 

E(iiü ') = 

•·l 
G 

a->- ¿ (C, - 1 + K 0 ) x 1, 
• 3 1 

¡¡-,. KG X 1 . 

["u(X'X) a,,(X'X) o,o(X'X)] 
ª21(X 'X) a2,{X'X) ª 2G(~'X) • 

ª c,(X'X) ac2(X 'X) ªcc(X'X) 

691 

en la que las O" representan las va riancias y covariancias de las perturbaciones 
es truc turales. Si aplicamos la fórmula de los mínimos cuadrados generalizados 
de Aitken a (13.73b), obtenemos 

t 13.74) 

\ 

\ • 

t 

1 • 
1 
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en la que 0 = E(u11' ). 

Pueden o btenerse es tima c io nes con s is te nt es el e las variancia s y cova ri ;1 11 c ias Je 
las perturbaciones e s tru c turale s u ti liza nJ o los resid uos minimoc uad r .íti cos en 
dos eta p as. E s Jccir , pm km os ob tene r es timaci o n es con s is te ntes d e O",,. ut i
liza ndo 

(13 ,75 ) 
( \' • < 

(T - G0 + 1 

C, + K0 ~ Ch + Kh, 

g, 1, 1. 2, ... , e . 
Por ta nto, podemos es tima r et a travi; s de 

(13.76) 

! = (Z'é - 1Z)- 1(Z'é - 1y) 

r

s11 ZiX(X'X)- 1X 'Z1 

= s21 z;X(X'X)- 1X 'Z 1 

sc1 Z~X(X'X) - 1 X'Z1 

s12ZiX(X'X)- 1X 'Z 2 

s22z;x(X'X)- 1X 'Z2 

X 

Y,.[3,, 

s
1
cZiX(X 'X) -

1
X 'ZG J-1 

s2cz;x(X'X) - 1X 'ZG 

sccz;,X(X 'X) - 1X 'ZG 

¿ s1•z;x(X'x)- 1x·y. 

I s2•z;x(X'X) - 1X'y. 

¿ sc·z~X(X'X) - 1 X 'y e 

en la que s''' represe nta el co rrespond ien te eleme nto de la in ver sa de e. La 
expresión (13 .76) equi vale a la (13.70). Ade más, 

(1).77) 

que es equivalente a ( 13.71). Scgün los s upues tos cfcctu:, d0s a l ¡,rinc ipi o de 
este c apítul o. las est imac iones minimocaudráli cas en tres etapas ,k los u,di 
c icn tes es tructurales so n co ns is te n tes y a s intó ti c amcntc eficientes. (S i la , ,·ari :i 
bks prcdct c rmin ad:1 :; del s is tema inclu\'Cll \'ari a hlcs c nd ,,¡:e n ;, ~ rc·t:1rd:,d: ,, . ' ~ 
supo ne que: sus va lo res inici ales son fi jo ,. ) En lo s m o L!c lt>, en qu ~ , e· ¡,u,· .!., 
supo ner q ue l:i s r ~rtu:-h;1cí,1n...: $ l'. ~t ructu r:1k·~ d-.· l.1, di ~ti;1t;1, 1,,.· .. 1 :.1 ,.: :, .,. .. _ ! " 1 

cst:.i n '-=Orri..:l Jc io n~J.i s . (-> ') -...'r ;·1 d i.1 r ,>n:ii y L1 ~ \,.· , t i1n¡i..._· i ., 1n ,.· ..., n 1: :; i:n ,·"" l : .: ! : ., : 1 . . n 
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, ,1 ;, ,·, cl;1 pa s se r:, n i)!Ualcs ;1 l:i s J e d ,1s cl ;q1:1 s . Sc1i; il c1110s 1a111 h ic' 11 q ue·. ,¡J i¡! ua l 

q ,,· c· l c· , ti 1n: 1do r c11 d us c1:1pas , e l c,t irnadur 111inirnuc u ad r;í ti cu en tre s c t:ipas 
,; ,> es i111·uria11fe res pect o a la ele cc ió n d e la \·ari;1blc e nd ó ge na cu\·u cocfic ic n
tc cs tru c lurn l se turn ;1 co1n u u11idad. Un t'ilt inw pun to que rc·sult :1 im po rtante 
,c,-,:, la r ,· i: qu e . ni n¡, Ji c;1 r e l método d e los 111ín irn us c uadrad os en l rcs e ta pas, 
1~ o mi s ió n de las ec uaci ones ex nct:11rn: ntc idcntif ic:1d a s no akc ta r,í la s es tima

cion es de los codi c icnt cs de l:1s ec ua c io nes rcs t,rn tc· s."
1 

Es to sign ifica que las 
ccu:1cioncs cxac u 1111e11 te iden tifi cadas no .:11iadcn ni n¡:u n:i info rmaci ó n relevante 

par:1 1:i es timac ió n dc l:1s ec uaci o nes supcridrntiíicad as de l s is te ma, pero , si n 

em bargo , lo contra ri o no es cierto. 

E l T:M PLO . Sigu i,· 11 do co n el c¡emrlo tkl m ercad o de ;1 li me11t o , . ul ili 7Mcmo, los 
n .: .... u lt a do" de la apl 1...:a c i\ln d e l n1l·t~ 1dn de Jo,;; 11 1í nin1n" c uadr .,do ,;, en t.h ,c. eta pac; r a ra 
c .... t i111ar la 111atri1. c..k ,ar ia nc 1a " y c n v:iriancias d e la '- ¡,ertu rhacionc,;, eo;;tructu rakc:; , 
l'a ra (U .75). es to es 

.1· 12 l = [ 3.Ui64 
Sn J 4.3 574 

4. 3574] 
6.0396 

Las esti mac iones mi ni mnc uadráticas en tres etapas de los ,·oeficient es estructur:-.les 
MHl. pue5 , 

Q, = 94.6111 - fl.:?..J1(, I', + íl .. 'l 140 l> , + 11,, (d l'tn:1nd,1) . 
(7,9 :,0g) ((l ,()l)/í'iJ (0 .(1.l,ll )) 

(), = 52 .11 76 -f 0 .2~ X'I P, + fl .22'l0 r , + íl.1~79 A , + :i ,, (OÍ L' Tt 3) . 
( 1 l, );<(1 .JJ (0.()'1' 17) (11 ,11.J (,') ) (<i./ 172.l/) 

La ecuació n de o ferta c"itj L'x act3 1111:ntc: iden tif ica d a y. plir tantn. n c.1 ;1 1lade ni nguna 
info r111acici 11 r ara la cst inwció n de la ec uac ión ,upcr id~ ntif1cada de demanda. Por tail
to , la s c,ti maci o ncs minimocuad r;iticas en tre s cl;,p3, de J:, t,c ua ci<', n de dem and a so n 
iguale s ;1 las oblcni:l.ts por e l método de los 111i11i 111,is c uadr ados en dus etapas. Sin 
embargo. los resul tados para la ecuac ió n de o fcrla ,0n d isti nt o., e n los dos rnétndos. 

Pu ed e se1ial il rsc qu e los res iduos de !as ecuac io nes cqi nrndas po r los mí-
1'.i mus c u :1drad os e n tres c t ;:1 ¡,:i s pueden u t ili ,nrsc p:1r;i ohtcncr nu cv:1 s c s ti111 a 
c iu ncs dc la s v;1 ri a11c i;is y cov:1ri:111e i;1 s de la s pertu rbac io nes cs tructur ;ilc·, . que 
pu eden s us tituir a las cst inwci o nc, antcri u rc: s en la fó rm u la d e los mínimos 
cuadr.idos en tres elap:1 s, d a ndo lu p 1r a s í a n uevas ' cst i111;1 cio ncs d e los coc íi 
cicntcs estructurales . Es te p roceso po dría repet irse hasta que: no se produjera 
1;ingü n cambio e n los coefic ien tes e st ruc turales es ti mados . Las es timaciones 
re su ltantes , deno minad a s estimaciones it erati ¡,as por mínimos cuadrados en 

10. Ver A. Zcll ncr v H . Thcil, •Thrce-Stagc Least Squa res: Simu tt ancous Est imation 
{ í ~:rr.ulta nco us Equati o.ns» . Economctrica, vol. 30. enero 1962, pp. 63-68. 
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tres etapas, poseen las mi sm;i s prop iedades as intóticas que las es tima cionc, 
ord in a rias po r mínimos cuad rados en tres ctnpas ." En e l ejempl o de l m ercado 
d e alimentos. los coeficientes es timados conve rgen en e l déc imo lugar dec im al 
tras efectuar n ueve iter;ic; io nes. Las es ti maciones final es de la m a tri z de va
ria:1cia s y cova riancia s ele las perturbac iones estruct ura les son 

= [3 .8664 
el> = 

_5.0907 
5.0907 ] . 
6.9564 

Com o resultado , los puntos de convergencia en la iteraci ón de los mínimos 
cuadrados en tres etapas son 

Q, = 94.633 3 - 0.2436P, + 0.3140D, + uu (demanda), 
(7 .9208) (0.0965) (0.0469) 

Q, 52.5527 + 0.2271P, + 0.2245F, + 0.3756A, + ¡¡21 
(oferta). 

(12. 7408) (0.1069) (0.0465) (0.07 17) 

Estimación de la m:íxima verosimilitud con información completa 

Otro de los m étodos de esta sección di se ñado para la es timación de los coefi
cientes estructurales de un s iste ma de ecu aciones simultá neas es el método de 
la máxima verosim ilitud con información completa, y se basa en la aplicación 
usua l del principio de la máxima verosimilitud a todas las ecuaciones estocás
ticas del sistema simultánea mente . C onsid e remos el sistema completo 

By, + rx, = u, 

especificado en (13 .3a) y la correspondiente matriz de variancias y covarian
cias de las perturbaciones 

<I> = E(u,u;). 

Segú n los supu es tos espec ificados previ ame nt e, la distribución conjunta de los 
elementos de u, es 

/(u,) = (2rr)·<Gl2'1 4> 1-<1121e - <u(4>- 1 u, )12 . 

Li tra nsformación de proba bilidades a partir de las u2 inobservables a las Y, 
observables es 

jir I ) ¡, ¡2u,¡ ¡, ¡ó(By, + rx,) I f,( ) 'B ' ,Y, x, = (u,) éy, = (u,) é y, \ = u, : 1, 

11 . Ve r A . Madonskv. ,On th c Eff1cicncy o í Thrcc-S ta¡:c Lcast Squ,rcs F.stim~t ,o n••. 
Economctrica . \' Ol. 32 . cncro-ahn\ \Go -+ . p . 55. 

"'"-'"·*"'~•--,..,.,• ."'<%!f"'_""·i"'**'1"'. -,/.i°'.fiP.,,.>2 .. , "'1'll'4<,;,-"!ts!!l'l"'"""'"' .. ·"''"'"""'"'""'"'.,.,..""''·""''....,.'"'".__,...,..,.,..,......-¡s'!l7"°-
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c·n J;, que IBJ es el la.:ob i,1110. rep resc ntaclu por e l v:il 1_>1 ;il><,,l 11t o del determi· 
11.111t c de la matri z B. En c , tc caso , la fun c ión !(• 1· .. ;, '. , k verosimilitud 
para las T observac iones de y, condi c ion ada a los · ·1lu 1,·, ,k ·" • es 

( 13 78) GT T 
L = - 2 log (2rr) - 2 log l<I> I + Tlc,g IBI 

) T • -
2 
¿(By. + rx,)'<1> -1(8)', + rx,) . 

t :::. l 

Lus estimado res ma ximoverosím il es de J.l, r y <ll se obt iene n maximi zando 
( 13.7¡.;) res pecto a estos pa r;í 111 e tros . Estus e, ti 111a do res rnn cun s istL·ntes. a, in
tótica mcnt e clicie ntcs . y su di>trihuc ió 11 a , i11 tó ti ca es nu n 11;1 I. Estu s ign ifi ca que 
posee n las mismas propi edade s as int ú ti cas y la 111i s111;1 m ;1tri z de var iancias 
y covariam:i;is as in tóticas que los cs tim;,d o rcs minim ocuadr;ít icos c 11 tres eta
pas. En los es timadores max imuvero,ím ilc s co n info rm ac ión comple ta. esta 
última matri z puede esli ma rse por el proced imien to hab ilua l a través de la 
m at ri z de info rm ación .. ,rop iad a. Los es tim ,, do res max imove ros ímilcs con in
formación completa son cq ui vale n1 cs a los ll ama dos estinwt!ores de la 111ín i111a 
11i1 rii111cia residual gc11 crali:acla . que se obtienen m inim iza nd o e l determinante 
de la matri z de variancias y cova rianci as de los residuos de la forma redu cid a .

12 

E JE MPLO. Para ilustra r la constru cc i,ín ck la funci ón logarítmica de verosimilitud 
(1 J .78) utili za remm el model o dcl mercado de alim~ntos (1 ~ -15): 

Q, = a, + (J.,P, + (J. .,D , + 11 1, 

Q, = '31 + P,2P, + BiF, + (3, A , + "1, 

En este caso , y; [Q, P,], X~ = [I o, 

y 

[: =;:]' [-a, -CX:i o 
B= r= -/3, o - {33 

Por tanto, 

J<l> J = ª11ª2i - a?l , 

JBI = -/32 + <X2 , 

F, 

(dema nda) , 
(oferta) . 

A,] 

-~J. <l> [ª" 
º" 

º12] · 
a., 

12. Ver G o ldberge r (1%4), op. cit .. pp. 352-56. H . Wold y E. ). Mosback presentan 
cna inte rpretación ligeramente d isti nta de los sistemas in te rdcpcndientcs y un método de 
<•1,mac ión itera tivo llamado de «pu nto fi jo » en lntcrdcpe11dent Systcms, St ructurc and Es· 
,,,· ,.i1io11 . Amstcrdam, North-Holland Publishing Company, 1970. 
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y 

(By, + rx,)'<:> - 1(By, + rx,l 

en la que 

Q, - /3, - f32 P, - f3aF, f, ,A,. / 

Por tanto. la función loga rí tmica d e veros imilitud (13.78) se convinte en 

(l 3 .79) 
L GT T ( 2 - 2 log (2rr) - 2 log a, 1a 22 - a 12) + T log l«o - /32 1 

T 

+ ª" L (Q, - /3 , - f32P, - /33F1 - f3,A ,) 2 

1 • l 

2a,2 i (Q, --- «, - a, P, - " s D,)(Q, - /3, - f3 2P, - {i" F' - f3,A 1) } 

f • 1 

en la 4ue !a.,-~1[ representa el valor absoluto de (a., ·0J-

En el an üli s is anterior no hemos considcrado la pos ibil idad de que el 
si s tema inc lu ya id en t idade s adcmii s de !:.i s ecuacio nes es tocás ti cas . De ser así, 
la matriz de var ianc ia s y convarianc ia s de !ns perturbaciones estructurales será 
singu lar y, por tanto , no tendrá inversa. Uno de los procedimientos para re
solver este probkma con siste en e limin a r todas lu s id en tid.ides (y las corres
pondientes variabl es c ndóge n:1 s) p o i su s tituc1011, antes de es tablecer la fun ción 
de veros imilitud . Con siden:mos, por ej emplo, el mod e lo siguien te: 

e, ,, " o + a, Y, + a 2 C, _, + 11 11 (con sumo), 

f3o + f3, r, + {32 / 1 _ 1 + 11 21 (in vers ión), 

r, Yo + y 1 Y, + y 2 M, + 113 1 (mercado de dinero). 

Y, C, + J, + C, (identidad de la renta), 

en: e l que C = co nsumo , )- ' = renta , / = invc rs1on, r = tipo de int erés, 
Af' =ok rta monetaria y C = gas to p<dilico. Las vnriablcs C., Y, . / , y r,. son 
endógenns y !ns dem:í s , predeterminadas . !'ociemos eliminar la idcn1idad de' la 
rcnt;:i su s tit uyendo Y , por su valor según esta identiu;:id en el resto d.:l s istema. 
En este caso. el sis t.:rn;:i se convierte en 

!, = {30 + f3,r, + f! J,_ 1 + 11 0 , , 

r, =Yo+ y 1 C, + yJ, + y,G, + y , ,\f , + 11 ; ,, 
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- , - i11,·Ju y.: <,nic,1lllL' ntc· ccu ,1c iun cs estoc ,ísti cas . N;:i1ural111,.;ntc, la 111 ,1triz de 
;·,;;i,1n c ia s. y cov,1ria11ci;:i s de las perturbaciones cstrucl11rales, <1> , debe susti

tu irse por <l> * , que se dc:lin,.; como [ "" ª 1 2 

"" 1 (1 - ai)'' ( 1 · - a1 ) (1 - ai) 

<t>* 
0 1 2 

ª23 
( 1 - a 1 ) 

0 22 

U1 3 
ª :1 3 (1 - ft¡) ª23 

El ir1Co11 vcni cn te de este enfoque se debe ,1 4uc int ruducc restricciones di stintas 
de c..:ru e11 J;, s ec u.i c ionl' s cstruc tur.i lc s , ·. po r tant o . curnpli cn la ob tención de 
!,1 s cs timacio11 cs 111a .xi111ovcros ímilc s . E~i stc t,1111bié11 un procedimiento alterna
tivo ciue se oc up.i dé' la s idc11tid,Hlcs s in ekc tuar una sustitución directa. 13 

EJEMPLO. Las estimaciones maximoverosímile, co n informaci<in cc,m plcta de las 
ecuaciones estructurales ck l modelo del mcrraclo de a limentos so n 

Q, = 93.6192- 0.2295 P, + 0.3100D, + 11 1, 

(8.0312) (0.0'IRO) 10 .n.157¡ 
Q, = 5 1 .'J--1--15 + 0.2:173 /', -j - 0.2208 F, + O.V,97 A, + 11 ~1 

(12.7460) (0.1078) (1)0-H--l) (0.0765) 

(demanda). 

(nf<-rta). 

Ohsé rvcsc que la , c, tima ciones de los coeficientes de la cc11aci,in de d ema nda son 
idé ntica, a las ele la m;hima vnosimili111d con información limit ada presentadas an
teri ormente. f'<to e,. 11 11cv::imcnte . resultado del hcc hn de que la ccua c i,,n de oferta 
est;í exactamcnic ident ifi cada y. por tanto. no ¡,roporciona nin guna información so
tire la ecu ac ión Je demanda. 

13.S Comp:ir::il'iún de los métodos ::iltcrnativo~ ele cstim:iciún y problemas 
c.~pcci:i les 

Al es tudiar los métodos de esti mació n de las ecuaciones estrncturalcs de los 
sistemas ge nera les intcrdepe nd icn tcs . hemos utilizado un modelo del mercado 
de alimentos en el que conocíamos los ,·crdadcros val o res de los pnr,íme tros . 
Por tan to . puede se r int r··csante compara r los re,ultad os obten id os para este 
mod..:lo a l u tili za r lo s distint os métodos de estimación . No ob stante, a l efectuar 
la comparación. debemos tener presente que sólo disponemos de una muestra 

13. Puede verse una descr ipción de1allada en \V. L. Ruble, «lmproving 1he Compu
•st ion oí Simul1ancous S1ochastic Linear Eq ualions Estima1es». Awicultura/ Ecfl11omi cs 
ii, ·r ,,r r .Yo. 116. Depanment of Agricultura! Economics. Michigan Sta tc Univcrsity, East 
1 " " ' <ng , 1968, pp. 163-7 t. 
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en la que ha s:ir las compnracioncs y, po r tanto, la compa r,h.:1u n cnt1·c los di ,
tin tos es t im ado res se pa1-cce a una compa rac ió n entre di stinta s arma s ba ,:,J a 
en un solo di sparo de cad a una de e ll as. En e l cuadro 13-2 se p rese nta un 
resumen de los resulta dos qu e in c lu ye ta m b ié n las es timac io nes MCO . Estas 
últim as son in co n, is tentcs. pero. s in e m ba rgo, se utili za n a veces e n el tra ba jo 
empírico d eb ido principa lmc' ntc: a que resu lt an f{tc iles de ca lcul a r. En 

Cuadro 13.2 

Método • 

Consta nte 

Valores 
ve rdade ros 

de los 96.5 
coeficientes 

MCO 99.895 4 
(7 .5194) 

MC2E 94.6333 
(7 .9208) 

MVIL 93 .6 192 
(8.03 12) 

M C3 E 94. 63 33 
(7.9208) 

MC3El 94. 63 33 
(7.9208) 

MVIC 93. 6192 
(8 .0312) 

MCO 3.3954 
MC2E -1.8667 
M V I L - 2.8808 

- MC3E - J .8667 
: MC3El - 1. 8667 

MVIC - 2.8808 

• Notación : MCO 
MC2E 
MV IL 
MC3E 

MC3E J 
:S.tvIC 

Demanda Oferta 
----------- -------~-·---

P, D, Co nsta nte P , F, 

-0.25 0.30 62 .5 0. 15 0.20 

LSTIM ACIONES 

-0.3 163 0.3346 58.2754 0 .1 604 0.248 1 
(O 0907) (0.0454) ( 11.4(,29) (O 0949) (0.0462) 

-0.2436 0.3140 49.5324 0. 240 1 0.25 56 
(0.0965) (O 0469) (1 2.0 ?05) (0.0999) (0. 0472) 

- 0.229 5 0.3100 49.5324 0.240 1 0.2556 
(0.0980) (0.0474) (] 2.0105) (0.0999) (0.0472) 

- 0.2436 0 .3 140 52 . 11 76 0.2289 0.2290 
(ü.0965) (0.04 69) (11 .8934) (0.099 7) (0.0440) 

-0.243 6 0 .3 140 55.5527 0.227 1 0.2245 
(0 .0965) (0.04 69) (12. 7408) (O. l 069) (0.04 65) 

-0.2295 0.3100 5 l. 9445 0.2373 0.2208 
(0.0980) (0.0474) ( 12. 7460) (0.1078) (0.0457) 

ERRORES MU ESTRA LES 

- 0.0663 0.0346 - 4. 2246 0.0104 0.048 1 
0 .0064 0.0 140 -12.9676 0.0901 0.0556 
0.0205 0.0100 - 12.9676 0.090 1 0.0556 
0 .\1064 0 .0140 - 10.38 24 0.0789 0.0290 
0 .0064 0.0140 - 6.9473 0.0771 0.0245 
0.0205 0.0100 - 10.5555 0.0873 0.0208 

mínimos cuadrados ordinar io s 
mínimos cuadrados en dos et 'l pas 
m á·xima verosimilitud con información l im it ada 
míni mos cuadrados en tres etapas 
mínimos cuadrados en tres et apa s iterat iva,;,, 
mixi ma vc ros:milit ud con informació n comp!ct=i 

A, 

0.36 

0.24 83 
(0.0975) 
0.2529 

(0.0996) 
0 .25 29 

(0 .0996) 
0.3579 

(0.0729) 
0.3756 

(0.0717) 
0.3697 

(0.0765) 

-0.1117 
-0. 1071 
-0.1071 
-0.0021 

0.0156 
0.0097 
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:·"·,1 1u cjc:111plo co nc reto . su act uac ió n en la cs lin1ac iún clc la ccu.i ció n Je 
,,fn ta se: co mpa r:i bastante bic: n con la ele los c'stimml o rcs i\ 1(2 1~ y :\ lV I! .. Po r 
1,, que respec ta n los n1,'.t 0cl os cons is te nt es . p0Lk1nos cli stin µu ir entre los resu l-
1;id ,,s co r rc:spo ndi c11lcs a la ccu aci ó11 de dc·niand;1. supcr id cnt ific;1d a , y los co
rrc , pon d icn:cs a J;¡ ccu:1 c ió n de ukrta C\ac1:1mcntc id e nti ficada. En el caso 
de 1:, l'c1111ci<í11 de clc111c11 1da . o b1 C'nc mos result ados iclé n1i cos con los J\ 1C2 E, 
rv1C3E y /\ 1C3 1él po r un;, p a r te. y con /\ 'l V I L , . i\ lV IC por 0 1ra. l. .is razones 
de e llo y,: se ha n indi cad o e n e l tC.\ IO. (Si n emb:1rgo . obsérvese qL:e si e l mo
de lo lrnbicsc co11lc11ido 111 ,í., de 1111a ecu ac ió n supcriclcntilicada. ;,dcm:, s de la 
cxa c t:imc·1'Jtc ident iíic:,cla. los rcsu lu1dos d e los mét odos de cs ti111 aci(l!1 de sis-
1c· 111 a, hu hie,c: 11 cl ik r idu de los corr..: spo ndicn1e s p:ira ccuaeioncs :,i sladas .) l'o r 
ta nt o, cn este ca so no ex iste nin g111 w nh:jc"·" :il pa s:1r ele lo s métodos r :1rn una 
;u la ernac i{,n (J\.1C2 1-: e) 1\ 1\! II .) a los m<:illelus de cs limac iún de s is ll'm as (:\ IC3É, 
/\•ICJE I o l\ '1 \/ IC). t\dem:í s . lus rc , ultado, de i\1C2E y i\ 1\' 11. no rc,u lt a n se r 
mu y d i:; 1in1 os. Por lo que res pecta a 1:, ecuaciú11 de ofcr ,11 . o b1 cncrnos resu lt a
d os idé n1i cos con e l mc:todo ck los :'-1C2E y el de 1\ 1\IIL . Comparanelo los 
mé todos de es t imac ió n de sistemas co n los de u na sol:i ec uac ió n . vc:mos que 
los prime ros fun c ionan c l:1 ramcnt e mejo r qu e los ü l1imos . pero. si n emba rgo, 
no c xi s lc rcspucst:i o l)\'i a a l:1 prc¡n111t ::1 de c1uí/ de los mé todos de estimación 
de s iste mas fun c io na mejo r. Naturalme nt e . en términos de fa c ilid :1d de c{ilcu lo , 
el prefe rible es e l de MC3 E. Al c,·aluar e l fu nc io nJm icnt o general de los mé
todos consiste ntes. debe mos obscr\'ar qu e en todos los casos los in terva los de 
confi a nza d e l 95 % c:, lc ulados e n la fo rm a co nve nc iona l aba rca n los verdade
ros va lo rc: s de los coef ic ien tes. Est e resul tado se ría e l cspe r::ido en una muestra 
g rande. ya que los e rro res stan Ja rd es ti 111aelos cs t:ín just il icaelos en té rminos 
as in tó ticos. pero resu lt a con so lador \·cr que ocu rre también en una muestra de 
só lo 20 obscrvac io11es . 

T odos los mé todos J e cstim al' iú n de ecu acio nes simult:ín cas cstuJ iados en 
esta secc ió n poseen al gu nas p ropi..:elades as in tó ticas de se ab les. Est as prc> p ied a
d es se hace n efec ti vas en !as mues tras gra ndes. pero, como las mu es tras de que 
di spo ne mos son no rma lm ente pcqueiias, se ría m ás intc:rcsan tc conoce r las pro
piN/adcs en las mues /ras pequeiias de es tos cst im ael orcs. Lan: cnt;iblcmente, 
nuestros conocimi entos en este campo no ;on m uy a m plias . Los resultados 
correspo ndi e nt es al ejemplo de l mercado el e a lime nt os , prese nt ados en e l cua
d ro 13-2. se refie ren a un solo conjunto de va lo res d e; los di st intos es tim adores , 
pero no p roporc io na n informació n sob re las carac te rísti cas de su s d ;s tri buc io
nes muestralcs. Idea lmente, nos gusta ría con oce r la descr ipció n m a temát ica de 
las distribuciones de cada uno de estos estimadores , pero sólo se di spo ne 
de este conocimiento en un p equeño nüme ro de casos especiales.1' A partir de 

t4 . Ver. especi almente , R. L. Basmann. «A Note on the Exact Fin ite Sam ple Frequcn
cv Functions of Gencralizcd Class ical Linear Estimators in Two Leading Over- ldentified 
Cases•, /ournal o/ the America11 Statistical Association, vol. 56, septiembre 196 1, pp . 619-
>ó, Y • A Note on thc Exact Finite Sample Frequency Functions of Generalized Class ical 

l 
¡_ 
~'. 
( . 

' . 

' ¡ 

i 

¡ 
¡ 
t 
t 

' 



700 ELEM ENTOS DE ECON O•v1ETRIA 

e ll o p o demos llegar a la con c lu s ió n d e qu e l:i di s tribu c ió n de l c s tin1:1 do r l'v1C2 1~ 

en L:is m u es tra s pcq u c íia s ti ene una m ed ia íi nili1. pero que s u vari;111ci:1 e :- . :il 
m e nos e n a lgunos c;1sos. infini1a. L.1 fo rm a ck la di s ¡¡·ibuc iú n rc sul1a se r s i111i!.1 r 
a la d e la cL,1 ribu c ió n norma l. pero su c illl a c·s 111:is :il ta y los ex irc rno s sc, n n1:i s 
gruesos que e n e l ca so de la di , 1ri buc ión normal. La ma yo r ¡x1ne Je la e,·i
dencia acerc a d ,' la s pr·up ied :ides de los cs tinwd o n.:s de ecu: rc io ncs si mult ;incas 
en las m uesiras pcqu 6>i1S procé'dc de e:--pe r im en iu s llltI Cs lrale s ( e d e f\ 1u 111e 
C a rlo) simi lares a los descr it os e n el c:1píl ul o 2 y e n la p:1r1 e fin il l d e la sec
ci ó n 8.2 (po r ej e mpl o. e l ca so de !,is :ilirneni os po dría ,·o n s ti1uir la pri n1cra 
m uestra d e un e,perirnc·n lo de '\10111c C,1 rl o) . Co1110 e n olras ob r:1s sc pu ede 
obtene r una vis ió n p:111 o r:ími ca d e es tos cx perimcnws .1' s(,lo , ·,1111os a pn·sen tar 
los res ul t:i d os prin c ipales. En su mayo r parte. los expe r im entos h an presen tado 
al gu nas Je la s cara c te rís tica s bú sicas d e las di st r ibu c io nes mu cs tra lcs en lu ga r 
d e su s d esc ripci o nes comp le tas . v gencralm c ntc est:is carac te r ís1ic:1s h a n s id o la 
m ed ia, la v.i rian c ia y !J media d e los er ro res al cuadra d o. Nat 11 ra lm e ntc. cua n
d o un e st imador no ti e ne un::i va ri a nc i::i fin i1a, e l v:ilor <l e la va ri; m c ia o la 
medi:i d e l erro r al cu adrado de un a di, tri bución mu estra ! experimen tal no tie
nen nin gú n sen ti do. ya qu e 1i e nckn a ,, ;1m c ntar s in límite a l :1ume n1:1r el nú
m e ro de mu eótras. Sin embargo , es tos va lores pucck n se rv ir el e ba se pa ra 
compa r:ir e s tim a dores alt e rnati vos respecto a la s mi s m as mu es tr::is cu yo núme
ro es fij o . En todos los expcr im c: nt o s . !:i s var iables prc:detc rm inada s in c lu ye n 
so l«me nt c v;iriablcs cxóge n as . pe ro p uede pl'n sarsc que la prese n cia de var ia
b les en d óge nas ,rc tarcl,1das no camb ia r ía los puntos ese nciale s de los re sultad os 
obtenidos. Los resu l tad os d e los di ::: ti ntos e :x pe r imc ntos no parece n co in c id ir 
por c o m p le to. pero a lgun as earac1c:rís 1i c.is co mu:1 cs se han confi rmado rc:pct iela
m e nt e. En conc re to. e l est im ado 1· M C O tiend e a pre senta r un m nyo r sc,go, pero 
u n a va r ia ncia m(i s pequ eña que e l ,'\1C2E o e l MV I L. Si se uiili za l.i m ed ia 
d e l error a l cu a d rado como cr iterio d e comp:,rn c ión e nt re lo s di s tint os es ti
mad o re s ele unn so la ecu :1ci t\ n. los re su ltad os son ;il go confusos . E n a lgunos 
c asos. e l cs iim udor ;\lCO funci o na m ejo r que el MC2E o e l MVIL. pero en 
otros ca s_os fun c iona p eo r y a veces ;i p roximad amente igual. Comparando MC2E 
con f\J V I L. e l prim e r e s tim :1do r p rcse nt:i ge ne ra lmen te un:1 m ed ia de error 
a l cu:ic.Jrnd o men o r que e l segu nd o . espec ialm e nte cuando las vnri a blcs e xógenas 
e stá n: mu y intercorrc !Jcion ad,1s . Pa ra los es ti111 ;1do res d e s is temas se di s po ne 
d e n'i uc hos m e nos rcs ultau os expcrirne ntak s que p:1ra los e s tim :1do rc s de una 
sola ecua c ió n . A p.ir tir de la ev id enc ia dispon ib le. parece que la ve nt aja as in
tó tica d e l prim e r ti po d e e s t im;idores sob re los del seg undo tipo p e rsi s te tam 
b ién en las muest ra s pequeiias . pero no de un a forma tan prc·nunciada . Sin 

Linear [ st im.itors in a Lcading Thrcc-Eq uatio n Case >} . /ou rna/ o / 1he American Stu1is1h·,; f 

A ssoc iat io 11 . \'OI. 58. m arzo l 'l61 . pp. t6 1-71. 
15 . V e r lohnst0n . up . ci t. . 1..:.1 ;, ;tu lo 10. v C . F. Chri st. 1::cu11un1 ~·1r,c \f pd,·1' ,.;·t.! 

,\/et!:ods. '.\u~va York . \\'dc y. l %c, , pp. ~7-H:, t·. 

SISTEMAS DE ECUACIONES SIM lJLTMJEAS 701 

,·r¡¡h :11go. el m é1odu de I\ J\ ' IC p;m;ce mu ch o 111;is scm ili ' t' :1 lc,s errores d e es
;,, c ific·:1c ió 11 (como. ¡,o r c jc 111plu. la Pllli s iéin d e una ,·;1ri :1h k C\pli c:11iva rclc

,:: 111 c ) q ue c l d e i\ 1C 2E. 
En m uc l1l'S c;1 sos . a l v::il o r.ir los d is tin tos métodos d c cs tima t· it'.m no sólo 

nos i11t e rcs .1n !:is propicdad·.·s d e lo s c:,1i mad ,, rcs . s i110 1:1m b ié n c·I fu nc io nam ic n
tc1 ele los di s 1i11tos mé todos e n la cu11/rasl ,1c ir í,; de hipu1c,is . Ln c,tc co n tc\lO , 
e l val o r 111 :í s impo r1:1nte es e l d e !;1 r:1 zó n cn ' rc e l cocficicn1c c st i111 :1d o , · su 
erro r s témd::ircJ es timado . Este est.1di,t ico de prnc ha se de11 0 111i na g,·1 K r:iln ;c ntc 
«razó n el e t » a pesar d e l hc:c hu de: q 11 c: l.1 d i,t r ib uc ió n t no es nccesa r i;rn1cn
te l;i ap rop i,.1da. Cu:indo se u tili za n 111 é·wd o:; co ns is te ntes de e>1im;1c ió 11 de 
ecu,1c·i , ,11 c s s i111 :1 l t;í11c;1" · l:1 di s ir ibución :1 , i111 ,j1i, :1 tk cs lc e :; 1a dís1 ico e, no rma l. 
En l:1 , rnu,·s 1r:1 s ¡Kq11cií: r, . las rc )l ionc: s d c ,1,·,p1 ación o los inlc:r,·,ilo~ Je: con
fi ,111za dcsc;1dos sc calc.u l:111 gc n c' r·a lm c n 1e a tni n's de las tab las de: !;1 di s ir ibu 
ción l . l vidc·n1c·n1c 111 e. e l j'rllCL'd irni c·ntu no es c,at:1a111cnt e '-;',!ido . Y: 1 q ue el 
es tad ís ti co de pru c b,1 11 0 ti c·nc una d is tribu c ió n I y. por ta nlü, .:1 problema 
co 11 , i,tc ,· 11 , e r s i c·,1:1 di , 1rihuci ,í :1 pu e d e utiliz:irse co mo u na :,pro.\im:1c ió 11 
ra zonable de: la el is t rib u c iti n verdadera. d e modo que los rc suJ1 ;1dos de las 
co 11:ras1:ic io nc:s y ele- l:i cs ti 111ac i,'1 11 de intcrva l,,s no prcscnt ~n n1u ,h:1 di s torsión . 
La e v idcn c i:r di ,ponihk a p;1r1ir d.: cs tudius de M011tc Cario sug iere que, e n 
much os ca sos (pero no s ie11 1pre 1. la di s to rs ió n es razonabkrn c ntc pc' que 11a . Po r 
cjc111p lo. C' ragg. qu e h;1 dectu:1do g ran nú mero de e ., pc rirne ntos . se iial::i Jo 
si guiente ;1CLTCa d e es te p robkm a : 

«Generalmente. utili za ndo los erro res standard de lo, m ,:· tndu, con,i,1t nt cs se 
nht icnen resultados vá liJ o,. pe ro no sicmrrc es a,í . Los crrnre, sta ndard de 
los MCD no han sid o úl ilc s para efec luar in fer encia s ace rca de los ,·t·rda, 
dc ro, va lores d e Jt,, cocficien lts» 16 . 

S u111 111 c rs ha llc g;1do 1,1111hi ..' r1 :1 una co nc lu sió n mu y s imil a r .1' lo qu e sugiere 
qu e. :il 111c:11os d ~s,k e l pun lo d e v i'., l:1 de la co ntra , t::i c ió r1 d e hipcí lc; is y la 
e s1i rnaciti 11 de i11 1c r\'al os , e l rnéic. :'.o de Í\lCO es in ferior a los rn c'wdos de est i
ma c ió n co ns is tcn ies . 

Ot ro impo rtant e c rit crio pa ra e n ju ic iar los di , 1i ntos es timadores es su ca
pac idad pa ra efect uar ¡,roncísticus. En los s is temas dc ecuac io nes sim u lt:í ne as , 
pu ede n efect uarse predi cc io nes d e los va lores de la s va ri ah k s end óge nas a 
través d e las ecu ac io nes d e "' forma reducida. Supo ngamos qu e x0 es e l vec to r 
de o rde n K X 1 d e los valores de las variables predete rmina das para el pc río-

16. J. G. Cragg. «On 1hc Rclat ivc Sma\l ,Samp lc Propc rli cs oí Severa ! Slruc tural
Equolion [Slimators ». Eco11u11Jelrica , vol. 35. enero 1967. p. 109. El término «MCD• 
hoce referencia a l cslimador MCO. 

17. R. 1\1. Su mmcrs. «A Capita l lnlcnsivc Approac h 10 the Small Samplc Propcrti cs 
<1 Í Ya ri ous Simultaneous Equal ion Estima tors» . E.co 11 omet rica, vol. 33, enero 1965 . pp. t-41 . 
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do de l pronóst ico . En este ca so . e l pron ósi ico d e los val o res de las G vari.ibk , 
endóge nas es 

50 ñx 0 , 

en e l que 11 es la matri z d e o rck n G X K de los cocfic icnt·~s de la forma 
reducida cs t i 111;1clos ;1 p;1rt ir d e la, (1bsc r vac io nes n1t1 cs t ra les . Pueden ob te ne rse 
estimaciones cons is tentes de II apl ic.inclo dircct;imcntc e l mé lodo de los MCO 
a las cc u ,1c ior.cs de la fo rma reducid;1. o u tili z,rndo es timac io nes co ns is lc nl cs 
d e los coc íi c icntes estructural es. po r ej c mplo ñ y f , y obteniendo 

(13.80) ñ - llI' 

segÜ n ( 13.7 ) . Lns es limaci o nes de lo, cocficienle s de la fo r:11a reducida qbl e
nidas mc ui :i ntc la apli cació n directa de los MCO se ,bwmin an «s in res tric
cio nes» . y !ns Je! segund o proccuimi c- nt o se ll aman «derivad as» . Los codicien
tes s in res tri cc io nes de la for ma reduc ida no coincidir[in co n los coeficientes 
derivados. a mcnus que toda s las ecuaciones estru c turales estén exac lamcn te 
idenlificadas. En general, el estimador minimocuadr:í tico sin restri cciones de 11 
no incorpora las restricciones rrcviil s imrucs las por la relae i6n 

por tanto. será asintó ticame n te mcn os efi ciente qu e el estimad o r dcrivauo U 
Ad emás. co mo los rrn: todos ck MC3 E v M V I C producen estim ac io nes as intó~i
camcnte e íicienks de B y r. y esta propi edad se tran smite a tolla s las fun cio
nes univaloradas d e B y r, e l es tim ador derivado de II basado en las esti
maci o nes po r MC3E o MVlC de los coeficientes estructu rales es también as in
tóticamcn tc cíicicnte. Es to im plica que dicho estim:idor deri vado produce una 
meno r v;iriancia asintótica del error de l pro nósti co que los estimadores deri
vados a part ir de I\IC2E o MVIL. En b a se a los expe rimentos de Monte Cario, 
exi s te ci e rta evidenc ia de que es tos resul tados aparecen tambi.:n en las mues
tras pequ eña s, aunque es ta ordenación ,Jebe cons iderarse muy tentativa .18 

Sistemas recursivos 
En 'los apar tados anteriores nos hemos ocupado de la estimación de los sis te
mas genera les interdcpcndiL nt es de ecuac io nes, y a hora vamos a cons idera r 
brevemente el problema de la estimación en e l caso en que el sistema de ecua 
ciones es recursivo. Como se ha señalado en la sección 13.1. el sistema 

By,+ rx, = u, 

18. lbiJ., pp. 31-32 . 
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se J c nomina recurs ivo si la m;itriz B es tri a ngular . Un ejemplo muy conocid o 
de s islc111a recursivo es e l llamado « modelo de la tclaraiia » que puede cxpre
S,ll"se de la forma s iguiente: 

( 13.8 1) Q, = r, 1 + a 2 P, _ 1 + 11 1, (ofe rt a ). 

P, = /3, + f32 Q, + /3.1 l', + 11,, (uemanda) , 

en el que O = ca ntid ad de equi libri o , /' = prcc i0 de equilibri o . e }' 
c~ógc ,rn ). En cs lc e.i sa, 

l 1 ºJ B = - /1, I _ y [
-« , r = 
-/J¡ 

-(('2 

o 

(renta 

Obs,: rvcse qu e la ecuación ele okna só lo in c luye u11;1 v:iri ahk endóge na y, 
por t:111to, J;i u1ili z,1ciú11 de los mínimos cuadr;r uos ord in a rios p roduciría esti
mac iones con s is tentes. Si 1, embargo. esla s cs1imac ion-::s no serían ;i s int ól ica
me nt c c íicic 111 cs po rque no tienen e n c u.:nla la co rrcl ;1ci<i 11 c·ntrc la s pcr1ur
haci u 11 cs tk l:1s dus ccu,lt'iuncs . l.a cc11;1 c it'.> 11 d e dc·1na11d ;1 se· pod ría est imar 
de furm ;i cun sis lc nl c por l'dCI. /\lrcrnat iv; 11nc·111L', amha s c'cu:i cioncs podrían 
cs ti111 ;1rsc por un o de' los rnéi odus ck cs ti1 11:1c i,í 11 ck si, lc'111;1s . c·11 c uvo c,iso las 
es timac io nes no sólo scrí:m cumi<lentc , , , ino tam bi én asin1 ó ti c1 mc·11tc l'ÍÍcien
tcs. Una canrcte rb ti ca impo r1 a 11tc de los model os rccursiH>s wmo e l ( 13.8 1) 
es qu e e l c;í lc ul o las es tim ac iones :\l\ ' JC ~e s implifica e n gran mcuiua por el 
h echo de que c·I Jacob ia no (es dec ir, el dc tc rmin a nle de B) es igu1l a la unidad 
, e5 IO presupo ne qu e todos los e lem entos de la Ji¡¡r,o m1l prin c ipal Je B son 
unos : d..: nu ser así. podemos di viuir caua ec uac ión estructur;d por e l c:orres
puncl ic nt c coefic ie nte ~,.). 

Si e l s i, tc ma 
By, + rx, = u, 

es diagona/111c11te recursivo , es decir, si ll es trian gular y J;i matriz de varian
ci as y covarianc ias de las p..:rturbaci o nes estructurales, cJ>, es dia gonal, el pro
blema de la es tim ación se hace realm c 11l c simpl e. La razón es qu e las variables 
endógenas . que so n los fa c to res cxpli c;iti vos en las ecuaciones estructurales, 
no cs tiín co rre lac io n;i das con e l té rmin o de pc nurb a'c: ió n de la ecuación en 
la que aparc:ccn. Por ejemplo , en la ecuac ió n de demanda de ( 13.81 ), las va
riables explicativas in clu ye n la variable e ndógena Q,. Sin embargo, si 1111 y 
11 ,, son inuc pendicntes y no autorregrcsivas, tene mos 

E(Q,11 21 ) = E[(a 1 + a 2 P, _ 1 + 11 11 )11 21 ] = O. 

hto signiíica que la aplicación del método MCO a cada una de las ernacio11es 
nr ,11c1urafes producirá esli111acio11es consistentes y asi111ótica111ente eficientes 
i-¡ rn la ecuación no aparecen variables endógenas retardadas, las est imacio-
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ncs \ l C t J ,1. 111 t ¡:111J ,¡ 1..:: 1 , ,: • -.1 . , . / .:,l l l .. ·!· . ¡·, · i. · r 1.. · di .. : 1l· l i, ·,,· q 11 l· 1..· . ¡,1 ~1 ·,¡, , \ ,..,1 · 

rr ..: cu ~111d v 1..·I ~::- 11..· i1l . i ,:, .:· ;. :.,~ 1•.' :,iÍ •;:< •n , · 11..·,:u r ., i \ 1..1 y riu L! I lu~ tL ... ·n1; , :-- c,l 'l'" · !\ ,¡ 

último, , c,i :,knw, qu~ ,i B ,· , tri.i np1 l.1r ,·n h luqu,· , y l,1 111,1tri1. <I> '" di:i ,,•u !1, il 
en hl uqUl' ' · l:1, ,,..·..:u~11 .. · i llrtl"' ..;._, rn.~, pu ndi l.' 11( 1..·~ :1 c:,d:1 uno J e l i..>~ hl 1..H.¡uL, d i:q:l\
naks ck ,¡, ru,,kn cu11,id,:r.i1 , c como rcrlcr1,·cicntcs ;1 s is tema s di stint o,. '" 
q ue , irnrlif i,· ;, t.in Jl , i,' 11 ,L.: fv rn1 ,1 co ns id erable la es timaci ó n. 

Perturh:Kiones autorrcgrcsivas 

Co mo último punto en r,· la ci ó n co n el problema de la estimación de los 
coe ficientes ck la s ccuaeio11cs es tructura les en los si stemas de ecuaciones si 
multúneas, consickraremos e l ca so en que las pe rturb:ici oncs es truc.:lurales no 
son independientes a lo largo del tiempo. En particular, supongamos que las 
perturb:iciones estructur:iks sigue n un esque m :i autorrcgrcsil'O de primer orden 
del tipo considerado en la sección 8.2 . En este caso, tenemos 

llu r1u1, 1-1 + C1:, 

ll 2: f' 211 ,.1 - 1 + C 2 t • 

lle ; = f'c;llG, 1-1 + CG t • 

La s E 110 se supone n inde pendien tes entre la s distintas ecuaciones. Consi c.lere
mos la estimación e.le la primera ecuación estructurnl de l sistema tal como se 
prese nta en (13.34): 

La observa..:ión 1-és ima viene representada por 

( 13 82) 

De momento. nos li1 11it;11-c mos al ca so en qu e las ¡,ariaúlcs precleter111i11ac!as del 
sistema 110 i11c/11yc11 1•aria/1/c s e11clcígc11as rctarclaclas. En es te caso. la s est im a
ciones i\lCO de los coeficie nt es de la forma redu cida son con s istentes. Po r 
ta nio. l:i apli cación dir,·cta del m~t udo de l\-1C2E produce estimaciones con
s is tent es d e los coc:Ílc icntes es tructural es , pe ro la s estima ciones d e la matriz 
d e varianci as y covarianci :i s so n incon s istentes. Sin embargo, podemos modi
ficar fá c ilmen te el método de i\1C2E para tene r en cuenta la naturaleza auto
rregresiva de ll1J- En primer luga r, aplicaremos la transformación presentada 
en (8 .52) a ( 13 .82), obteniendo 
(13 .83) )'11 - P1Y1 . 1- 1 = -,8,,(y2, - P1.l'2. , - 1) - f31 3(J'31 - P1Y3. 1- 1) 

- · · · - /3, c·'(Yc' , - f'1Yc•,, - 1) 

-y11(X 11 - p,x,., _ ,) - y ,Jx, , - p,x, . 1 _¡) 

- · · · - i'1¡.. •(X~:· , - P t -'" .~. · .1 - 1) -,.- f"11 · 
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/'. , ic- 111, ,s ap licar una transformación s imilar a c::ida una tk las ecuaci ones 
,,t nr c turalcs . De este modo. se ~us tituye n las u autorregrcsivas por la s E no 
,111 tu rrc:g rcsiva s . A cont;11uación. pu ede reso lve rse e l si, t,·nia resultante ob tc· 
nicnd o los va lores rresentcs en la s vari ::i blc s cmló¡:eni.ls en función de los valo
res reta rdados d e l,1 s propi;1 s v;1ri,1bks endt'.>ge rw s ) de lo, vak1 rc·s pn:scnt cs y 
retardados de la s cxógenas. Las ecuaci o nes ohtrn idas de esta íonw1 pueden IIJ
marsc «ecu:ici clllcs aumentadas de !;1 fo r111a reducid..1 », ya que cvnticne n un 
conjunto inc remen tado e.le varinblcs expli cativ:is en c,"11pa r,1c ión con las ecua
ciones o re.lin a ri a s de la íornw redu c ida. Por lo que rc: spcCia a ( 1 J.83), la s 
ecu:iciones aumentadas de la forma redu c ida que rc sLiltan rclcv:rntes "ºn las 
de Y2,. y,, , ... , )'G " ,. Los coeficientes ck es tas ecuaciones pueden estimarse 
aplicando el método de los mínimos cu ad rndos ordinarios (s in restri cc iones). 
Ll amemos 5,,,, 5,,,, .. . , 5•c', a los Vi.llores ajusli.ldos re sultantes de las y, y 
form emos 

(13.84) J'11 P1Y1 . 1-1 = -f312Cf'2, - f'1J'2., - 1) - f31if" - P1.Í'a ,,- il 

- · · · -f31c•(yc•, - P1)'c•,,-1) 

o 

(13 .84a) 

en la que 

Yi 

y 

-y11(.X11 - P1.X1.1-1) - Y1/X21 - P1X2,1-1) 

- · · · - Y1.-•(.x,.-•, - p¡.x,.--, ,- ,) + it', 

l )'12 p¡)'¡ 1 J 
Y1a - P1Y1 2 

J'1T P1Y1.r-1 ' 

l 
<.i\2 

CY23 - P1-V22) 

(Y2r P1Y2. T-1) 

U32 - r1 Ya, ) 

<5'33 - P1Y32) 

(X22 P1X21) 

(X23 P1.X22) 

p,fc•1) J 
r1.í·c•2) 

r1.Vc:;• ,r-1l , 

p¡X¡,:•1) 

p¡XK•2) 

J 

1 

i 
t-
¡ 

1 
1 

i 

r 
~ 

' f 
' 
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Los cocficientcs p1, (3 1 y y, ru eden cstima r~e ap li ca nd o e l mé toJo de lo, mí
ni mos cuadrados con rest rice io nes a ( 13 .84 ) tal co mo se ha presenta do en la 

secci ó n 8.2 . 
E l mét odo ele MC3 F. puede mod ificarse tambi én fác iln, cntc pa ra tcncr en 

cuent a e l earücte r auto1-r,:gres ivo de las perturbaciones estructurales. Si aplica
mos el m étodo modifi c.1do d e: MC2[ a cada ecuació n estnictural, ob tenemos 
es timaciones consisten tes ck r, 1. p2 , . ... i; r, . Es tas estimac io nes p ueden u1 ili za rse 
para trnnsformar las variablt:s de form a que podamos esc ri b ir el si s tema 

como 

( 13.85) Yi* s·:* f31 + X* * 1 Y1 + €** 1 

y;* v;*f32 + x;*Y2 + €** 
2 

y** = Yt*f3G + X;",*yG + ** G € <; ' 

en e l qu e el d ob le aste ri sco ind ica que se ha n sustituiJo las p po r su s estima
cio nes consistent es , mi entras que la 110 U1c ión restante es la mi sma qu e e n 
(13.84a). Los coefic ientes d e ( 13 .85) se pued e n est im a r po r e l método ck es
tim ac ió n de A itke n en dos etapas . com o en e l caso del método ordinario de 
MC3E. T amb ién se ría posibl e es ta b lece r un a funci ón de d istr ibución co njunta 
para las E y utili za rla para obte ne r las es tim ac io nes MVJC para e l caso auto
rregresivo, pero ello resulta ría mu y comp licado. 

T odo es te :i nül is is se ha lim itado a l caso en que las va ri a bl es prede termi
n adas d el sistema de ecu acion.::s s imult ;í ncas no inclu ye n ni ngu na variab le en
dógena retard ada . Si no es as í, cuando exis te n perturbaciones autorrcgresivas 
la est im aci ón resulta muy difíci l. El o ri gen dc esta dificu ltad es e l hecho de 
que , en estas circu nstancias, las variable.s predeterminadas están correlaciona

d as con las perturbaciones estructura les , y una co nsecuencia de ello es que 
las es tim acio nes M CO de los coeficientes de la fo rma reducid a son inconsis
tentes, lo que causa se ri as complic;1c iones . Una forma de resolver es ta cÍifi
cultad pod ría se r la uti li zación del método de las variables in st rumentales, y 
Fi shc r h a propues to otro enfoque cli st in to, s imila r al adoptado en el contexto 
de los modelos con re ta rdos di s tribui dos. 19 

' 

19. Ver r. ~t. l'i :-hcr. T ite l dentificati011 Jlrohlcm in C.conomctrics. ;",;ucY,1 Y ,H ~. 
J\1cG raw- Hill. Jg6G. pfl . l h~-7 i. F1 enfoque de IJ s nriable, in , 1ru111cn1:ilcs <e prc - c- 11 '-' ,.,, 

R. C. Fa ir. «T hc Estim ation of Simuiian..:ous Equ;niun :\1o<lc ls wi1h L;1 ~¡,:i:J l' nd,' ,.( .. . ~:"'\ 
Vari ahlc~ nnd First Or<lcr S,.; r i.1 ll y Corn:1.:itcd Erro r:- ... r.conomctrin 1. ,·ul. ) ¿.:, lll.l" l' 1 1 

l 

pp . 507-16. 
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lJ.6 An:'tlisis de los nwdclos cconomdricos iliu:·1111icos io 

Los 1110Jc los de ecuaciones sim uluín cas rcprescn12n un conj unto de rebciones 
e11tn; las var iables emiL,¡:enas v las pn:dcterm inadas de l s_istcm¡¡, Si todas las 
var iables pred etcrrn in ad;1 s son pmamcnt c e~ógcna s , e l mode lo espec ifi ca la 
fo rrn,1 e n que las variables cxógcna s , junto a las perturbac iones es todstieas, 
generan los va lo res de las var i,1b lcs endógenas en un momento (o pcríuJo) 
dete rmin ado ele ti em po. Esto se ilu s tró de forma detallada en e l ejem plo de l 
mercado J e a li men tos de la secc ión 13.2. Sin cmbaq,o. si l,1s variabl es pre
dc tnminadas i11 c l11 yc n t;1111 h ié- n ,·,1ri ;1b ks c11d,ígc1ws rct;ml;1das, el motk lo cs
pecili c,1 11 0 só lo J;1 fo rnw e 11 que J;is var i,1hlcs ¡m::dctcr111 inath1s (y las perturba 
c io nes) generan los valores pn:scntcs d .:: l;1s ,·ari;ibks endógenas . sino también 
la furnia en qu e las t rayec to ri as tempora les de las var iables exógenas y de las 
perturbac iones clc1cr111 in a11 la trayec to ri ,: tcmporn l de la s var iables endóge nas. 
Es to se h a ll a implíc ito en la estructura de los modelos . pero rcsui ta interesa nte 
formu la r es ta depc nd e1• _ :a din,imic,1 de mod o e\plilito . Otros prnb lrnias ele 
int erés so n la esu1bilid:1d dc l sistem:i y la inll ucnc ia de los val o res previos d e 
las var iables exógenas sob re los va lores pr..-:scntes de las end óge nas. El propó
sito de esta sección es exa minar es tas cues ti ones. ya que sus re spuestas 
constitu ye n una parte natural e impo rt an te de la tare,1 d e: los económc:tras . El 
procedimiento con sistirá en ilu s trar los problemas y su solución mediante un 
m odelo es pecífico, ya que. de: esta fo rm a . los concé' ptos es peciales del análisis 
dinámico aclqu ic rc 11 un ~c ntido conc re to . Sin embargo , los procedimientos bá
sicos pueden ada ptarse tamb ién f~cilme nte a otros modelos. 

C, = a 0 + r, 1 Y,+ a 2 C,_ 1 + 11 11 (consu mo), 

J, = {30 + f3 1r, + {3 2 /, _ 1 + 112 , (inversión), 

r, = y0 + y1 Y, + Y2 M, + 113, (mercado ele dinero), 

Y, = e, + I, + G, (identidad de la renta) , 

en e l que C = consumo, Y = ren ta . l = invers ión, r = tipo ele interés, 
M = o fe rta mon etaria, y G = gas to püblico. C, Y, l y r son endógenas, y 
M y G son exógcnas. Es tas dos ültim as pueden cons idera rse como va riables 

20. E n es ta e xposición presen taremos únicamen te los elemen tos más básicos de l aná
lisis dinámico ap li cable a los s is temas lineales s imples. En la actual iJad. se di spone de 
múo<los conside rablemente müs so íi slic.:i<los que incluyen simulaciün , an ..í li sis de mcdidns 
éc r olítica económica y mul1 ipl ic;1do rcs dinéim icos no lineolcs. Ver. por ejemplo, L. R. 
Klc in, :vi . K. Evans y 1\1. Hartlcy, Econometric Gallli11~. Nueva York. Macmillan. 1%9: 
Gory rromm y Pa ul Taubman. l'o/icy Silllulations n•ith m, Eco110111ctric M oclcl. Washing
' " " · flrookings lns titut ion, 1968; o M. K. Evans y L. R. Klein, Tlw \V/,arton Econometric 
F,'"ccwi11g Model. Filadelfia, Univers ity oí Pennsylvania Press , 1967 . 

_ ______ _,_,, _____ _ ...., ____ _,_µ,,µ,,,¡o¡"!-1-f'.'l.!IPWMO, . ...,.,'!>W."!,,,.,,.,.., ""*""'"""-'', nlt.!1!1!1!1!4!~-lO!llll . .A"'-''"'l-<1!:+4,e;,k"'. W4-!a.9"'-"'!)7""1!"".M"' .... 'f"'_"'""'sr"'"'"""·"-'-f 

\ 
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de p o lítica eco11Úll1ica que puede n se r . y son. manej,1da s :1 volunt :1J J)U ' \, 

re spo nsab les d e la polít ica econó mica. La fo rm a reducida de es te s is1<:ma e ·~ 

( 13.86) e, iT 11 + ,,., ,e, _, + .,,,al,_, + r.,, ,\1, + rr 15 G1 + P1 1, 

( 13.87) ! , T, '2 1 + 1':"22C, - 1 + Ti 2 .1 f 1- 1 + .,,,, ,\1 , + Ti 'L, )( i! + l' 1t , 

( 13.88) Y, iT 3 ¡ + ,.,.,:, C, _, + -:: .1 :/ 1- 1 + r. ., ., .\{, + " ·,.-,G, ..c. t' ·1 · · 

(13. 89) r , - 77 ,¡ ] -j 71 <1 ~i C'1 - 1 + " ¡ ,, , 1 " ·• 11\f, + .,,,.,.(,, ¡. l' .;¡ ' 

Naturalm e nte:. los cocf:cicnlés éc la fl •rrna redu cid:, p uc·d c n e~pr<:s:ir;;c e n tér
minos dL' los codic ic 111L·s es tructurales . E n e l lcn g u:ij c: d e l an:í li , is di11 :ími co . 
los coeficien tes d e la fc,rn1<1 r educida se de no min a n 111ulti¡J/icadurcs i11 sta11tú
neos, yn que mid e n lu rc: s puc·sta inm cd ia1a de las v:1 ri:,blcs c:11dógc 11 :1 s a los 
cambios en lns varia bles prcdc: tcrmi11 ad:1,. Po r cjc1npl o . 7: ;s mid e el camb io 
e n el va lo r medio d e l comu m o prc·scntc: a eomcc ucm: ia ck un c:rn1bi 0 de una 
unid ad en el gasto pt'1bli co prc·scn te . dad o e l valor Lk la okr1a 11w 11 c:1ar ia e n 
e ste mi s mo per íodo y los 11i vc:lcs d.: cn11 su1110 e in vers ió n ckl ¡wr íurl o a nter ior. 

Las ecuaci o nes de la forn1 :1 n :duc id ,1 ti e nen s u princip:il u:il id ad e n las 
prev is io nes a corto pL,zo. l'odc·rnos pro1: ~"; li car In , v,i! o res d e la s va r i,1bks 
endógenas e n e l próximo ¡'críodo c·n ba se :d conoc irni cn10 d e los v:i lores actuales 
de I y C y de los va lo res futuros de la s 1·:1riab les ck polí1i c a cconú 1ni c:1. Sin 
embargo. !:i s ccua c io nc , e.le la forma reducida no re , u lt a n ú1iks para d e te rmi 
nar cómo opera el s is tema ba_io el im pacto co ntinuo de las variables cxógc n a s . 
Por ejemplo . 1::i ecuac ió n cJc l CLH1su n10 en forma reducida m ues1ra que el vn lo r 
de dic ha var ia ble e n e l periodo ;1ctua l d e pende d i.: los va lores act ua le , de C 
y 1\f , p e ro ta111hiL'n Lk los 1·nl ores pre vios de l con sumo y la in vcrs iCm. Es to no 
e s muy revelador, y:1 que tran sficrc parte de la res po nsa b il idad e n la cxplica
ciC,n Je! ni1 ·c l prcsc11te de eonsum o a su prop ia hist o ria rec ie nte . Parn com
prender e l mecanismo d e la determinaci ó n de l consumo y de las clcm,í s va ri a
bles endógenas. n ccc,itnmos unn soluc ió n que explique el nive l de es tas va
r iables si11 refc rir,e a su pasad o inmediato . Esta solu c ión puede obt e ne rse ma
nipul an do las ecuacion es de la fo rm a reducida ele modo que se e l iminen to d as 
la s v.iriablcs cndógcna s re t ,,rdad[IS. Es ta e li minación puede efectuarse e n d os 

, etapas . En primer luga r . se rdurm ulan las ecuaciones d c la forma redu c ida de 
: man era que cada ecuaci ó n in c luya sol::mente una var i..1ble endóge na , del mo

m ento presente o n.:tard :ida. A continuación se eli minan las variables e ndógen as 
reta rd:idas ta l como se pretende. 

T omemos la forma reducid a d e la ecuac ión d e consumo. La ún ica variable 
endóge na retard ada «ex terior» es / , _ 1, pero , según ( 13 .87) , tenemos 

( 13.90) I , - 1T2 3 l , - l = r.21 + rr2 2 C1-1 + rr2•M, + 'Tr2r,Gt + V2t 

o 

(13.90a) ! , - l - "'n i,_• = "21 + ;-;- ,,C,-2 + .,,,. ,\-f, _, + r..!. ::, G: - 1 + l' o .: · 1· 
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.\dc111:is, retardando (1 3.86) 11 11 pe río do y multiplicando por -· 11:23 obtenemos 

Sumando (13.86) y (13 .9 1), se obtiene 

( 13.92) 

Sus titu yendo (/ , 1 -;: 21 / , 2) po r su l'n lor sq!Úll ( 1 J.90n) en ( 13.92) te nemos 

(13.93) 

o , e n n o tac ió n ubv ia, 

( 13.93a) e,= o+ ,,,C ~, + ,, ,, C, . 2 + Ko,\f, 1- K, 1\f, . ¡ + ,,,,e;, + v¡(,,_, + 1: , . 

La ecu ac ión ( 13.lJ.1 1. o su cqu iv,1k n tc ( 13 .93, il, se dc·nornina ccuaciún di-
11 cí111ica Ju11t! ,1111c11111/ lk l cu11 su111 u. v pued e n ohtc ncrs,: ec uaciones ,imi ta res 
para J: 1, d c:111:í s 1 :1ri:1hk, cnclúgc: n :1s d e l , i, tc111a. Pued e mos lrar,c qu e . e1~ un 
si s tcm ,1 ge nera l int crdcpcndie ntc lin ea l . todas la, v,iri:ihk :a sati , f:1,cn la mi sma 
ccu:1,:i(111 li11:il autor rc:g rc s il'a 21 y, por t:1nto . nos rdc rircmos ún ica111cnte a l 
cun , umo. La ecuació11 d i11 ú111 ic,1 fundam c111al 1i c 11 c especia l importanc ia p.ira 
la dc1enninac ión de la estabi li dad de l s istc 111..1 y volvere mos a ella m.í s adela n
te. Nuestro objetivo es ah ora expresar e l consumo p resen te e n términos de 
los v,il orcs presen tes y pas.:idos de l;, s variables exóge nas y de las p e rturba
cion es , lo que rucde lwcersc :, tra vés dé un a se rie de sus tituc iones suces ivas. 
En primer lu gar, obsérvese que segú n ( 13 .93a), cuando t = 1. la expresión 

para C, es 

( 13.94) 

Los val ores d e e,, y C_1 -se h a n obte nid o .in tes de l principio de la serie y se 
denom in an condiciones iniciales. Para los fin es d el aná l isis din ámico, supon
dre mos q u e su s valores están d acios. Los vn lores de A·fo y Go no t ienen ni ngún 

21 . Ver A. S. Goldbcrge r. /111pact M11/1iplicrs a11d Dy11amic Prop,·rl ics of thc Klcin
Gn/,!i>c r¡wr Modc/. Amsterdam, Norlh-Holland l'ublishing Company. 1959 , pp. IOó-1 08 . 
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int erés espec ia l y pueden combinarse con el térm ino constante, de modo que 

( 13 .94) pu ede escribirse en la forma 

(13.94a) e,=') + µ.,Co + JJ,2C - 1 + KoM, + >oG, + e,. 

A continuació n, cuando t = 2 , la expresión para C, es 

( 13 .95) 

Como el valor de Cose cons idera dado, en ( 13.95) sólo tenemos que eli minar 
C, , sustituyéndolo po r su valor según (13 .94a), con lo cual obtenemos 

(13.96) C2 = (S-+ µ 171) + (µ.~ + µ. ,)Co-+ µ.,µ.2C - 1 

Por el mismo procedimiento podemos obtener las soluciones para CJ, c •. e tc. 
E l resultado es una expresión general pa ra C, e n la forma 

( 13.97) C, = 71, + 71 1C 0 + 71 2 C_ 1 + {oM, + {1M,_ 1 + · · · + {,-, M1 

+ f 0 G, + f,G,_ , -+ · · · + f,_ ,G, +e,+ 01 c 1 _ , + · · · + 0, _,c,. 

Así pu es, para una s condiciones in iciales d e term in a d os , C, se expresa única
m e nte en términos de los val o res presentes y pa sa dos d e la s va ri ab les endó
genas y d c las pe rturbac io nes. (Si e l sis te ma es estable , para valores gra ndes 
de t. TJ , se hace constante .) Podrían obte ne rse tambi é n exp res io nes similares 
p ara las d cm.'1s v:iri ablcs cndógc nas, y es tas ecu aciones se deno minan forma 
/i11 c1/ d e l s iste ma de ecuac iones . Estas expres io nes mues tra n la forma en que 
la s tra yec to ri as te m po ra les de las va riables exógenas d e terminan la trayec to ria 
de cada variabl e endó ge n a, y los coe fi c ie ntes de cada vari ab le exógena son 
los ll a m ados 111ultiplicadores di11á111icos . Obsérvese que las ecuaciones del tipo 
d e la ( 13 .97) pu ede n utiliza rse tamb ié n para resolver cuestiones acerca de la 
Jníl ue ncia de a lguna medida d e política económica de l pasado sobre el valor 
p resen te de !::is variabks endógena s, o de la amplitud de las medidas nece
sarias parn la consecuci ó n de determinados cambios en las variables endógenas 

durante cualquier número de períodos futuros. 

Condiciones de estabilidad y análisis dinámico 

Pasemos ahor;, a co nsi derar e l problema de la e sta bilidad d e los siste mas. En 
gcncr:il . decirnos que un si stema es c stah lc si , cuando l0s \' alon:s de ! ;is \:! ri :• · 

Ql!.! cxÚt!~na s se m¡in ti\.' lh.:n L'Un~ tJ n t1...·:, J. lu l;iq.:,o <..kl ti ~mpú. lus v :tl on:'- r~1...- l! ?\ ·• 

_____ __________ .. .., ___ ... __ ,,.., --DP,IIRlíl'l¡&SW.:R?fE7"iilii=,.......!Z't.~ ~ 
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d e l;1s vari ,1bks cn d é,gcna s to man ciert os ni ve les co nstan tes (natura lm.:ntc. los 
va lo n;s cl t: las va ri ab les cnd,íge n,1s llu c tu a r,í n a consec uen c ia de los efectos de 
la s pe rturbaciones estocá stica s, pero sólo consideraremos casos en los qu e la 
pro b ab ili dad ck que u n s is tema ,1u c se ría e swhk se co nvi crl a en in estab le a 
ca usa <le la s pe rturba cio nes aleato ri a s es mu y pequ c iia) . hto s ignifi ca que un 
s is tem a se cons id era in es table si los va lo res med ios de la s v,1riabks end óge nas 
to m:.in val o res cad a vez m:1yo res o m e no res sin límit e. o pre sent a n un m ov i
mie nto osc il a torio 1egular, cuando las va ri ab les cxóge nas tuman v; il o res co ns
tantes. Un procedimiento para conoce r s i un sistema es estable o no con siste 
en es tudi ,1r la s ecuac iones dc la fo rma final. Lv ide 111e111c 11 1e . p,Ha que el sis
tema ti e nda a unos val o res constantes cuand o los nin:k s <le J;1 s variables cxó
ge na s no varían , la sum a de ca da co nju nt o de mulliplicad o rcs din á mi cos ti e ne 
qu e se r finita . Es dec ir , la co ndi c ión de es tabilidad es que las sum;¡s 

"' "' ¿ ,. y ')' 
L, t, 

j :: o j ""' o 

sea n fin ita s. Es t:1s suma s rep rese ntan los 11 w lti¡,!icaclorcs 11 /ariu plu:o o de 
cc¡u ili /; riu para e l co nsumo, respecto a la o fe rt a m o net ar ia y al gas to püblico . 
Otro procedimiento para saber si el sis tema es esta ble o no consis te en exa
min a r la ecuación din á mica funcfam e ntal. S i las variables exógcn~s se m a n
ti e ne n constantes (y p resc indimos de la s perturbaci o nes), esta ecuaci ó n se con
vierte en un a ecuación lineal no homogénea en difere ncias finitas de l tipo .co
rri e nte, y pued e resolverse por los procedimientos ackcua<los.22 En nuest ro 
caso, segú n ( 13 .93a), tenemos 

(13 .98) C, - µ. 1 C , _1 - /L, C1 -2 co nstante. 

La ec uac ión c,1 ractcrística para (13.98) es 

(13 .99) >.2 - µ. ,A - 1-'2 = 0 

y sus raíces son 11,.2 = 
,,, ± ,1,,r + 4µ. 2 

2 

El sistema es esta b le s i , y sola ment e s i , el va lo r absoluto (o módulo) de la 
mayo r de las raíces de ( 13 .99) es me nor que la u~i<lad. S i es as í, podemos 
calcular e l va lor m edio de equilibrio del consumo a partir d e ( 13 .93a) en 
la forma 

( 13. 100) S + K 0 M 1 + K 1 M 1_ 1 + s0 G1 + a1 G1 _ 1 

1 - µ., - µ. ~ 

, . ~~ - Ver. por ejemplo, R . G . D . Allcn, Mat/1cmatica/ Economics. Londres, Macmillan, 
• • >b , p p. 176-95. 

. ZJE5Vil .. 4bft"t ª#~) Jtf'4M1 

' ¡ l 
l 

t r, 
l ,. 
r 
1 
l 
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La condición d~ l' '.'•d;d,i l i\Lhl "-'' '- l'-· J.'.1 ,11 1 i :n¡·l11 !: H1 ..:1;1 li 1...·:-.1 l'-: l..¡ pt11 l!l 1 d .... · \ i· 1, 1 

económi co. :\ ,krn,i, . e , in qll ir1;11 11c l..:nc-r prc,,· 111 ..: q11c c·11 c· I p1uccsu d e c,1i 
ma c ió 11 se ,upp 11,· en n:, il iJ.iJ la c .xi, 1c nci, , J,· csi;ib ilid ;i d o. en el pc(> r Lk 
los casos . de un 111,,1 im i..:111 0 o sc il;11orio regular. FI s up t1<~s1u de· quc l,, s 1';1-
ria bks prcdc1cnni11,1d;, , Lk l s iste ma tienen varian c ias fi11it ;1s ct1i111Jo l -4 v ·, 

se ;1p li ca tarn h ién ;1 J,,s va riablcs endóge na s rdardad as , y e'.;tc s upu cs lo no se 
cumplirí;, si di cha s variabks endógen,,s aume ntase n o di sminuyesen ~in nin 
gún límit e. De no cícctua r es tos supu es tos existirían dificu ltad es para d e mos
trar la s propiedades a s int ó ticas de los e stimadores. 

La soluci ó n din,írnica indicad a por las ecuaciones de la fo rma final permite 
rt: spundcr a las pregunt as ace rca de la inílucnc ia d e cambios hipo té ti cos en 
la s var iab les exógcnas d.:I sis tema. Si lo que nos interesa son los efectos de 
cambios que tuvieron lugar rea lmente durnnt e el período observado en los 
valores de las variables exóge na s . los podemos apreciar de fo rma más con
veniente utilizando primeras diferencias. En nues tro modelo. ~ partir d e 
( 13 .97) tenemos 

(13.101¡ e, - c, -1 (,¡, - 771 - 1) + ( o(M, - M, _, ) + {1(M, _1 - M, _2) 

+ · · · +{,_,(M2 - 1\1 1 ) + {,-,M1 + fo(G, - G, . 1) 

+ f1(G, _, - G, -2) +···+ l, - iG2 - G1) 

El primero d e los términ os c! c l lado d e recho indi ca la inílucncia de las con
diciones inici ales y de la din;ímica del sistema en ausencia de cambios en las 
variable s cxóge nas . En los s is ti.:111 ,,s c stahlc s . e l val o r de es te término di smi
nuirá a medida q ue el s is tema se mueve desde su posic ión ini c ial. y tenderá 
hacia el valor cero . Los términos¡;, _,, M, y e,, . ,e, miden la influ encia de los va
lores iniciale s de las v;i ri ;i hks exógcnas, y e l té rmino w, resume la influ e n
cia de las pcrturhacio nc s ;ilca to rias. Sus tituyendo los símbolos por los va
lores re a il' s de las v¡¡riablcs exógenas corre s pondientes a l período invest igado. 
en (13.101). podemos c:1lcular la parte debida a cada m edida de política eco-

, nómica en el cambio obse rva do e n e l nivel de consumo. 
" La expos ición anterior se ha e fectuado e n térn1inos de los parán1etros de 

la población que, naluralmcnte, son desconocidos y. por t,mto, deben sus tituir
se por estimaciones muestralcs. En consecuencia, sería deseable prese n tar el 
error estándard junto a cada estimación. Exi s ten fórmula s para la estimación J e 
los errores est:índard dc los multiplicadores in stantáneos de las ccu;ic io 111.:s <le 
la fo rma rcd uc id3, p.::ro no p3ra los mult ipl icadores din,ímicos de la s c: cu;i
cioncs de la furma lin :il. l' ur Jo qu..: rc: s p.::cta a bs rakcs car;,c:terís tic, s . quc 
son cruciaks para la dcterminación de la condición de cstabili,J.,d dc un ,i,
t.::ma, Theil y Bout han o ht.:nic.Jo una fórmu la para la vari.rnc:i:, ;,,in tútica d e 

~~----·- - - -·-
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!. , r.111. 111a yo r." S in embargo, desde e l punto d e v ista d e la inkn::ncia esta
,1,,,irn . el a náli sis dinámico todavía no se ha desarrollado del todo en la 
·CLllllU llletría. 

I .JI · /1 1 l'LO. El modelo I de ¡.; lein. correspondiente a la economía de los Estados 
llnídos para el período 1921- 1941. se ha estimado de la forma siguiente 2,_ · 

( ·o n~umo: 
1 nvcrsicin: 
Salario, privados : 
Producto : 
Ren ta : 

C, = 16,555 + 0.017P, + 0.216P, _1 + 0.8101V, + ,i,,; 
I, = 20,278 + 0,150P, + 0.616P, _, - 0, 158 K, . , + ii

2
,; 

W,• = 1,500 + 0.439 E,+ 0.147 E, . ,+ 0.1.10 A ,+ ri
1
,; 

Y, + T, = C, + /1 + G,; 

Capital: 
Salarios: 
Producto privado: 

Variahlcs ctuláRcnas: 

e consumo 
/ invers ión 

Y, = P, + W,; 
K , = K, _1 + J,; 

W, =Wt+ W,*•~ 
E,= Y,+ T, - IV,•• . 

w• importe de los salarios privados 
P beneficios 

Variables exú¡:c11as: 

Y renta nacional 
K cantidad de capital a fin de año 

W importe total de los salarios 
E producto privado 

w•• importe de los sa lar ios en el sector pC1blico 
T impu es tos indirectos 
A tiempo en años (1931 = 1) 

Todas las variahles. meno.e, e l ti em po se miden en miles de millon es de dó lares cons
tantes (1934). Nos interesa especialmente la variable renta. y la ecuación dinámica 
fundamental estimada para esta v¡¡riable es 

Y, - l. 726 Y, - 1 + 1.029 Y, _ 2 - 0.183 Y, _ 1 

4.880 + l. 773G, - l .49JG, _ 1 + 0.154A, - 0.294A,. 1 + 0.162A,. • 

1.254T, + 0.673T, _ , + 0 .213T, _ 2 ;" 0.183T, .. , + 0.663W."º 

1.443 IV,*_º, + 1.029 W,*_º2 - 0.183 IV,*_~1 + w,. 

23. H. Theil y J C G floot TI F. 1 F f · · Re ,; · . · · .. . ·. « 1c _in a o rm o 1:conomctnc Equation Syste 1115 ,... 
1.c,v of thc ln1cma11011a/ S1a11S11ca/ /n s/1/u/c vol j"Q 1962 1-6 ·2 
1 4 E _. ' . ' · pp. > ·) · 

,,.; · 
192

s
1
tcl

9
mocklo se ha prcsen1ado en L. R. Klein, Eco110111ic r:luc1ua1io11s in /he U 11 itcd 

· •,.es · 41 Nueva Y k w·1 t 950 
l v n cstim . . . . or ... ' cy. . pp. 65-68. Las estimaciones de los coeficientes 

. ac,oncs m1111mocuadrat1cas en dos etapas presentadas en A s G ldb 
' ,' Cit. (1964). p. 365 _ · · o crger, 

m mnm ..... <w~ --~-.:-:c-, 
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La ecuación carac tcr í-., t1 ..:3 

.\" _ 1. 7cú .\ : 1- 1 .Oc9 :\ - o . 1 83 o 

ti ene las ra. íccs 

¡_ 1 = CU IO y 1-...l. ,3 = 0.708 ± 0.298i 

, · l o 7082 o ~98' - O 768 que es menor que 
El m ód u l(l de las raíces comp,c¡as es ~ . + ·- - 1 . t. b l [ I c u·,dro l 'l 3 
la un idad. Por tan to. segú n las es timaciones el s1ste_ma resu ta e~ a e . , , ' ( Y) - · 1 

rcsen ta los multiplicadores dinámicos del gas to puhl1co respec to a la renta o a 
p. · . 1 t ( y + T ) Por últim o. nos mteresa saber la forma en que el 
producto nac1on,1 ne o . . 1 t · ·1 •. , do 

, bl ' f t · los ca m hios en e l p rod uc to 11 ac1011al neto t 11ra n e e pcrio_ 
gasto pu 1co a ec O a · . y T) los cambios 
! 92 1- 1941. El cua dro 13-4 presenta los cambios rea les en ( ~ . Y . 

· b ' , 1 gasto publico en el mismo 
estimados que se consideran debidos a los cam ws en e I j . . (¡3 101) en la 
período y en los an ter io res. Esta última co lumna se ca c u o , segun · · 

forma 

f
0
(C, - C, . 1 ) + f 1(C, . 1 - C, . 2) + · .. + f , -2(C2 - C1) -

El cuadro 13 .4 puede utili za rse para exam inar _la m·ed ida de los efectos de la po

lít ica focal a nticíc lica durante el perí odo estudiado . 

Cuadro 13.3 Multip licadores 
diná m icos de G sobre (Y+ T) 

Retardo Mult ipli .:ador 

o 1.773 

1 1.567 

2 0 .88 1 

3 0.232 

4 -0.2 19 

5 - 0.456 

6 -0.519 

7 -0.466 

8 -0.3 55 

9 - 0 .227 

10 -0.11 2 

11 -0.025 . 12 0.03 1 
' 13 0.058 

14 0.064 

15 0.057 

16 0 .042 

17 0 .027 

18 0.013 

19 0 .002 

20 -0.004 

Total 2.071 

C u adro 13.4 Cambios en (Y+ T ) a co nsecuencia 
de los cambios actua les y pasados de G 

A ño ti.( y + T) Debidos a los 
cambi os de G 

- 0 .9 1922 4.7 
- 1.4 1923 7.1 

0.5 1924 0.1 
0 .8 1925 4.0 

1926 3.1 0 .8 
2.4 1927 0.7 

1928 0.2 2.4 
1.8 1929 2.8 
3.0 1930 -5.6 
4.2 

193 1 - 7.2 
1.6 193 2 - 8.6 

1933 1.1 - 1.8 
- 1.4 1934 5.0 

1935 4.8 - 0.5 
-0.8 1936 9 .6 

1.6 0.4 1937 
3.9 1938 -3.1 

1939 8.7 5.7 
5.6 1940 6.4 

13.2 15.2 1941 · 

--~---~ - ,- --- ...... 

..... - ·· .-
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( ·,.rn cntarios fina les 

1' ,1r,1 conc lu ir, podcmos ll a mar la atenc ió n de l lecto r so bre al¡w nas de la s prin
c ip;ilcs lagu nas quc 1o davía ex is ten. La mayor pa rte de lo , est ud ios sobre la 
c , tirna c ió n de los m od e los de ecuac io ne s s im u ltá m:a s han utilizad o los supues-
1us b{i s icos del modelo cl ásico de regresión linea l y exi s te una cl ara necesidad 
ch: es tudi ar e l p robl e ma de la e s tim ac ió n en los casos e n q ue es tos supues tos 
no se c umpl en . Ade1rnís ckl prob le ma d e la auto rrcg re sió n en las p erturbacio
nes, que se ha mencionad o a l fin a l de la secci ó n 13.5 , sc m:ccsi ta n es timadores 
para los m ode los de ccuaci oncs s imul tá neas con ecuaciones no linea les, y 
con ecuacio nes que contenga n re ta rdos di s tribuidos. Pero el más impo rtante de 
los probl e mas es quizás el relativo a los errores de medición y especi ficación. 
La m e ntab lemente, es tos p rob le mas aún no se han resuelto de forma total
m en te sa tisfactoria ni s iqui era en el contexto d e los mod e los uniecuacionales 

y, por ta nto , menos aún en el marco relativamente complejo de las ecuaciones 
s i mu lt {i neas. 

EJERCICIOS: 

13-1. Un m odelo keynesiano muy simpli ficado puede expresarse en la forma 

C.=a+f3Y,+,,, 

Y, = C, + !,, 

en el que Y = renta, C = consumo, e / = inversión exógena . Mostrar que 
los métodos de esti mación por M C r. M C2E, MYlL, y MY[C producen re
sultados idénticos. 

13-2. Considerar el siguien te m ode lo de ecuaciones si multá neas : 

Y2, = Y21 + Y22 X, + 1121, 

en el que X _es una va_riable exógena no es tocás tica . Se supone que las per
turbaci ones tienen media ce ro y variancias constantes, y no son auto rregresi 
vas a lo largo del tiempo. Además, u 1, y u 2, son independientes entre sí. Com
pa_r~r las variancias del estimador minimocuadrático ord inario y del estimador 
mm1mocuadrá tico indirecto de ~ 12 . 

13-J. El modelo de Tin tner para el mercado de carne en los Estados Unidos es 

Y 11 = a0 + a1Y2, + a2X 1, + u., 
Y1, = bo + b1Y2, + b2X 21 + bJXi, + u2, 

(demanda), 
(oferta), 

\ 
\ 
\ 

l 
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en el que 111 1 y 11 11 ,;nn Jn, tér 1n1r1 o <s de r,erturhación. Y 1, e ~ 1, i;¡on la" varia 
bles endógenas. y ,,1;·,,. x,,. y X,, son l:i s variables pre<lctcrm,nada s. Es tas va
riables se d efinen de la forma sig uiente: 

Y
1 

consumo de ca rne ¡ ,c r cápita; 
Y 2 índic e d e prec ios de la ca rne; 
.'(1 renta dispon ible pcr cáp1ta; 
X 2 índ ice de costes de tra tam iento de la carne; 
X 

3 
índ ice de costes de producción agrícola. 

Se supone que los vecto res de orden T X 1 de las perturbaciones, u, Y u,, tie 
nen la siguiente m a triz de covaria ncias: 

a. 
b. 

c. 

E [u1
] [ uí u2] 

Uz 

E ~:udiar la identificaci ó n de la s dos ec uacion,es. _ , 
Supó ngase que se sabe a priori que b2/ b3 = K. siendo K 
ci do. Estudia r la identi ficació n dd modelo cuando se 

un número cono
ai\ade es ta espe-

cificación . · · d d 
Supó ngase a ca mbio que se añade el término a,X., a la ecu~c1on e e-
manda. siendo x, un índice de prec ios de las grasas y prntem_as no ani
males . ¿En qué forma altera este nuevo término la ident1f1cac1on del mo-

delo? 

13-4. Supóngase el siguiente modelo agregado de la economía : 

e, = ª• + a,D, + Uu, 

/, = {3 1 + /3, Y, + {33 Y,-1 + u.,, 

Y, D, + T,, 

Y, = C, + /, + G,, 

en el q ue C = consum o. D = rent a nacional neta , / = inversión, Y = produc
to naci o nal neto, T = impuestos indirectos. y G = gas tos autónomos . Las va
riables C. D. / , e Y son endógenas, y las T y G son exógenas. 

a. 

"· 

Examinar las condiciones d e identificación de las dos primeras ecuaci onc< 
del modelo. . 
Obtener estimaciones consistentes de las ecuaciones de consumo e invcr,u>n 
u tili2.ando los datos del cuadro 13-5, correspo ndientes a la ccon o n,i;, .l< 

los Estados U nidos durante el período 1921 -1941-
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Cuadro 13.5. 

1920 e D y / 

1920 47 .1 
1921 4 1.9 40.6 48 .3 -0. 2 
1922 45.0 49.l 53 .0 1.9 
1923 49.2 55.4 60. 1 5.2 
1924 50.6 56.4 60.2 3.0 
1925 52.6 58 .7 64.2 5. 1 
1926 55 . 1 60.3 67 .3 5.6 
1927 56.2 61.3 68.0 4.2 
1928 57.3 64.0 68.2 3.0 
1929 57.8 67.0 71.0 5. 1 
1930 55 .0 57 .7 65 .4 1.0 
1931 50.9 50.7 58. 2 -3.4 
1932 45 .6 41.3 49 .6 -6.2 
1933 46, 5 45.3 50.7 -5.1 
1934 48.7 48.9 55_7 -3.0 
1935 51.3 53 .3 60 .5 -1.3 
1936 57.7 61.8 70.I 2. 1 
1937 58 .7 65 .0 71.7 2.0 
1938 57.5 61.2 68 .6 -1.9 
1939 61.6 63 .4 77,3 1.3 
1940 65 .0 74.1 83 .7 3.3 
1941 69.7 85 .3 96.9 4.9 

Fuente : L. R . Klein , Ecorwmic F/11c111arinns in rh, Unilrd Sta/es 1921 · 1941. Nueva York, 
Wiley, 1950, p. 135. 
• Todas ·las variables medidas en mile s de mill o nes de dólares de 19)4. 

13.5_ Uti liza ndo los resultados del ejercicio 13 -4, 

a. Obtener la ecuac ión diná mica fundamental y utilizarla para determinar si 
el s istema es es table o no . 

b. Calcular los rnultiplicadores dinámicos de Y respecto a G. 
c. Obtener el valor del multiplicador a largo p~azo (de equilibrio) de Y con, 

respecto a G . 

13-6. Considera r d siguiente modelo dinámico del mercado de cierto producto: 

S, = c,0 + a 1P, + Uu, 

D, = /30 + /3,P, + u.,, 
P, - p,_, m(Q,_, - Q,-2) + 

S, - D, = Q, - Q, -1 , 

·-· t, 
f 
¡ 
~J 

t ¡. 

t 
t .. 
t , 
• 
~ 
¡: 
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en el que S, = producción, D , = ventas, P, 
tencias a l final del período . Obsérvese que 

a, > O, 

/3, < O, 

ªº < f3o , 

m < O. 

precio , y Q, nivd de exi , -

a. Determ inar la identifica bilidad de las t res prime ras ecuacio nes. 
b. Mostra r que la tra yectoria temporal de Q, está representada por una 

ecuación homogénea en diferencias finitas de segu ndo orden, y la de P, 
po r una ecuación no homogénea en d iferencias finit as de p rimer orden . 

c. O btener las cond ic iones pa ra la existencia de equilibrio en este mercado. 
d. Obtener el valor de m para el que la trayector ia temporal de P, consiste 

en una serie de oscilaciones regulares (prescindiendo de la s perturbaciones 
estocásticas) . 

APENDICE 

¾NC&iZt .. 

--"-----------------... - -,,,-="-· 
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A. Algebra de sumatorios 

Las expresiones que inclu ye n sumas se utililan ampli amente en estadística y, 
genera lmente, se a brevia n mediante la llamada «notac ión :E~. La def inic ión básica 
de esta n otación señala que , si m y n son enteros y 111 s 11 , tenemos 

i X¡= X.n + Xm+l + Xm+1 + · · · + Xn• .... 
E sta notación se u t iliza muy a menudo para las sumas de las observaciones de ur.a 
varia ble o variables de terminadas , con el ~ubíndice ind icar.do la numerac ión de las 
observaciones . Al utilizar esta notación, es útil conocer las reglas siguientes: 

. . 
(A. I) 2 kx, k 2 x, . 

l•l ,_, 

D en 10.\·tración: 

i kx, = kx, + kx, + · · · + kx. k(x, + x, + · · · + x.) 
,_ l 

(A.2) nk. 

Dem ostración: 

ik=k+k+···+k nk. 
' - l 

(A.3) i (x, + y,) 
l•l 

Dt.'111ostració11: 

. 
',' - (x, + y,) ,., (x, + y 1} + (x. + y.) + · · , + (x. + y.) 

- (x, + x, + · · · + x.) + (y, +y.+···+ y.) - I x, + i y, . 
·- 1 ,_ 1 
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Toma ndo la suma de los primerus n númc, ros en teros positivos y las de su ;, p0tcn 

cias se obtienen fórmulas de gran utilida d . Los resulta dos , prt:sentados sin demos
tración. son 

n 

(A.4) ¿i=l+2+···+n ½[11(11 + 1)) ½[(n + 1)2 
- (11 + 1)), 

, _ 1 

(A.5) i ¡2 12 + 22 + ... + 11 2 = );(11(11 + 1 )(211 + 1)) 
, _ 1 

'.![(11 + 1) 3 
- 1(11 + 1) 2 + 1(11 + 1)). 

n 

(A.6) ¿ i 3 13 + 23 + · · · + n3 = ¼(11 2 (11 + 1 ) 2
) 

l•l 

¾[(11 + 1 )4 
- 2(11 + 1 ) 3 + (n + 1 )2 ). 

(A.7) I ;• = ¡• + 24 + · · · + 11• = fc¡[n(11 + 1)(211 + 1)(3n2 + 311 - J)] 
,_ 1 

= t[(n + 1)5 
- 1(11 + 1)4 + 1(11 + 1)3 

- !(11 + !)). 

La 11otación :E puede extenderse también a sumas múltiples. Por ejemplo, el doble 
sumatorio se define como 

i i x,, 
n 

¿ (X11 + X12 + · · · + X,m) 
1 -1 ,-1 ,_ 1 

(xu + X21 + · · · + Xn1) + (x12 + X22 + · · · + Xn2) 

+ · • • + (X1m + X2m + • • • + Xnm), 

En los dobles sumatorios, tienen especial interés las reglas siguientes: 

(A.8) 

Demos/ración : 

i i (x,, + Y,1) 
,-1 ,- 1 

' ' 

(A.9) 

Demos/ración: 

i (x,, + y, 1) + I (x2, + Y2,) + · · · + i (x. 1 + y.1) 
,-1 ,-1 J•l 

i ()· ,, + X21 + · · ' + x.,) + i (Y11 + Y.1 + · · · + Yn1) 
J•l ,-1 

= i i x,, + 
I• 1 J• l 

'"-~·--.-.---.----- ---
------ ----------........u.,c-• •1~e,·~~"'"t""";:.;;.,-;--1' . ,. - ~::---~- ------------·--· ... ·~--,._.._. 

f A .1 0) 

J )t'nl< " ' raci<J11 : 

(A . 11) 

Dcn1 u.\trac i< Jn: 

APENDICE 

i (.~ ,y, + X1Y2 + · · · + X1J'm) 
' . 1 

= Yi .i X¡ + Y2 i X¡ + · · · + Y m i X1 
1 "' l f,.. l 1 - 1 

n m 

¿ x, ¿ y,, . 
1 - 1 J=-1 

n 

L (X1Y11 + X1Y12 + · · · + X¡)'; m) 
(= l 

i x,(Yn + Yi, + · · · + Y,m) 
,_ 1 

(A.12) [ I x,] 2 

' . 1 

•n 

¿ X~+ 2 ¿ x,x, . 
1 • 1 ( < / 

D e,nostració n: 

[ I x,]2 

, _ 1 
(X1 + X2 + · · · + Xn)

2 

xf + x~ + · · + x; + 2(x 1x, + x,x" + · · · + x,xn 

n 

+ X2X3 + X2X4 + '· ' + Xn-1Xn) ¿ X~ + 2 ¿ x,x,. 
1 • l 1 < / 

Un caso especial de (A .12) º' 
< 

(A. 13) I (x, - .x)2 -2 ¿ (x, x)(x, - x). 
1•1 '< J 

Demo.1·1ración: Como 

n 

¿ (x, - x) º· ,_, 

723 
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h: llL'nh>S 

[ I (x, - x)]2 

' - l 

I (x, - x) 2 + 2 ¿ (x, - X)(x, - x) 
1'"' l f < J º· 

o I (x, - x)2 - 2 ¿ (x, - .f)(x 1 - .O. 
, - l 

' ' 1 

H. Elrmcntos de álgebra mntricial 

Dt:fi nicioncs 

Una m;:,triz (1\-f X/',) se def ine co m o un a orde nac ió n rect;¡ngular de números 
rc,.!es en .\./ fil as y N column~ s e n la fo rma 

r"" 
012 

"'' ] (B . l ) A = O ~ ¡ ª 22 0 2.v 

¡,__ {l .\fl ª"'2 ª~=,, ... 

Ln, 11é1mcro, a,. fi = 1.2 . .. .. ~! ; j = 1 .2, .... N) s,, n In, clc111<·11 tr> 1 el e A ; gcncr;:,lmcn te 
.., r.. ulil i1zi l' I lL'rn11nc, a

1
¡ p. ,ra indic:1r t: I 1..: k n1cn to r cpr~'\cll lat ivo de A . l::l nllnh:ro <le 

í ; l~.h y c"lun1:-1:1"i. q l: e en el i..:d\o de (B . 1) ,;.;e ha rerre"i cn t~d u po r .'\/ :<,V. ,e th.:n o n1ina 
or:i,·n o <li,nc ,n:·,.¡n de l:J ir:~dr i,,: _ Una n1z:.t ri L di.'. ortk n I X I se dcnonnna esca lar, 
IJ.o:; d~ o rden ,\/ X l :-.e de nn nli n:·,n V<'c to r es co/10 11110 y la (¡ ele ort.lcn 1 X N, veclnrl'.\. 
íila. I .as n1~1tricc:-i con e l n1i..;n1l) número d e fila~ y coluninas se ll a rnan 1na1rice.,· 

(·raulr11Jr. ..-. La sum :1 d e los c lem .. nt os de la d ia¡;o n;:, I rri nc ipa l de un a matriz cuadrada 
se ll a ma !raza de la m a tri z. L,u matriz diagon al es una ma tri7. cua dr;:,d;:, en la que 
iodos los elemen to~ que no p~r tcn cce n a la di agona l principa l son ceros; es dec ir, 

o 

A 

o 

Una 111at r i~ 1111 i,laJ o idriu idad es u,,a 111 a lri z diago na l en la que todos los ele m entos 
d e b.; d iagona l r,rincipa l ~un u no..; ; es deci r . 

o 

o 

En oc :i. , it,ne<;. , c utili ,.a un ..; ubindicc para i nJic.:ar t.:1 o rdi.::i de: la rn :1t ri1. idt:1, 1: ... !.1,! ,, 1·1 

qu <: ,:.: n.:ficr e . p o r cj c r;iplo. /\f . Por lllti rno . una. 111a1 r i :_ de c·c r n\· e, cu:.ih.,uh~ ¡: 

~ uyo~ ...:k·r:11.: nl1.1 '\ ~ü ll tut!n-. ~l.'.n., , . 
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0¡," racioues básicas con matrices 

(B.2) Igua ldad de matrices A = B s i, y .wlamcrrte si , A y B .rnn del mismo orden 
y a;¡ = b;¡ para todo i, j . 

(B.3) Suma de matrices A + U = C Ji, y so lamcn tr si, A, B, y C son del mismo or
den y a,¡ + b,¡ = C;¡ para todo i. j . 

EJEMPLO 

[~ º] + [ - 1 3] 
-4 3 5 G ~]. 

(B .4) Mullip!icación escalar. Si k es 1111 escalar , kA = [k";¡] . 

E sto s ig nifi ca que r a ra multipl icar un a ma tri z A po r un escala r tenemos que multi 
pl icar c;:,da e lemen to ele A por e ste esca lar. 

(B.5) l\ful tiplk"1<'ii111 d e ma trices . Si A c.1· d e o rden M X N y n rs de orden N X P. 
el pro cluc to de la.r dos matrin·s .,·e def ine romn 

AB = C. 

siendo C ll flfl niatriz de nrclcn ,".-1 X P r 11yo c!e,11cn10 corre.rpondlC'ntc e fa fila 
)' a /u n ,lunlll a j vi.•ne dndo pnr 

11 

e,, = ¿ a,k.hk.1 • 

• - 1 

Es decir . el elemento r 11 se oht ie ne mu ltiplic·a nd" los e le m ento, de b ¡,ri111tr~ f ila lle 
A po r los elementos de la pr im era co lumna d e B. y sumamlo to<lo, estos productos: 
el elemento c 12 se ohtie ne efl'c t ua ndo la m i, n1 a ,, pcr~c i,ín con los C'lclllcntos de la p r i
mera fil a ele A y la seg unda co lumn a de 11, y as í sucesivame nte . 

EJEMPLO 

EJEMPi_Q 2 

[

ªJl 
a-, 
O:u 

to] 
11 

u 

+ a,,h.i) 

+ 0:1 :iJ-:, 1) 

+ a,,b21) 

(0 11 b1-:, + 
(a.,b,, + 
(O:nb,::i + 

a,,b.,)] 
G 1 -:, h-:, 'l) 

Gnbn) 

[
( i X 7 + 2 X 8 + J X 9) (l X J Ü + 2 X J l + ) >< l 2) ] 

(4x7+ 5 x8 +6x9) (4 x l0+5 x ll +6xl2) 

[ 
50 68] 

122 167 
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O b"' rvesc q ue . en gene ra l. 

AB te BA. 

E sta dcsi g:.1a lda d imrlica que debe di sti ng uirse entre rrcmultiplicac ión Y pos tmult ipli 
cac ión pur una matriz . 

Transposicié,n 

(8.6) Si A es 11na 111 alriz ( ,\f ,< N) . la t ra nspues ta d e A . q11 e se re prese rJ/ a por A ". e.,· 
una ,nntriz. (N X 1\1) q 11 1· ,, . u hticnt' i11 tcn ·a111hia11do la.r fi la.\' por Ita co/11111na.\· 

en la r11a tri :. A; e ,· c/1 ·, ·ir. [ "" G21 

""'] a , 2 ª•• QM2 
A' . . 

<l¡N <l2N QM N 

A = [1 ;] . G 
3 ~]. A' 
6 

Las matrices transpuestas c;u111r,lcn los sig uit ntes teo remas : 

(B .7) 

(B.8 ) 

(B.9) 

(A ')' A, 

(A + B)' = A' + B', 

(AB)' = B'A ' . 

La s d em ostrac iones resultan inmedia tas a partir de las definici ones de las o peracio
nes con m a trice~ . 
(l:l .10) Si A es 11na 111a1riz cu adrada y A = A ". d ecim os q ue A es una 111a1riz sim,; . 

trica . 
Una npresió n muy con oc ida en la que se uti li za un vector transpuesto . recibe el 
nombre de forma cuadrálica. Supon ga mos que x es un vector (fví X 1) distinto de 
cero, y A es una matriz cua drada simétr ica. de orden M X M . En este caso, la forma 
cua drática de x se define como 

(8.11) 

EJEM'PLO. Si 

tenernos 

x'Ax = [x, x,] [ª" 
ª" 

x'Ax 
M M 

2 L a,,x1x,. 
f • 1 J • 1 

y A [ª" 
a,. 

-- --- - - - ·-- . ----·----- -- -- ~ 
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Se J 1cc que una matri z sim étri ca A es poxiliva def inida si x'Ax > O, y pOJiriva se111i
,l,/i11 icla ,i x'Ax 2':: O. Del mi,mo modo. decimo5 que A es negativa de finida si 
x'Ax < O. y ncg(l{iva .rcmid ~finidad si x'Ax ~ O. Obsérvese que todas las ma trices de 
,a rianc1a y covar ia nc ias son positivas de finidas. 

1\1atrict'S p:.irticionadas 

En muchas ocasiones resul ta conveniente particirmar una matriz en varias sub
matr ices. E n este carn . la s suhmat r ices se trata n como elementos escalart·s. salvo por 
el hecho de que debemos a <egurarn os de que se respetan las reglas para la multipli
cación de m a trices . En particula r, s i 

y B = [Qu 
Q21 

en las que las dimen siones de las submatrices son 

tenemos 

(B.12) 

y 

(8 . 13) 

Determinantes 

Pu ...... (,W, x N,), 

P12-+ ( .'.-, X N2), 

P21-+ (M, X N,). 

P22-+ (M, X N2), 

A' [Pí1 
PÍ2 

AB [PuQu + P12Q21 

P21Q11 + P22Q21 

Qu-+ (N, x R 1 ), 

012-+ (N, X R,). 

Q,1 - ~ (N, X R,). 

Q213 -+ (N, X R,). 

P21] 
P22 

P11Q12 + P12Q22] . 

P 21012 + P22Q22 

Los determinantes son escalares cuyo valo r se obtiene a partir de una matriz 
cuadrada , siguiendo un as reglas determin adas. El determinante de la matriz A se 
representa po r det A. o IA/. La s regl as para la o btención de los dete rminantes son 
las siguientes . En una matriz (2 X 2) 

A [ª" 
ª" 

ci determina nte viene dado por 

(8.14) dct A = a, 1G22 - a,2a2, . 

Oh,érvcse que el valo r de det A se ha o bten ido multip licando determinados elemen-
1"' de A por otros elementos y dotando de signo positivo o negativo al producto 
•nultante . Utilizando líneas continuas para representar los p1oductos Con signo 

- ~,,. e .~Z»> ,¿t+}\'§iQ§.€ .. :¿:: ii_4. t _V.,.,....IJ.>tt'"WISQ>M '(tl . z¡c;;t ·~ +'W ~ 
,-

! 
i 
¡. 
t 
1 

f 
1 
í 
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p o,i tivo y líneas d e puntos para los productos con signo nega tivo, podemos rc rr c· 
sentar gráficamente la regla para el cá lcu lo del determinante de una matriz (2 X 2¡ 

en la form a de la figura B-1 a) . 

(a) 

En la m a triz (3 X 3) 

A 

e; deter m inante es 

Productos positivos 

~ o o o 

Figura B-1 

[

ª11 
021 

0 3 1 

013] 
023 

0 33 

(b) 

y se represent a g rá ficam ente en la fi gu ra B-1 b) . 

La re prese ntación gráfica Je las reg las de cálculo de los determ inantes de las 
matr ices de ·urden su perior re sulta c onfusa y se utiliza muy raramente. En su luga r , 
u:i l;zaremos una regla gene ra l pa ra calcu lar los d eterminantes d e las matrices de 
cua/q rtia o rden. Esta reg la incluye e l usn de los "'""""'.r y cnfocto rl's. Supongamos 
que en una matr iz A d e orden M X M elimin amos la fi la i- ési m a y la column a i-ési
ma. es d eci r . la fil a y columna cnrrcspondientes a l elemento 11, ;· E l determinante de 
la nnt r iz (/\f-1) (1\f. J) resu lt a nte se d enom in a m.erwr de fl;¡, y e l ,·" f ac to r de a,¡ es 
si m plemente es te menor mu lti plicado po r (-- J/ H . La fornia hab itua l para indica r 
el cofacto r de a,; es A ,; · La rc gl:1 genera l para ohtener el determinante de A consiste 
en tQma r cu alquier f il a o cualq uier co lumna ele dich a mat r iz, multiplicar cada clc
men t.o por su cofactor co rrcspond,~ nte , y suma r los resu ltados. P o r ta nto, el de ter
m in~nte de una matri z A d e o rd en ¡\f X /\.f puede calcularse en la forma 

(B. 16) det A = o 11 A11 + o,2A12 + · · · + a1.,A1,.. 

En la fórmula (8 .16) hemos utili 1.ado la prime ra fila como hase para Jo, c:i Jc u J,• , 
pero cua lquier o tra fila o cuak{u icr coluntna tambil.'.n hu hic.;,,c ,cr\'i1...hl . l .:1 111 ,p, -r t ., n 

cia de la «fó rmula de los cofactorcs» (8. 16) es 4uc no, permi te rcdu , ir un <i •"""· 
nante de cualquier o rden a una comhi nación lineal de tktcrn1111an t c.·, d t.: \ ' r

1
~· -

0 

r ior . Nat:.iralmente, es ta fó rm ula se aplica tani hié n a l,,s e""" ,\I -- ~ Y ', / 

-----------,,.,., .. (3>,,.....,.,.,_ .. Q,.,<.,.,, ... _,,,, ,.,_, _ __......,......--- · 
aMS:,:0:;U,fll\P.3_..¿,~+s;.-}Ahi.{41 ;W, , ..,,:,t,.;%985-P S:4fF# %!JZZ ,.\j-~Yw¡o; ,4JJ4!Ji!9R.{' 4 

•A~ 

• 
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i,,s que hemos dado fórmulas especiales e n (8 .14) y (8.15) . E n el ca,u de ,\/ = 2, 
tenemos 

A [º" ª12]. 
021 o,. 

Au a-i.2, 

A12 - a 21, 

o sea, que, según (8.16), 

que es la misma respues ta de la formula (8.14) . Además. cuando M = 3 tenemos 

[ º11 
01 2 

A 0 21 0 2'¿, 

G,11 032 

Au dct [ º
22 

032 

[

021 
-dct 

0 3 ¡ 

A13 = det [ª21 

O ~Jl 

o sea. que. seg(rn (íl.16), 

det A 

0 13 l 
023 , 

U 33 

023] 
022033 - 0230:,i2, 

0 33 

023] 
(l~J 

4uc e, la m isma expres ión d e la fó rmula (8.15). 

Algunas de las propiedades úti les e interesan tes de los dete rm inantes so n las si
gui entes 

(8.17) S i se intercamhi a n d os fil as n <.los columnas cualesq uiera de A, se invierte 
e l signo de <.Je t A. 

(8.1 8) Si se multiplican to dos los e lementos de una fila o una columna de A por 
un escalar, det A qued a multip li ca d o por el mismo esca lar. 

(8 .19) El valor de de t A queda inalterado si se suma a cualquier fila (o columna) 
de A un mú lti pl o de cualquier otra fila (o columna). 

( [l ~O) E l valor d el determinante de una matriz que tiene dos filas (o dos co lumnas) 
iguales es cero. 

' t< ~t¡ det A= det A'. 

Wi4E-li' 

í. 
r ¡ 
t. 

' ¡. 
¡ 
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(8 .22) de t A R = (Jet AJ (det B). 

Los d etermi na ntes se u ti li za n ta m b ién pa ra expresa r a lgunas p rop ieda des d e las 
m a tr ices. En pa rtic ul a r. se d ice que una m a tri z A es singu lar cuan d o d ct A = O, Y 
n o s in gular cu ando d el A ,¿ O. Además, el o rde n del m ayor d eterm ina nte distinto 
de cero conte nido en una m a tri z (M X N) se ll a m a rango d e la m a triz. 

EJEMPLO 1. Si 

A = [ ~ 

2 :] . 
8 JO 

5 

tenemos 

del A = ) X 5 X 10 + 2 X 6 X 7 + ) X 8 X 4 - 3 X 5 X 7 - 6 X 8 X ) - 10 X 4 X 2 = - 3 • 

Podr íamos obtener el mismo resultado utilizando la «fórmula de los cofactores» (B.16): 

del A = 1 x del[: 
6

] + 2 x (-J) det [
4 

10 7 

6
] + 3 X del [

4 5
] 

10 7 8 

) X 2 + 2 X 2 + 3 X ( - 3) = - 3, 

Obsérvese también que 

[

l 4 

A' = 2 5 

3 6 

y del A'= -3 . 

Supongamos que efec tuamos los camb ios siguientes en la matriz A , a) multiplicamos la 
primera fila po r 4 y restamos este producto de la segunda fila, b) mult iplicamos la pri
mera fila por 7 y la res tamos de la tercer¡,. La matri z result a nte, A *, es 

[ (4 ~ 4) 

2 

(6 ~ 12)] = [ ~ 

2 3] 
A• = (5 - 8) -3 -6 

(7 - 7) (8 - 14) (JO - 21) O - 6 - J I 

[-3 -6] y dct A• J del -3 = dct A. 
- 6 -11 

EJEMPLO 2. Sean 

A= [: ~] y B = [ ~ :] · 
E n este caso 

del A= l x 4-2 x 3= -2, 

del B - 5 x 8-6 x 7= -2 . 

________ _____ ...,....,..:,;a,w;g;JZE@l'Y"'«-W , .- 1 d ~~r-~. 
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! h' l 111a11ll><. ahora 

C = AB [
19 22] 
43 50 

y ob,;;crvcmos que 

de t C = 950 - 946 = 4 = (del A)(det B) 

Inversión d e matricl.'S 

La in ver.1a de una ma tri z cuad rada A es un a m a tr iz ta l qu e, si se premultiplica 
o pos tmu ll ip lica por A . da como result ado la m a tr iz identidad . La ma triz in versa de 
A se re presenta po r A - 1 y , pn r ta n to. r o de mos definir 

(8 .23) U = A -· 1 .,·i, y so/a111en tc si. BA = AB = l . 

No tuda s la~ mat r ices tienen inversa, y e l teorema siguient e establ ece las condic io nes 
en las q ue la inversa de u na m a tr iz exis te: 

( B .24) La m atr iz A 1i,·11e invrr.rn s i, y .rn /mnente ,i. det A ,¿ O, es decir, si y sola -
1ncnte si A es u na n ia triz n o singular . 

Pa ra ca lcul a r la inve rsa d e u na m a triz debemos fo rma r adj11111a . La ma triz adjunta 
de un a m a tr iz c uadrada A se fo rm a sust ituyen do cada e lemento de A por su cofac
tor co rrespondient e y tra nspo nien do d espués este resultado. Si represen ta m os por 
adjunta A esta mat ri z adjunta, tenemos 

[Au A12 A,.'J [ Au 
A21 

(B.25) adj A 
A21 A22 A2" Au A22 

: : 
A,n AM2 AM,i A1M Aa .. 

A contin uación , la inversa de A se o btiene d e la fo rma siguiente : 

(D.26) 

Pu ed e mostra rse I que 

(B.27) 

(B.28) 

(AB) - 1 = B - 1A- 1 , 

(A-1)' = (A')-1 . 

, .. ] 
ÁMS . . 

AMM 

Obsérvese que el resu ltado de (B.28) implica q ue si A 'es simétrica (y no singula r), 
A- 1 también es sim étrica . 

EJEMPLO l. Si 

[ª" A= 
ª"' 

' .. Vt•,e , por ejemplo, J . Joh nston, Econometric Methods (Nueva York : McGraw-Hill , 
· ~)), pp. 85-86. 

- ----------- - ..... --'"-"'"""'·"''"'"''"":x,..,.,_~;¡w"". "'!"'ro""'"~"'"'"'"'"-"""'·'-?"'3iº"'"'"""*-·' "'s"· ... "'Qll' .. !!O:N'!!!~""'""·t'l}'"', '")j(\'!!"'-"': l'"'1""- ~.·."*"'·"',..,, I(., . .,,,, ..... r-



732 ELEMENTOS DE ECONOMETRIA 

tenemos 

A12 = -a:21, 

A22=a11, 

y adj A = [ a,, 
-ai:;i 

-a,,]' 
ª" 

[ ª" 
-a'l 1 

-ª"] . 
ª" 

Por tanto, 

-a.,]. 
ª" 

EJEMPLO 2. Si 

A= ¡: : 
7 8 

!] . 
10 

tenemos 

y 

Por tanto, 

y 

A11 = 2, 

A12 = 2, 

Al3 = -3, 

adj A= 

A21 = 4, 

A22 = -11, 

A2a = 6, 

det A= -3. 

2 

-11 

6 

-!]' 
-3 

A-1 = _.!..[ ~ 
-3 

-3 

4 

-11 

6 

liara comprobar este rcsulrad o. muliipliquemos 

' 

A- 1A = [=! -; -~] [: ~ :] 
1 -2 1 7 8 10 

[

(-J-1l+7) 

(- f + \~ - 14) 

(1 - 8 + 7) 

(-i - ·V-+ 8) 

(-i + J.,'- - 16) 

(2 - 10 + 8) 

Á31 = -3, 

Á32 = 6, 

A33 = -3, 

(-! - ;.¡ + 10)1 
( - J + ,.l + 20) ~ 

(3-12+10) [~ : ~1-

. .....- -to• ____ ,,,. . . . .... . - ' ':"'"_ ,_ 
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1 rn crsión particionatla 

E n ocasiones podemos estar inkrcsados en obtener la inversa de una matriz en 
forma particionada. Supongamos que se particiona A en la forma 

en la que las dimensiones de las s ubrnatrices son 

P11 -,. /1 ·{, X M,, 

P12-,. !vf, X M2, 

En este caso 2 

siendo 

[p
-1 + p - lp Q - lp p ·· l 11 11 12 22 21 11 

-Qi/P21Pü1 
P -- lp Q - 1] - 11 \2 22 

Qii 

Obsé rvese que la inversa de una matriz diagonal en bloques es también diagonal en 
bloques. De forma específica, 

(B.29) Si A 
o 

o 
] tenemos A - ' = [~

1 o ] 
Derivadas en notación matricial 

Sea y = /(x1,x2, ••• ,x.,) un escalar, y x un vector colwnna definido en la forma 

' Wasc A. S. Go'1dbergcr, Econom~tric Theory (Nu-eva York : Wiley, 1964), p. 27. 
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En este caso, la primera derivada parcia l d'e y respecto a cada elemento x se de 

fine como 

(8.30) 

y la segunda derivada parci a l como 

ó'y ó2y éJ2y 

ax r ax,ax, ax,ax., 

_!z_ a2y éJ2y 

(8.31) 
a•y óx, óx, ax~ óx,ax., 
óx 11 = 

ó'y a•y a•y 

ox., óx , ax.,i!x, axi 

Estas reglas básicas pueden aplicarse a a lgunos casos que aparecen muy a menudo. 

En primer lugar, si 

en el que a, (i = 1,2, ... ,M) son constantes, tenemos 

(8.32) 
éJ(a'x) 
~=a. 

Esto puede demostrarse fácilmente señalando que 
M 

a 'x = L a,x1, 
1 • 1 

y ut ilizando la regla (8 .30). En segundo luga r, si A es una matriz simétrica de orden 
M x M cuyo elemento general es la constante a,;, 

(8.33) 
éJ(x 'Ax) = 2Ax . 

éJx 

E sto se sigue del hecho de que 

x'Ax 
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1 ,k la a plicación de la regla de derivaci <Í n presentada en (l:l . .liJ ¡ . Pur últ imo , si A y 
H snn dos matr ices simétricas de o rden M X 1\,/ y sus elementos son constantes , se 
cumple que 

(8.34) 
a(f~) 

élx 

2(Ax)(x 'Bx) - 2(x' Ax)(Bx) 
(x 'Bx)2 

Esto puede demostra rse de la m isma form a que ( l:l .33) . 

C. Diseño del método de cálculo para la estimación minimocuadrática 

C-J. Modelo de recresión lineal simple 

El esquema de cálculo que se presen ta a cont inuación es tá constru ido pa ra la 
obtención, con gran precisión de cá lcul o . de las t:s t imaciones min imoc uadrá ticas si m
pl es de los pará metros de rt:g rcsión del modelo 

Y, = a + f3X, + ,, . 
El proceso ha sido calculado para llega r a un alto grado de precisión de cómputo. 

Cálculos básicos 

E n primer lugar , se o btienen las suma , de los cuadrados y prod uctos cruzados 
ele X e Y . Es tas sumas se lla ma n gcn •:ra in,entc «momentos muestra les respecto al 
origen» y pueden presentarse en la fo rma sig uiente 

X y 

n ¿X, ¿Y, 

X L X.2 L X, Y, 
y 

Como prueba, se constr uyen n observaciones pa ra la variable artificial S que se de
fine como 

S, =X,+ Y, . 

y debemos tener 

¿ S,2 = ¿ X ,2 + ¿ Y? + 2 ¿ X, Yj. 

A continuación, se calcul an los valo res de los «mom'entos muestrales aumentados 
respecto a las medias» que se definen en Ja forma siguiente : 

Mxx n ¿ X.2 - (¿ X,)2, 

Mx y n ¿ X, Y, - (¿ X,)(¿ Y,), 

Myy = n ¿ Y.' - (¿ Y,)2, 

Mss = n ¿ s,• - (¿ S,)2 . 

-------....---..... ---------...., .... - ...,,,._.,, -,p..,.p--P-l'!k'11._"IJAll!Ul"'!!!'!· ¼l!!P'!'.C"!ifu.ffl4$!!J'l!!tf:!!:;u,;:;.g;p¡lll!ll!D!ll!!!J.il!!- IJl!ll#i~\i"°""1!1'"""""''"so,r;,,., ,.-· 

\ 
\ 

\ 

\ 
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Estos valores pueden ordenarse en la forma 

X y 

X Mxx Mxv 

y 

Para comprobar los cálculos. se obst: rva s1 se cumple la igua ldad: 

Mss = Mxx + Myy + 2MXY . 

Estimaciones d e los codicicntcs de regresión 

Las estimaciones minimocuadrá ticas de los coeficientes de regresión se calculan 
de la fo rma siguiente: 

Además, 

con lo que o btenemos 

' \ 

El resultado fina l es 

P= 

ª n 

nSCR = $Mxy, 

nSTC = Myy , 

nSCE = nSTC - nSCR , 

Rº 

ns2 

s¡ 

nSCR 

nSTC 

nSCE 
n - 2 ' 

(ns2 )( ¿ X?) 
nMxx 

Y, = a + Px, + e., R 2 

(s4) (s8) 

C.2. M odelo d e regresión lineal múltiple 

A continuac ión se presenta un esquema de cálculo para el modelo 

Y,= {3, + {3,X" + f3aX,, + {3 . X .. + f30X10 .+ , ,. 

. , .. k ;;p .~.410- -~ • 
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S,n emba rgo, el procedimiento puede mod ifica rse fácilmente para \U aplicación a 
¡,,, moddos con menor cantidad de variable, explicativas. El diseño de cálculo 
¡,retende lograr un grado de precisión razonable. compatible con la eficiencia en 
los cálculos. 

Cálculo de los momen tos aumentados 

Sean M,. n ¿ x,,x,, - (¿ x,,)(¿ x,,), 
( f ( 

M,r n ¿ X,, Y, - (¿ X,,)(¿ Y,), 
f ( f 

Myv = n¿ Y.2 (¿ Y,)2, 
f f 

M ss = n ¿ S.2 (Is,)2. 
( ( 

r, s = 2, 3, 4, y 5· 

s, = X., + X,a + x .. + x,. + Y, . 

Estos m omentos pueden prescn tarse en la forma 

x, Xa x. x. y 

X2 M22 !,f,a Af2, M,, {\.f2y 

x, Maa M,. J\f ,. /v/3,· 

X, M .. M., M., 

x, M., /1,f; y 

y Mvr 

Si todas las operaciones son cor rectas, debe cumpli rse que 

Mss = M 22 + M ,, + M .. + M ,o + Ñfrv 

+ 2( ,\12, + M2, + M 20 + llf2v + M,. + M ,s + /lf3 r + M, 0 + Mu + M.,) . 

Cambio de escala en la.> , .. riables 

Si todos los momentos son aproxima damente de la misma magnitud. conseguire
mos una mayor p rec isió n en los resultados. Po r tanto , variaremos las unidades en las 
que se miden las variables, multiplicando cada una de ellas por 10 elevado a la po
tencia necesaria para que todos los valores de los momentos diagonal es estén entre 
0.1 y 10,0. Naturalmente, esto producirá también un ajuste en los momentos que no 
r><:rtenecen a la diagonal pr incipal. Pa ra muchos fi nes prácticos es suficiente enu
rnuar los seis primeros decimales de los momentos en las nuevas unidades. Las va
rahlcs cambiadas de escala y sus momentos se representa rá n u tilizando asteriscos. 

' \ 
' \ 
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EJEMPLO. Supongamos 

Mn = 6560.3575 , 

MJ, 

M,, 
320.12, 

21.066, 

Mvr = 0.0604, 

M,v = 76.2344 , 

MJv= 1.177. 

En este caso, efectuaremos las siguientes transformaciones: 

En consecuencia, 

X,~= 10- 2 X ,2, 

y,• 101 Y1 • 

M;, = 0.656036 

M 3*3 = 3.201200 

M,°3 = 0.021066 

M;v = 6.040000 

M;, = 7.623440 

MJ.Y = 1. 177000 

Solución básica para las ecuaciones normales minimocuadráticas 

-- - - ~ .;b-> 

Para resolver las ecuaciones normales minim oc uad ráticas utilizarnos el método 
de Gauss-Doolittle, que constituye un procedimiento sistemático para resolver ecua-
ciones lineales simétricas 3 • En primer luga r, presentarnos los momentos aumentados 
cambiados de escala en la forma s iguiente : 

Columna 

Fila (]) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) 

(1) R,: M;, M;a M;, M;s M;r 1 o o o s, 
(2) R,: M;, M;a Ma*, M;s M;y o 1 o o s. 
(3) Ra : 1w.,•2 M:a M.•., M~.*~ M:y o o 1 o Sa 
(4) R, : M;, M:a M;, M;s M;y o o o s. 

La columna (10) es una columna de comprobación y sus elementos son los totales de 
las filas. Las filas que deben seguir a estas cuatro se obtienen de la forma siguiente: 

(5) A 11 .= R 11 (es decir, se reproduce la fila (1)). 

(6) B 11 = A 11/A 11 (es decir, se divide la fila (4) por su primer término). 

(7) A,1 

(8) B,, 
R,1 - A 12B 11 . 

A21/A., . 

l Véa"" P . S. Dwyer, Linear Computations (Nueva York : Wiky. l 9S 1 ). 

_,_ - ,,. , •• 1,_ -
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(9) A a, Ra, - A, aB1 1 - A2aB21-

(10) B ,1 A31/Aaa -

( 11) A,1 R,1 - A1,B11 - A,.821 - A,.Ba1-

(12) B, 1 A, tf A,. . 

El cuadro incluye ahora las filas siguien tes: 

Fila (J) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (JO) 

(5) A,: Au A12 A1a Au A1s o o o s. 
(6) B1: 1 B12 B -, Bu Bis B10 o o o s. 
(7) A,: o A22 A., A,, A2s A20 o o So 
(8) B2 : o 1 B,a B •• B,. B2e B,, o o s, 
(9) Aa: o o A33 A,. Aas Aae Aa, o s. 

(1 O) B a: o o 1 Ba. 8 35 Bao Ba, Baa o s. 
(11) A,: o o o Au A,, A« A., A,a S,o 
(12) B,: o o o 1 s •• B,a B., B,a s •• S11 

A continuación, las reglas son las siguientes 

(13) c., B,,. 

(14) C a1 B a1 n,.c., . 
(15) c., B21 BnCo, 8 2,C.,. 

(16) C11 = B11 - B12C21 B13Ca1 - BuC,1 • 

r.:, 1~, fila, ~e añaden en orden inverso: 

Fila (]) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) 

(16) e,: 1 o o o C1s e,. C11 C1a C10 Sis 
(15) e,: o 1 o o C,s c •• e,, e,. e,. Su 
(14) C a: o o o C 3s C30 C31 Cae C30 S13 
(13) c. : o o o C,s c •• c., c •• c •• r 

.J¡:¡ 

Para compl etar el cuadro no es necesario calcular los valores que debe n ser iguales 
a O ó J. Compruébese cada fila a m edida que se obtiene por medio de la columna 
de comprobación . Es decir, la cifra de la columna (JO) de cada fila debe se r igual 
a la suma de todos los demás valores que aparecen en esta fila y, de no ser así , se 
ha cometido a lgú n error en las operac io nes . Naturalmente, se pueden aceptar los 
errores de redo ndeo (en el quinto o sexto decimal) . Si el modelo sólo tiene tres 
'H1ables explicativas en lugar de cuatro, las columnas (4) y (9), y las filas (4), (11), 
'1 !1. y (13) no son aplicables, y las filas (14), (15) , y (16) deben reducirse en la 
f. ., rr,,. adecuada. 

i¡. 
~ 
l 
t 
f' 
¡ 

l 
l 
~ ' . ¡; 

f. 
/• 
t 
f· 
l 

t 
' f-

' 1 
F 
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f 
r 
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Resultados 

Las estimaciones minimocuad ráticas de los coeficientes de regresión aparecen 
en las últimas cuatro fila s del cuadro . Concretamente, 

y 

Además, 

y, por tanto, 

y 

p; Ci,, 

S; C2, , 

P: C os, 

p; c.,, 

Y - p; x: - p; x: - P: x: - p; x:. 

s 

nSCR • ¿ P: M,*.;, 
' -. 

nSTC = M*yy, 

nSCE = nSTc• - nSCR •, 

R• 

ns• 2 

nSC R* 

nSTC* 

Las variancias estimadas de los coeficientes de regresión se obtienen de la forma 
~iguiente : 

s• 2 ~; (11s* 2)c,., 

s•• ~: (ns* 2)C21, 

s •2 ~: (11s *2)Caa , 

La variancia estimada de $: puede calcularse a través de la fórmula (10.32) del 
texto. El estadístico F pa ra la contrastación de la hipótesis de que no existe rela· 
ción entre la variable dependiente y las exp licativas puede calcularse a través de 

nSCR • /4 
~-F•. 11-~ -

APEND ICE 741 

l ',1r.1 ,,lh·c: r a la, var iahk s c..niginalc\, "in aqcrisco"i, su s, titu11110, r• y la"i X· por sus 
\ ,l 1, lf' t:\ t:11 

pa ra üb tcner 

(IO"YJY, = P: + p;(10"2) X,2 + p;(I0"3 )X,3 + P:<io·•¡x,. + pt( IOº ' )X., -f- e.* 

en la que ay , a2, .... a5 representa n los exponentes utili zados en la transformación de 
las variables originales . Así , pues, 

p, (lo -•ylP7. 

P2 < 1üº2 -•,·¡S;. 

Pa (1 Oº" - •y¡S;' 
p. o o·• -º'JP:. 
p, (1 o·s -º'>P; . 

Ohsérvese que los errores standa rd estimados de los coeficientes de regresión se mul
tiplican por el mismo factor que los propios cocfüientes, y que R2 y el estadístico 
F permanecen inallc1 ados . 

.. 
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